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1. Gudtrmnnn^ Theorie der FoUnzial- Functionen^ 



1. 

Theerie der Potenzial- oder cyklisch-hjperibofischen 

Functionen, 

(Von Henm Fr. Gudermann xa CUwe*) 



.Die C)rldlsehen (trigonometrischen^ gomometrischen) odw m^db Krefii* 
Fimctionen gehiiren hokanutlich der aMdytiscIien GecNnetrie nicht an»* 
sdkJielislich zu^ sondern auch die rtine Anaiysis entwickelt das Wesen der« 
seBicn auf eine ihr eigenthundidie Weise; sie behldt ab« die Benennungen 
dieser Fimctioncn sammt ilireu Bezeichnungen bei^ und macht von ihnen häufig 
einen nicht unmchtigen Gebrauch audi da, rro von Winkeln und ober« 
haupt Raumverhifltnissen nicht die Rede ist« Die höhere Arithmetik zu« 
mal bediait sich dieser Functionen, um TOrmittdst derselben Integrale 
auszudrücken, deren Werthe sonst aus ungeschlossenen Reihen bereclmet 
werden miiisten, die aber oft divergiren oder doch so langsam conrergi« 
reu 9 dais zur Bestimmung mnnerischer Werdie kdln unmittelbarer Ge« 
brauch von ihnen gemacht werden kann; sdbst im Falle gewünschter 
Convergenz würde die Benutzung o>r ReOxen in migegebener Art den 
Reclmer ' amüden/ Daher hat man Tafdb für die zusanmieiigehCrigen 
Werthe dieser Fimctionen oder doch ihrer Logarithmen angefertigt^ durch 
deren Benutzung die Schwierigkeften des Gebrauches der Reihen in Rech« 
nungeii mit besthmnten Zahlen umguigesi werden« 

AJber ein durch ejrldische Fimctk>nen ausgedrucktes bitegrd (das- 
selbe gilt überhaiq[>t von aritibmedschen Ausdrücken, welche cyklische 
FiimoChaien enthalten) kann in der Form, in der es aufgesteHt worden ist, 
tticfat immer in Anwendung kmnmra, iral die darift Toriümunenden GrG- 
6dn (hSufig sdhoa die Constänten dleii^ bewirken fcönkat^ dals die eyktn 
sehen Funeticnien anagin^ werden, obgldch dasftrtegvd selbst einen reel« 
len Werth hat. In einem solchen Falle pflegte das btegra) umgeformt 
zu werdeA, damit es logariäunisdie Fmctionen «ttttt der früheren cjkl!-« 
sehen enthielt, worauf es dann in dner reellen, aber fi»t dtu*chgehends 
imbequeoMTin Gewalt erscfaiei)^, die aber geduldet werden mulste, weil 
sie die &smg zidassige wir, ob^ekil dai lategrai iSk cndore Wer&e der 

Crollt'5 Journal d. M. YI. Bd. 1. IIa. 1 
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in ihin vorkommencleii Gröfsen, welche den Gebrauch der oyk£sch6n Fimc- 
tionea ziilassqa^ in Gcmüfsheit bekannter Be^^ungen^ welche unter sol- 
chen Fimctioneti Statt finden^ vlelfadi umgeformt werden koimte« 

Dia» Strel)en^ diese lästigen Beschränktangen zu heben und die Vid« 
seiti^eit derAnalysis hia: zu retten, wie auoh eine greisere Gleichmiüsig-« 
kext da» Yerfahrens herbeizuführen^ leitete zu der Idee von Functionen, 
weiche statt der bisher üblichen logariifhniischen , oder auch E^ponenzial-* 
Functionen; dann eintreten sollen, weuh die Kreisfunctionen ihre imter an- 
deren Uinstänclen niit^chen Dienste versagen , und w^che im Gegensätze 
zu ihnen fayperbolisehe genannt worden nnd« 

Die Benonnimg rührt von der gleichseitigen Hyperbel her, welche 
unter den Hyperlieln überhaupt imgeHihr das ist, was der Kreis unter den 
fSlipsen. 

Strenger genonunon, sind al)er diese hyperbc&chen Function^i, 
wenn man auf ihren mit denen des Kreises fast gleichen analytischen Ur- 
sprungs adbt, kaum neue Functionen zu nennen; wenigstens machen ihre 
Arten wk deti .eben so vielen des Kreises ein einziges Geschledit aus, 
welches dasf der Potenzial-Fuuotionen genannt werden mag. 

Durch d^ Gebrauch der hy[>eiiM>Iischen Functionen werden die 
vorlim genannten ÜbeLstände gehoben, uud €^ isü mit Oirer Einfuhnuig in 
die Anatjna»^ worauf sie dn gleiches, wenn mdxt noch gröis^res Recht 
als die oy^^üKsch^i Functionen haben, die gröfste Maimigfiadtigkeit von neien 
FcMrmen arithmetischer Ausdrucke, welche nach zu entwerfenden Regeln 
leidit un^^Üdet werden können, gegeben; Ausdrücke mit imaginären cy- 
klischen Functionen, welchen ein reeOer Werth zukommt, bedürfen bei 
ihrer xinwendung keiner Umrechmmg mehr, um diesen Weräi 2^ er» 
kennen^ endlich hat dadurch die Einheit des Yerfahrens eine allgemeine 
Gelti|i^ erhatten« Das Rechnen mit den hyperbolischen Functionen bil'- 
d^ überhaupt dnen vollkonnnenen Parallelismus zu den Redmungsweben 
Hut den cyklnchen, der durch die gewühlte Terminologie und Bezeich- 
nung ^) übeiall kenntEch wird und dem Gedächtnisse bei der Bewahnuig 



*) Ähnlich den cykliscfaen Fiinctlonen r coso?, sinXf taug^, cotjp, arc(8in=sz;, 
«irc(co&=Ä), arc (tang s=r «), arc(cül=i=«), siod die IiyperboHscIieo Fun^tioDcn bereit hnef 
durch SoSjp, @ina?, 2<ingx, 6otx, 8(rc(®in = ar) elc. Wem diese detitscheii Vorsyl- 
I'PJB, welche den Gegensatz «her noch mehr ausdrücken, raifsfallBay der kann dafür 
lateinische VorAylhen mit grofsea Anfangsbuchstaben nehiiMii. 
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der am häufigsten vorkommenflen Beziehungen zu nicht geringer Erleich- 
terung dient. 

Da nach eioigw Übung das Rechnen mit den hj'perbolisdieii Func«« 
tionen noch bequemer von Statten geht^ als das mit den cjklisehen^ imd 
man in jedem Augenblicke von jenen auf diese überspringen kann^ so 
fülilt man sich geneigt > mit ihnen üat aussdilielslich zu reehnen^ wenn 
man im Gebiete der allgemeinen Arithmetili. ist^ mid zwar aus ähnUciiem 
Grunde^ am welchem man imigekehrt in trigonometrischen^ die Yorstel« 
lung eines Winkds mit sich f ülu-enden Betrachtimgen nicht zu den hyper- 
bolischen Functionen greifen^ sondern di^ Rechnung mit den cyldischen 
anleg^i und durchführen wird. 

Offenbar besteht ^^r die erwähnte Einfachheit imd Leichtigkeit 
der Rechnung mit hyperbolischen Functionen mir im anal>1ischen Sinno^ 
d. h, so lange die WwthG dieser Functionen entweder unbestimmt oder 
imbekaimt sind^ und diurch sie ist wenig erreicht^ wenn man nicht im 
Stande ist,- die bestimmten Wertlie der h3r[)orbolisohon Functionen für 
eine als ihren Arcus gegebene Zahl, und lungekohrt diesen aus jenen nach 
einer sich gidch bleibenden imd insofern allgemeinen Methode ohne viele 
MiUie mit einem befriedigenden Grade der Genauigkeit in der Form von 
Becimalbrüehen anzugeben» 

Aber diese allerding? ^ehr orheblicho Schwierigkeit, welche sich 
der Kinfühnuig der kyperbolischen Fimctionen imd ihrem Gehrauche in 
der Analysis, wenn er reellen Nutzen haben soll, entgegenstellte, und wo- 
durch diese sonst sehr emfoohe Idee bisher mag vereitelt worden sein, 
hat 4« Verfesser durch eine ungewöhnliche -\nstrengimg gehoben, indem 
er Tafeln von bedeutendem Umfange angefertigt hat, welche ziemlich ebesn 
so für die jÄeohnungcn mit den hj-perliolischcn Ii'imcüonen zu gebrauchen 
sind, wie die sogenannten logarithmisch -trigonometrischen Tafeln ziu*Rea« 
lisirung der W^^rthe der C3'^klischen Fmictionen tiiglich in Anwendung 
kommen* Nur die leWiafte Vorstellung des durch diese Tal)ellen zu stil- 
teuden Nutzens' Jlonnte dem Verfasser den notlii^r-u Miitli imd dio orfor- 
do^liche Ausdauer geben imd den liboHfuIs vermindeni, welchen dor bei 
solchen Arbeiten uotjjwendige Mechanismus erzeugt. Was wur«li^ die Tri- 
gonometrie ohne trijLronometrisohe Tafeln, was würde eine niooine der hy- 
perbolischen Functionen ohne Tabellen für ihre Werfhe oder dio ^Vertlie 
ilu'er Logarithmen helfen? 

1* 
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SJinimtlielie h) perholisdie Fuuctioiiea^ deren vioisecti<^er nütznchor 
Gebrauch von Kenuem der Analysis auch ohne die im Werke enthaltene 
Theorie der P«(enzid--Fonctionen «nrikamit wetdeo wM ^\ sind sowolü in 
ihren Bezidmngea zu emanderah^ audbi zu den iCj^^kliu^n Functionen geo* 
iietrisdi an£ mehr ab eine %yeis6 ?«rsinriicht wordenii In ^.'cdrängter 
Darsteihmg sind daher einige Curven behandelt worden^ anter weichen dio 
von dem Verfasser sogenannte Longitudinale und die allbekannte Kettc^^»* 
linie durch ihre früher zum Theil nnbekannteB Eigemdiaften einige Auf- 
metkaamkeit auf sich ziehen werden. 

Die Theorie der Potenzial -Functionen * weldbe hier geboten wird^ 
macht nicht auf eine solche YoUstiindigkcit Anspruch^ dala aUe ciusclila«' 
gige Fragen darin beantwortet wären; Vieles ^ was der Scharfsinn der 
Analytiker in Hii^icht auf die cyklischen Functionen fand^ hätte iioch 
aufgenommen und auf die hyperbolischen Functionen unter nöthigen Ab-* 
äuderungen übertragen werden können« Auch in der Aufiiahme des Ei- 
genen hat häufig eine Beschränkung Statt gefunden^ imd es ist selbst ein 
ganzer Abschnitt weggdassen wordmi^ welcher fieihän enthalt^ nach wel« 
dien bai gleichen Arcu» die hyperbolisdieii Fmoifeiien au* den cykli- 
schen, mid 'wngekehrt diese aua jened su beredhiien wären, weil der 
Nutzen zu gering schien, obgleich die Reihen selbit zum ThdDl wegen der 
Gesetze ihres Fortschrittes awsiebend sein mögen« Statt dessen ist aber 
der Theorie ein Anhang beigegeben worden , wdcher zwar den anHing-^ 
Uch beabsichtigten Umfang übersdbritten hat, aber dafür Dinge behandelte 
die in einer mehr oder Sttnder nahen Beziehung zu dem in der Theorif 
Behandelten stehen, und welcher auch, abgesehen davon, Tielleicbt niciU 
überall ab unwülkomnen erscheinen möchte« 



^) Schon Laxnbsit erkaants den IVuizen der fayiierbolischen Fufictionen, 

Anm. d. Ver^. 
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Sv«ter Ab«obaitt. 

Von den Potenzial- FtmcdcmdB üborliatipc. 

9> 1. 
Die Potenz u* kaaa im der Form «iMr zweSAaSSgom Btvkf P-^-Q der- 



gestalt angegegebeii werden, dals ttndi ifar reo4>roker Werdi -- oder w^ 

ditselben Theile P ^pud Q hat, aur ebb der zweite Theil Q das tntgegeiH 
gesetzte Zekfaen erh[Qt. Setzt man in dar That: 

BD findet man rSckwärfa fSr £e TfieiF^ P und Q die beiden folgenden 
Ausdrucke : 

Da die 6ro&en P und mit den PoteiiMn u"" und 2/^"^ auf eine sehr ein- 
fache Weise zusammenfiaagen^ so mögen sie Potenzial-Funotionen 
heilscn. Sie sind in der That Funoticmen des gemeinsdbaiffiobeQ Grund- 
feotors u und des Escponenten x der beiden Ifv^^izen» 

Die Multiplicatiou der Gleichungen (1.) fu\'rt zu der GldUmnf t . 

^Toraus man sieht ^ iM» die beidant Petenzial «Functionen P und Q derge* 
stalt Ton einander abbangen, dafe sian aus dem W^rthe der €^eu den 
der auderen berechnen kann^ ohne den Gfundfiactor i([^md den Exponent 
ten X zu Leimen. 

Die Function Ps^^^^^=^iC! heifbe der (Scfitlllf disr Zahl :» f iir di 



Grundzahl u und eben so ffie Funcfion Q = ^— ^ — der ©fnuö der Zahl 
X ffir die Gnmdzahl u. Die Bezeichnung mag folgende sein: 

4, (Jü<5(x,i/) = f^ifCÜ und ein(x,ü) = '^^. 

Die dem gegenseitigen Zusaannedbang zwischen dem iSofmoi^ und @inuä 

ausdi-Ud^ende fiä^jiduuig ist dann: 

5. 6o<(x,tt)*— ©iii(x,w)* Ä !• 

«• 2. ' 
BckaimtHch kann man die Potenz u^ nach Potenzen des Eiqionen« 
ten X entwid^ehiy nnu ^'^mm togu den natürlichen I^garithmen von u b«« 
«zeichnet, so hat man: 
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u _ i+>-| — + 1.2 +t:2:3~-"*+ 1.2.3.. ..« + •••♦ 

wdohe Reihe swär nie .ablndclit^ aber doch immer oonrergirt^ welche 
Werthe mau auch für x und u in Rechnung bringen mag» 

Zur Abkürzung mag weiter gesetzt werben: 0'«= 1 ; 1*= 1 j 2'= 1.2; 
3'«r 1.2-3; a^=1.2.,..«; und (2 + 3)'5=5*=1.2.3,4.5 Es vrird 
dann die an diesen Beispielen gezeigte Art der Bezeiohnung im Nachfol« 
genden festgehalten werden« Man kann dann ferner die ganze Reihe ein- 
iacher also darstellen : 

80 dab das dem allgemeinen^GIie^e Torgesetzte SummenzeiohenAS sich 
auf die vernnderliche positive ganze Zahl a bezieht imd die Forderung 
enthält, da£s man für » nach einander die Werthe a = 0, 1, 2, 3, etc. zu 
setzen, und die durch solche Specialisinmg des allgemeinen Gliedes erhaK 
tenen besonderen Glieder zu addiren hat» 

Nimmt man für u die Grundzahl e des natürlichen Logarithmen- 
systems, so ist log£/=:^=:l, und die Rdhen werden duin einfadiw: 

Die sidf auf dieGnmdzahl e beziehenden Potenzial-Funotionen hei- 
Isen natürliche, und in ihrer Bezeiehnmig darf diese Grundi^il der 
Kürze wegen wegbleibet; so dals also 

6o«(x;5) = Soöx und ®in(x,0 2= ©inx. 
Die Grundlormebi sind dann folgende: 

Die Reihen für den nalürUchen (icfiUUö imd (Sinutf sind weiter; 

In \ii^\eiu!iiii^ ilioser Roihoi) llndot man am leichtesten iüi- x« I dj\» 
beiden Merthe; 

^Ui I = K 54308 t)fiH4.s 15;>43 77847 79053, 
einl = M7520 11936 43<<0I V:^^^^ V{S12. 
I>a nun r = iJct'i I -f (£iirl und ^-^ nr (Jogi -^ ©ml ist, so findet m^Eiu hier- 
aus leicht 
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e = 2, 71828 18284 59045 23536 02865, 
i- == 0, 36787 94411 71442 32159 55241 •). 

S. 3. 

Diyidirt man den @inu^ einer Zahl durch ihren Sofinu^^ wobei aber 
beide Functionen auf dieselbe GnindzaU bezogen werden^ so heifee der 

Quotient die Sangente jener Zahl: in Zeichen: 

1A. y X Gin(a7.ii) ^ ^ &in^ 

• San3(x,£/) = g^^l^ und Jangx = g-j. 

Wird umgekehrt bd einerlei Grundzahl der Gcftnutf einer Zahl durch ihren 
&\mi diyidirt^ so heiJbe der Quotient die Sctangente dieser Zahl; oder in 
Zeidien: 

il. eot(x,«) = ^^1^' und €otx = ^jj^. 

Die Songenten imd (Jctangcntcn sind also abgeleitete Potenzial -Functionen, 
und zwar ist; 

5«n3(x,«) = i;!^ und €ot(x,i,) = ^^i^, 
SO wies 

Zan^x = ~~ und 6ct a; = ^j;^I^ 

It'« -Miosen Bestimmungen des Wesens der vier Potenzial -Function«! und aus 
der Gleichung €oöx* — 0mx's=l folgen noch leicht nachstehende Formeln: 
©in — X = — ®inaj Sangx. (5otx= 1 

(Sog —X = 4-60ÖX i-.5anax* = -*— 

Cot ~X=:— 6otX Cotx"— 1 » ST^ 

wodurch der gegenseitige Zusammenhang unter den Tier Arten der Po- 
tenzial -Functionen zur Geniige ausgedruckt wird. Für x = hat man 
endlich noch die besonderen Werthe : 

6oöO = l; 6mO = 0; JangO^O und dotO^h^ 



*) Der hier and im Nachfolgenden Torkemmende Gebraach des dem ailgemeioen 
Gliede einer Reihe vorgesetzten und sich auf gewisse yeranderliclie , iiu allgemeinen 
Gliede \orkomm(^rde positive ganze Zahlen a, /?, 7', ^, etc., vf eiche auch zuweilen 

* T>_i. . . , .. .. .. . .• 1 Summenzeichens S wird 

combinatorischer 
vorgeschlagene Zeichen 2 ist aber hier in S abgeändert wol- 
len f weil jenes Zeichen nach dem Aligemeinsten Gebrauche einen Bückgang von der 
DiiTerenz einer Function zu der Pimction selbst oder ciue Integration der DiflFerenz vor- 
•«^hreibt. und namentlich, nach der Bezeiclinao^ £uier^8: Äy as:2^-|-y-f-conft- ist 
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oder cittfedbcr: 

IlVrw filmet «MaftoMT fir d» Tiiijfiim 

Da ako £? Zfar&fcfarHig der PoCmsU-FiacfioBa oaer ZdU 
auf MtürfMfce so cidadi M und aar «iae JUff&^ua der ZaU rerki^ 
w» bamAtm dw temercaTi ili ■■■aga rfci fial aar der die aa l iktt-im 
Vi 



j, ' « '/ '^ • 




f. 5a 

Stellt itttfi sicfa die BeaeboDgeo^ vdciie zwisdien den Potmiit- 

FaoetMrtM» und tbrem Ai^mneiite Statt fioden^ UDgelLcfarC rw^ so heibt 

diesei Argameat der %xin6 der gegdlieooi PoCeuial^Fmctioay w^ekiip 

nm ak Argament SeoSL In Zcidieii wird tolcbe lADtfteiag aingedrud^^ 

n'ia ficiigt; 

/Ist ^c«jr e= r, so ist X s=r Sft: ((5c5 = -:% 

) Ist &MX = r, so ist X s= tfK(6m = x}. 
1 Ist iam^x ^=s z, so ist x s= lhDr(S4ui0«= 2> 
Ist (Set X as r^ so irt jr s |frc((?ot =x}. 
Man kann in Atrvrendmig dkscr Briii^rl— g gsssblMMBe sritimietiMli^ 
Aitsdriieke M^eben, trdebe ar fffirsch— g ^sr 9kmi ms da Fnaeüo- 
nen dtfimii, Binui, ian^cnU and (EotM^oitt dMMSu Es fidgt nmMA ans 
den Fonndn 

- e* = <[c«« + €uisi tad #"• = €o^x — €mzy 
indem mau dkf natfirBcfafn Logarithmen mmml: 

X X iogid^x+^mx) and — x = Iog(C[D«x— €iiix). 
Setzt man daber €o^xsx, so kt @mxs/*(jf-»-l}9 nai also 

Setzt man aber Ginxssx^ so nt (!o<xss/"(x^+l)^ imd abo 

X 8frc<em«r) = Iog(^^(z» + l)+ir) = ~Iog(/-(z*+l) -*)• 



1.. U <: rTT^nTtn, Thcprie fltr Poien:;,Ui^ Functionen, »O 

Wea m« ^dt« « = i log (gf±||-5 = J%(T±|=ff ) 1«'. " »^ 

man $angx=r=z^ und man erhalt: , 

r. S(vc(t^nn3;?=z)=^iIog(|±3=.logV'^- 
Die letzte Fonnel kann man auch m der nur wen^ veränderten Forin: 

dantellcu, lu der sie zu dner künftigen jEu^nickelung vorbereitet ist» 

Zweiter A^bschnitt» 

Emtheilung der PotenziaUFnuctionen in zwei Geschlechte 

mit gleich Tielen Arte^i, 

f. «. 

Die Potenzaal - Functionen können soTrohl auf m8g6(^ jls'auf un- 
mügUdie Sfrfuö Iiezogen M<»rdpn, Die Einheit d» xnpgBchen »t ±1, die 
Einheit der unmöglichen +/" — I, 

Zunächst giebt die Zurtickfiihnmg auf natSrUohQ Potenzaal-f ^inctionen : 

©m(x/"~l,i/) = @m((x log !!)•/•— IV 
Um AQif die natiirliohon ^cftnuö und ^m\i genauer ^^ ^IcHnoheiif diraen 
die im $« 2. angegebenen Reihen; man findet; 

und da 

«*»^-«a=€oöCx/'— l)+@t'n(3c*^— 1) und «'■'*'-*=: ec(5(«^—I>-6in(x/*—l) 
»t, fo hat man di« beiden F<«inehi: 

SO da£i die beiden Reihen P^S(r-\Y.~ und (> = ^(— l^Tj^iy* 

nicht meht imagmSr sind j oder iT-^ 1 nicht melir enthalten« 

' Dk letsige Reihe P faeÜse wieder der Cosinus und die Rahe Q der 
Sinus von Xy nur werden sie Mit lateioStdiea Yonalbe% welche kleine An- 
fangsbuchstaben führen^ zw auf fiftBenderen UBt^bsdheUlung bezeichnet ; also: 

CreUe*» iMro^l 4. SS. VI. Cd. 1. Iin. 2 
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Mail hat also Sog (x /* — 1) = cos x und ©in (x /^ — 1) = (sin 3p) • /* — 1 • Aber 
auch umgekehrt hat man cos(x/' — l)=Sc5x und sin (x/^ — l)=:(®inx).V" — 1- 
Will man iiir di<^ Functionen cosx und suix geschlossene Ausdrucke ha- 
ften, so leifet mau aus den Gleichungen e**^""* = cosx + sin x./" — 1 und 
«r*'^-*=scosx— •sinx/' — J leicht die beiden folgenden Ausdrücke hetz 



cosx ssss L und smx = ^y» — j- 



Um nun die Functionen Qo^x und @mx unter der Annahme^ da(s x mög* 
lieh sei^ Tou den Functionen cos x und sino: zu unterscheiden^ mögen jene 
hyperbolische^, diese hingegen cyklische Potenzial Functiop^ hei- 
feen ^ J^e Gründe dieser Benennungen werden sp äter vorkommen. Auch die 
Tarugeoten und Ootangeuten ^rerden abo unterbdbiedeii. Setzt nan Demlith 



•• • » 



tansx as und cot x = -: — 

ab Bezeichnung der cyklischen Tangenten und Colangenten Cest^ ao fin- 
det man: 

$an8(x/-— l)=Ctaög«).i^— Ij ^ ^ tang(«v^— 1)=(iandx)-/'— 1, 

6^t (j?/— i)=^iiij oot(xir~i)ss^^^— ^, 

so dab alao der Übwgang von den hyperboKschen Functionen au den ey« 
fclbchen gleichn>rmig ist mit dem Aückgauge von diesem zu jenen« 

§• 7. 
IMe Multq[>lioaiion der Gleichungen e*^"* = coax + sinx/* — t und 
^•**^"*=cos5c— ^anx/* — 1 giebt die neue Formeh 

cosx* + sin .& "SSL \. 
dieselbe erhält man audi^ wenn man in dw ähnlichen früheren €og x* — ßinx* 
= 1 für X nur x/* — 1 an die St^e setzt» weil 

(6oö(x/-~l))*=<cosx)» und (®m(xV^— l))'=((8inx).(/-— 1))«=— (sinx)» 
ist. Mit der so eben Lergeleiteteo Gldctiung gehören noch die folgenden 
zusammen: tan^x.ootx = 1, 

14. cotx^ —A^^^ 
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wodurch man in den Stand gesetzt wird, aus dem Werthe einer der vier Func« 
tionen cosx, sinxj taugx imd cotx jedesmal die drei anderen zu berechnen» 

Femer hat man^ weim gesetzt wird: 
li'*^""* = cos (x, w) + sin (Xy u) /" — 1 imd u"^^^^ -= cos (x, w) — sin (x, u) /*— -1, 
fie Formeln : cos (x^ u) = cos (x log u) und sin (x, u) = sin (x log u) ; wie auch 
endlich (Joö (x /" — 1 , w) = cos (x, u) ; (Bin (x /' — l,u) = sin (x, u) • /" — |, 
mit den umgekehrten Formeln: 

eo»(x/^ — l,a> = $oö(x,w) und sm(x/" — 1,/i) = ©inCx^Ju)»/" — 1. 

J. 8. 

Ziu* Bereclmimg von eosx und sinx dienen die in §. 6# angegebe- 
nen Reihen, welche ebenfalls immer convergiren. Die Anwendung dersel- 
ben ist am eii>fachsten für x'= 1; man findet dann: 

cosl = 0,54030 23058 68039 71740 09367, 
sin 1 = 0,84147 09848 07896 50665 25024, 
wdche Werthe in die Gleichungen e*^'^ = cos 1 + sin 1 . /*— 1 und 
e^^"^ = cos 1 — sm 1 • /" — 1 substituirt werden können. 
Für « =1 findet man, wie fri'Jier : 

cos0=l; 8in0 = 0; langO = und eotOssJ* 
Stellt mau sieh die Beziehung zwischaoi den cy kuschen Fum^tionen und 
ihren SfrcuS umgekehrt vor, so hat mau folgende Darstelhingsweisen : 

Ist cosx = 2, so ist X = arc(cos =:s)« 
Ist sinx := z, so ist x = drc(sin =z)« 
Ist twigxs= z, so ist x = arc(tang=:z). 
Ist cotx = z, so ist X = arc ( cof ;=;: z). 
Die 9(ycu0 gegebener cykfisdier foten^al- Functionen Iitfsen sich 
€^n flo wie die 4ler h^rperboKseben in gesdilossenen Ausdrücken aagel>6n« 
So hat man 2. B« 

arc(tang = *) = rrZT^^&l^WZn* 

J. 9. 

Die für €^x und (Sinx angegebenen Reihen geben mimittelbar 2U. 
erkenn^iy, dafs die Werthe dieser beiden byperbolisohen Functionen inv» 
merfort wach^en^ wenn der $(rcuä x zynijenmt, und dafs sie algo jeder auch 
noch so grofsen Zahl gleioh werden können» Aber nur der (hyperbo'* 
lische) &xnui iBinx kann jede Kleinheit erreichen^ denn für x = ist er 
selbst Null 5 der (Scftituö biogegen ist immer >* 1 ^ und nur für x =0 ist 
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et selbst ssl« Auch bleibt der bypei^bolisc^e €cftnu^ einer ZabI iniKber 
gröfecr alsibr®inug; denn da 6c«x«— .®m««=l ist, soiit eoÖx^>e:nx% 
und also ^cöx>>@inx. 

Da weiter S;ang:r = ~~, so istJango? immer < If übrigens wird 

die IiTperbolisohe Sangen tc eines ^raü immer giniCser^ wenn d^^'^tmi 

wächst^ welches durch die Formel 1 — 2:a«%^ f=2 g^r-^ klar wird; üb 

nähert sich also von Null an dem We^the Eios^ ah einer unerreichbareu 
Grenze* Eben daher nehmen bei wachsendem Sfrcuö die h) oerbolischeFV 
^ctanctenten von § animmor alj^ un4 latahem sich der Grenze Eins ebenfalls 
ins Unendliche« 

Bei weitem schwieriger ist es, das Verhallen der cykKschen Func- 
tionen bebn wachsenden Arcus 191 Allgemeinen au;^agel>en9 da aus den 
Reiben für coso: und sia^r nicht so leicht ihrlallea imd Steigen Im Werthe 
•erkanmt wird, uu^ aus der Gleicfaunjg cosar^-|-sin:c'c=:l nicht 2xl ^»ehea 
ist, ob cosA'> oder ^sinar sei«^ 

Schliefslidh mögen noch einige Ausdruf^e fSr die Potenzial -I'onc^ 
tionen angegebeii^vwerden^ welche bisweilen mit Nutzen zu gebrauchen 

smd. Setzt man nämlich ^sasv, so ist e~*=5— und ^aslogt/» Werd^i 

diese Werthe stibstitiiirt^ so hat man 

«CO logt; = -^, ©tniogi; = -^—^ ^^.aiuuogi; «= ^^. 

IKe Addition der beiden ersten Gleichungeu giebt €oß log x; -^•©iil log t;=t;, 
was auch anderweitig leicht erheOe^ 

Setzt man in der letzten Glefi^ung vz=z^^C2w-4), also t^saÜw — 1, 
so erhalt man 5an9log/-(2a;-l) == 1^1, 

Leicht findet man auch die drei folgenden Formeln: 

Setzt man iu den vorigOTi Formeln z.B. t; =3 2 , so ^ndet man : 

eo«Iog2Ä5|; SinIog2xa| imd 3:an9 log 1? := ^ , 
ak ein£Eichste ratioaide Werthe der hyperboUschen Functionen; der Qfrcue 
ist aber: 
loo 2 == 0.6931 4718 0559 9453 0941 7?'^2.1214 5817 6568 0755 • . • . 
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■ 

Dritter. Abschnitt. 

Die einfachsten BeziehuDgen unter den Potenzial -Functionen 

versclaiedener Sixoxi. 

Ftir das gewokifiche Redmen mit. jfen hyperbolisdien und oykK- 
sehen jFiroctioiien ist es nothwend^^ den Zusammenhang diesei^ Fimcfio* 
nen bei einer Beziehung auf .vei'sebiedene Sfrcuö zu kennen und in For» 
mehi auszudrucken« Wird die Menge ^eser Formehi nicht ohne Noth 
vergrölsort^ so können sie vom Gedachti^sse bewahrt werdeut 

Da «°=:^oM + €in« und tf^i=:^oö6+@iit6 Ist, so erhiflt man 
di»ch B^tiplication : 

Eben &• ^ebf die Midt^UcatioQ der Gfleichimgen «'"ssdo^«^ — (Btna und 

e-»-* =3 (5cö « . €«ö * + ©in ff . ©ifi 6 — ©in c . €cö Ä — €o« « . 6m &. 
Da*mmiber (Ioö(a+Ä) = -^ — - und ©m(a4-i) = — -j 

ist, so findet jtäBOi dtuf^' Substitution der Torhin entwickelte Producte dfe 
beiden Fonnebi; ;f 

1. 6cö(a + i) = eo«a.5o«i + einö.emÄ, 

Setzt man in diese Formehi — b £8r hj so erhfilt man jioch| .da 6c^ — b 
aB(So<i und @in — 6 = — <Sin6 ist^ die beiden Formehi: 

*• em(a— Ä) s= ©iaaa6o«*— 6ö6a.6tii*. 
Win man statt der hyperbolischen Functionen cyklische haben^ so setze 
man nur in den erhaltenen vier Formeln a/*-— 1 für n und zugleich 5/* — 1 
fw bi die neuen Förmig sind dann: ' 

S« ooa(a4-&) SS iKNiaoos6-^8inasin6^ 
6« flin(a*f-i) ss sin« oosi + co9a8iß&9 
?• oot^(0 — fr) SS oo8acos&«{:^^'^^> 

TermSge ^esar askt Foimdn kami man ans dmi bekannten Ctautf und 
Seftttu« zweier \9f reu« den @tau< und (Softnud ihrer Sunune und ihres U»> 
terschiedes berechnen» 
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§. 11- 

JMaii kaim den so ebeo hergeleiteten Formeln auch fotgencle Gestalt 

@m(flr±Ä) = <£ogö. (5oöÄ (Sand ö± Sang*), 
cos (a ±b) = cos a , cos L (i'±. tang a . taug i), 
sin (öf ±. A) == cos a . cosä (tang«.± tang 6), 
lind duixh Divldiren erlialt niaa dann femer die vier neuen Formeln: 

S«n9(c + 6) = j-^-^ ,^^.-, fang(a + Ä) = ^-^--^^, 

(^ i M\ Sanft a — töna/j j. / l\ tanga — tan^Ä 

Alis aeu bekannten Sangenten zweier 9(rcud lassen sich nach diesen For« 
mein die Sangente ilurer Summe und die ihres Unterschiedes berechnen. 
Für die (Lotan^cnten könnte man leickt ähnliche Fofmehi herleiten, 3fan 
ihit ii)>rigcas noch die \iev folgenden Formeln: 

Zm.s a + %cim b = £t' -^\^ , tanga + tangÄ = ''^-^2 , 

Sang« -^^ongi = g^J gv^^, tauga-tangÄ = ^;;^,^. 

Sie Summe and der Unterschied zweier Tangenten können hiemach im-* 
mer in einen eingliedrigen Ausdruck umgesetzt werden« 

§ 12. 
Setzt man in frühereu Formeln (des §• 10« 4 soM'ohl fihr a als 
auch für b^ so erhiilt man 

1. eina =i 2©ioy<So8-| und sina sr Ssin ^oosyi 

2. €p6 ö = (£oi ~ 4- @in ^ und oosa »= cos— — ^in^, 

25ftnjj-| 2t»g|- 

3. Sanga = — und tanga =i 



l + Sanjy i— iÄiig^ 

Die Formein (2.)< haben Ähnlirhkeit mit den Fonoeln: 

1 ^ ^öÄ^- — 6in^ und 1 Ä co»y 4*iöy> 
und durch ihre Verbindung mit diesen ^Hiätt maa die nQ«en Fonneln: 

5* (Soöa — 1 =3 2 ©in t, 1 — c-oß« ^^ 2^'ii ^. 
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Durch Division erhcÜt man hieraus weiter: 

Madbt man die Zahler oder auch die Nenner der letzten Ausdrücke ratio- 
nal, so entstehen ^^^ lungelormteii Abdrucke: 

7. Jöng 3. = 5^^7 == -^— und tang -^- = j-q^-— = -^T^^ 
Diese Ausdrücke lassen »ich autli auf foI«endo W*5ise dai^toU(?n: 
ft. Sang-?- = dptÄ— :r7 — tana-n- = -^"^ — ^^^'^ 

»• Cot 4 = <iüt « + ^4- cot ;r — '— + c«^^- 

Durch Addition und Subtraction erhiitt man hieraus ferner! 

.10. (Jotf ^27ll^9^ = ^f^, cot 1+ taug I =^, 

11. ^^^^ + ^öng-- = 2 (Sota eot-^ — langy = -^cotr/ 

Endlich gfebt die Umkehnuig der Formeln (6.) die neuen: 



a* ^ a 



1 + Sanfly 1— tang-^ 

12. (S,pia SS j und cos«i = 



a* . . o* 



1 — 2anfl — 1 4- lang y 

§. 13. 

ProduQte von &\x\w und dofinuö lassen sich in Summen und Un- 
terschiede solcher Functionen^ und umgekehrt diese in jene umsetzen. Da- 
zu dienen die Formeln: 

5oöö.(5oöÄ==f(5oe(o+Ä)-fi5oc<ff— Ä; cosflf.co8Ä=|cos(a-4)4-icos(a+Ä), 
®ino.@inÄ= i(5oö(a+Ä) — |So6(ö-A) sin a . sin A = ico«i(ö-Ä)— icos(a+Ä), 
emö.eoäÄ==J@in(ö+Ä)+^@tn(ö-Ä)™^8ina.cos6==i8iu(ä+A;-^ 

6o«ö @inÄ=f feüf ''■'"*^~^®^"^^""*^ ^^* ^ • *'° * ~ » *"* ^^"^^ fr)— f sin(a-A), 
welche durch di^' einfachsten ^^*^^"«g^^ der^Formeb des f. 10. ge- 

1 Q^4.«<. *«o« k;^!.!. weiter — tt- für a und — ir~ *"** ^> 

Wonnen werden, Setzt man nierui 2 2 ' 

so erhalt man noch: y. * 

Co«tt + (lo6Ä==26og''J-.6og^ cosÄ + co8o = 2cos-^.cos*^, 

©tno + einÄ— ^etn^.Soft —i: sina + sin i= San -^.oo»-^-, 
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Am (Cosen Forin<4]i könnet iivieder neue abgeleitet Trerdfon ; imtef xmäem : 

eo6 A' ««- €os a* SB i^ c' — sinA* ss 8m(a-|-A)« sSn(a — i)t 

§. 14. 
Der Gleidiupg siai*'4-^^^'==^ ^ gemlils, nimmt <l£r Werth des cy« 
kÜNben Gosoiiis ab , wenn der ^kusche Sinus zunumot, und imig^eLrf« 
Da ferner^ ungeachtet der ins UnendUohe fortgeootzt^i Tergrolsenmg des 
Areoi t, die Funoticnen ani und cosit im Werdie nie m^ir befragen ah 
±1, so entsteht die Tecmuthung, da& m T^rsduedeuea Arcus nidit im» 
mer ramküAex» Sinus und Cosinus gehSren^ und andi^ daüPes eipen oder 
mekr Arcus gdien irerde^ deren Sinus so groJEs sind» ab ihre Cosinus« 
Stellt t des kleinstai dieser Arcus YWp faßt es deren mdur ^At^ und 
setzt nmk siniaeaosit, so findet man 

8mitc=:^f, und also audi eoskssz^^^ 
Das YierfiMshe £eser Zahl ij welche spater beredmet vfki^ ist t^ v be- 
zdchnet worden^ und man hat also: 

«o wie ^A V / V 

««(x/^-i) = yT—i lind «oß(f •*— = *^^ 

also audi 

Setzt man In der Formel cc»5^ = cos-75 — ui-a» 2* oder ^ an & 
Stelle Ton a, so «holt man cosy=iO; imddieFormd 8ina=2sHiYOca-|' 

9(lit ttny=4-l. 

Setil man in den so eben gebraaditen Formein « as 9, ao findet 
man eos«s= — 1 und sinvs^O. 

Mird wdter in den Formeln cos(a*|-6)^co8aooai-*»sin«sin& 
wul sin(a4-5)=:sinoco8A+coair8in6 für a gesetzt «, and Bk i gssstat 

~, so findet man cos|or = upil «nl^rs^^l« Auf fimBdie Art findet 
man co62vsl und sin2v = 0. 

Setzt man emBich in den Förmelu cos(o±6}=:oQaocos64:sina8inA 
and «:in(a±i}=sinacosD±co8a8itt6, 2« an fieStdleTon A^ sofindet man 

««(«±2«) = oosa, ^ ^^ taiig(«±2«) = tei««. 
sm (c±2r) ss am «^ 
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Man darf ako den Arcus emer cyiü&eheii Functian inmw om 2^^ 
imd abo überhaupt um ein Vielfaches der Zahl 2gr vensiehreii oder ver- 
mindern y ohne dab dadurch der Warth der cjrklischen Function im min- 
desten Terändert ydrd; sie sind also periodische Funatmen^ weil im- 
mer dSeselben Reihen ilurer Werthe mederkehmu 

§. 15. 

WoHte man Tabellen fSr die cjldischen Functionen e nt ir erf en, ans 
welchen für jed^i Arcns der Werth dner ihm zugehörigen cykUschen 
Fum^tion entnommen werden k^nnte^ so reicht es, wie man bald einsieht, 
hin, die Werthe des cjklischen Sinus und der c^klisdien Tangente für 

die wachsenden Arcus zwischen den Grenzen itnd -^ zu berechnen^ 

weü sie zur Realisirung der Werthe auch der übrigen cyklischen Functio- 
nen dienen, und auch dann noch dazu dienen^ wenn der Arcus weit über 

die genannten Grenzen hinausgeht« Die Formeln sina&scos^Y — ^) ^'^^ 
tangasscotf-^ — oK welche leicht bewiese» werden, zeigen nemlich, dah 

die berechneten Sinus zugleich Cosinus, und die berechneten Tangenten 
zugleich Cotangenten sind, wenn nur die Arcus dieser von den Arcus je» 

ner allemal zu ^ ergänzt werden« 

Ist aber ^in Arcus grölser als -^ und <['^f so dienen zur Realisi« 

rung der Werl^he eines solchen Arcus rHe Formeln: 

flLDArs=sin(ir — Ar); cosir=: — cos(7r — *); tangirsss— .tang(^-f-*) ^und 

cotArss: — cot(7r — k% 
oder auch die folgenden: 

8in*=5 0os(* — yj; cosAss — 8in(A — y); tanglr =— cot^*— ~) und 

cotA: = — tang(i^ — y). 

Isi mn Arcus ^^ir, aber <d7r, so rex^hnet man nadb den Formeln 
Binirss — mnifr — tt); cosAr=: — cos (* — - -ji:) ; tangib^s: tang(Jr — ») und 

cot Ar == cot (ir — -tt). 
Ist ein Arcus *>|w und <;2'3r, so dienen die Formeln." 
9.mt"=Z' — siD(2^ — Ar)j oo8^=co8(27r — Ar); tangA*s= — tang^S^r- f) unr 

coti=r= — cot(2ar — Ar). 
Ist enAich der Arcus ir^2'7r, so wird man so oft 2'3r davon sub- 
trahiren« s3s es anffdit, wdl eine solcho Vf^rkkdnenmg aiuf din Werdi dej 

rfflV'« Mmr^i ff. M. VI.Bi^. t. Hf>. \ 
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ojfclischen Function keinen Einflufs hat ; und d« Sbr Arcus dann <^29r ist^ 
80, kann ihr Werth nach den vorigen R^ebi ans der erwähnten Tabelle 
entnommen werden« 

Die wSlkorlii^ EintheQung der Zahl 2m in 3fiO sogenannte Grade, 
wie auch die neuere Einth^ung derselben Zahl in 400 (kleinere) Grade 
nebst denUnt&r'- Al)theilungen9 sind bekannt; auch die Eiorichtimg und der 
Gebrauch der sogenannten trigonometrischen Tafeln« 

Von den mehreren Formeln, welche gewöhnlich in den Lehrbüchern 
der Trigonometrie aufgestellt werden^ finden hier ifiur noch wenige Platz^ 
weil sie spater in Gebrauch konuneu. 

Da l+8i*^o== l+^^oa^-j'-^«) ist, so hat man: 

(l+sina = 2(cos(|-'|-))\ 
|l-<dn. = 2(,m(^-|))'. 

Da ferner cosy + **'*2'^^ ^ ^™^ ?siny cos~=rsinö ist, ^o er- 
hült man durch Addition und Subtraction: 

^cos-~+8m^- sss v^(l+sinß), 

• Jcosy — siny s=: /"(l — «sinö), 
also audi: 



I. 



c08-^ + sin-5^ l+t«ngy 



$. 16. 
Werden die Potenzialfunctionen auf einen ^xmi von der Form 
a^b /* — 1 kezogen, so gestatten sie dne Entwickeiung, wodurch sie im-^ 
ter «fite ähnKche "Form At\-B^ — 1 gebracht werden, nemlich für die hy- 
perbolischen Fiuictionen: 

Soö (ö -f- Ä /"• — 1) = <5o<flri.oosÄ*t"©fntf«sin6otr'" — i$ 
6ö« (ö — i/*— 7I) s= <S0^<r.cosi-^Silifl^.8indc/'-»-1, 
6{n(ö + iir — 1) a= ©tncif.coB4 + €cöc*ain6.w^— 1. 

6m (ö — A/" — I) = (Sin^.cosi — <5et'c.siii6,v'^ — !• 
Kiir die cjrkfischen Functionen criiält man die ähnlichen Form^* 



ti».s a-fö/^ — 1) =i oosa.ScöÄ— ' sina.SmÄ.v/^ — 1, 
cos(o — Ä/* — 1) = coso.SoöÄ 4-«itt«#.©inÄ./^— 1, 
sin ff + b /*— 4) = sin a . Scö 6 + co&ff • ©in^ # /* — 1, 
siu'cr — i/* — 1) = sina.^cib — oosff«@in6./* — !• 
0!in»i ii.»i die mügUchen Verbiaduögen unter diesen Fonneln einzu« 

gehcHy I>os<:!u*aDken wir uns auf specIeUe .innahmeni welohe die Gröise 

von b in den vier ersten Formeln betreffen. 

SotTrt man ä = ^ , so hat man die beiden Formeln : 

Q.oh \art,-~ \^ — 1) = ±6ma./ — 1, 

©m(ö±Y)r— 1) = ±(5c6/7.|r— !• 
Wird A = w = -5- gesetzt, so sind die Formeln : 

Sog (ff ± TT /^~ 1) = — ßoÖff, 

®in(ff±'^V^ — '1) = — (Bina. 
Vm b = 3. ;,- erhalt^i wir die zwei Formeln: 

^e^ö(ff±i^/'— I) = H:©tnff*/'--l. 
©in : ^^ 1^ 4 '^ yT— 1) = hP ^o6 a . /^ — !• 
S'^tzt man endlich b gleich einem Vidfac^hcn der 2bhl 2 it , oder 
ig> rar: !^ fi TT , SO hat man y wenn /z eine ganze Zahl i^ : 

€og(ff±2/2^/"— 1) = go^ff, 

©in (ff ±2 /iwiT—l) = ®ma. 

'^h^ liyperbolischen Fimctionen zeigen also auch ein periodisches 

Wiedoiiv^hi^en ihrer Werthe bei immöglichen Sltcuö, imd umgekehi-t fehli 

<ieD rv kuschen F^si;ctioDen ejiese Kijjc iisr^haft bei einer Bi^zaefiung auiain« 

mof^5J(^!^^ Arcus. 

Was die ?anaenten betriflft, so erhiüv man für sio die Formeln: 

tanci (ff ± ~ /^-- 1) =; ^c i a. 

iaHii (it ± 4 TT / - - 1 ) C=: $01 ff, 

^ariä(ö±2/2'2r/^ — i) == Sangff. 

Zu eiiuf^i- i*'»ion hj]>erbolisch<Mi J'mietifm gehörei? > -^^^ iii;-^^iif»{ii^>. ^. 
cue, die «ich um ein VieUaehes d^ Ausdrucks 2 tt y^ — 1 von einander im 
tofscheidf^n ;^ bei deq Jansen ttn und (^c^tanc^entcn ist dieser Untere' hiod über 
haupt ein 1 ieUaches von it /*-— 1« 
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Vierter Abschnitt. 

Differenziale -der -Potenzial -Fimctioiien und ihrer $(fctt^. 

Gnuidformebi far die Integrale. 

$. 17. 
Weonmad dieRcdhe @mjp=^*y >^ \ ^., düFwenziirt^ so erhält man 



B^tn»^s^dx.Sr^-y^ oder einiBMber: 

1« d6mdr SS 9.cßx.dx. 
Aiif älmlidie Art fittdetmim aus der Reibe fSr (^c^x dasDiffercausial 

2^ 9(loix CS &inx.Bx0 
Dasselbe Beiniltat ethSlt man aber auch, indem man die Gleidiung 
^ti H =r 1 -f ein X* differenzürt. 

Da weiter -Jangjcss-^^ fet, so fiat man 



md werden die irüberen Resultate lidbstituirt, so gelangt mep m 



Eben ^o findet man 

4. a €otx =i ii;^^ — — ÄÄrr^Sct jc^—t)* 

Cm»* 
Setzt man in tsämmtficihen Formehi ät/— 1 för ^^ so ertuflt mau 
für die oykUsehen JF\mc(ioneii die Formola: 

5« dsinx s=s coBx.oxp 

7. ötai.gj.t~ — :^ s=s Öaf'J 4-tanga;*), 

^*V Olfferenziaie -)er natiirKcben Logarithmen der Foteuzialfiuu^noneii ^ind 

eben so «^lufaeh^ und zwar: 

9. Blogdo^x SÄ Han^x.dx ö log cos j? &= ~ ^r::^ir f) 5,, 

iO. dlog&inx =i Qctx.Sx und öIogsinÄ^ ^ cotj?.a^, 
ih ^log5a»9«s= g^^ ölogtang* ^^^ 



inaii: 



■Ä •* ^^ sxn2x 

%«.j^ am Ib iar Rom«! fS^ dlogiaa^dr, ^+f anstatt «» so erhäi« 

12. ölo?tang«;^+f) ^" 



corx* 
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tu» a-fö/' — 1) =? oosa.ScöÄ— • .sinflf,<SinÄ.v/^ — 1, 
c>os(o — b/^ — 1) = coso.SoöÄ 4-«itt««J©inÄ./^— 1, 

sin '0 + 4/*— t) n= 8ma.€cä6+^&^*®iA^^V^ — 1| 
siu^a — iiT — 1) = sma.dcib — eosa^Qinb.^ — 1, 
0!ine i!v.i die möglichen Yerbiüduögen unter diesen Fonneln einzu« 

geheiiy I>cs<;!iräDken wir uns auf specieUe .innahmen^ welohe die Gröise 

von b in den vier ersten Formeln betreffen. 

Setzt man Ä = ^ , so hat man die beiden Formeln : 

So6(öl: Jv^— l) = ±6ma./~l, 
©m(ö±Y)r— l) = ±(l0ia.^—U 

Wird A = w = -y gesetsty so sind die For meJji ; 

Sog (a ± TT /*— 1) = — 6oöa, 
©in (a±7f ^ — ' 1) = — (Bin a. 

(«'Ör i = 3 • Y ^»•halt«! wir die zwei Formehi: 

©m^'-iit^'^/' — 1) = Hh^oöa.v^ — !• 
S<^tzt man endlich b gleich einem Vielfachen der 2hh] 2 tt , oder 
d r;s= i^ fi TT , SO hat 0ian , wenn n eine ganze Zahl ist : 

€og(a±2/2^/"— 1) = So^o, 

<5in(ö±2/29rir — 1) = %xaQ. 

•hi^ hyperbolischen Fimctionen zeigen also auch ein periodisches 

Wiedeiivcbi'en ihrer Werthe bei unmöglichen Sltcuö, und umgekehi-r febli 

<ieD cvklischen FnnctioDen #iiese Kifjoiischaft bei einer Bi^ziehung aul nn« 

!noji:'i<'!' Arcus» 

Was die ?anaenten betriflft, so t^rhlJv .man für Wo die Fomielu: 

^anä(ö±2/2'2rvr — 1). = Sangö. 

Zu eiiüf^r i<»^i(>n hjperbolischfai ^Wction gehörei? o^<> wtAxhXv^s. i\. 
cue, die «ich um ein V^ieUaohes d^ Ausdrucks 2 tt ^f — \ von einander m\ 
tofsdieidf^n ;^ bei deq Jan^iTUn und (Jptancientcn ist dieser Untere' bVd über 
h^upt ein ^ ielfeches von 'n /*-»— 1. 



F ü u { t e « A i^ft c k n 1 1 1. 
f\eibeix ^-ur Bercchnnng der Slrcui aus ß:eeet*^T!eT? 

rotenzial-FunGtioneB* 

§.. 19. 
(im zuerst «lie »ttnjrcisde Anorduung /ti wühle?! , nelimeii uir da» 

integral ^-i'xrr) ===7^^(14-^')* "i^'^' entwickelji. diV for*»!»/ (H-«'~* 

uach Potenzen von v*. Setzen wir. in Anvenduug '?<"'! ßf^/'nchu.tnt; föi* 
die Fauultittea von Vandermonde: 

{n\ = «> 

[«] =/!(/2 — l)(/i — 2); all^emeiik; \n[ z=z{n){n — \ {n — 2).t...iü- m^ ) , 

M ist nach dem binomisiliei) Lehrsal;:.e: 

(ö 4- 6)'» = a'- + [4o'~* * + T'^] a"-^ h^ + l^^l «"^^ *' + \n\a^^ h + etc. , 
oder einfacher: 

und abo auch: 

Wird »fif ^otden Seiten mit ^ v ixMsJtipKrirt und dann integrt^. so hat man 

deim^ \ienn fia% IntepraJ für f- -=:= d verschmuden soll, ao ist die hinzu- 
ssiifiigenue Constante f*ulh S^^yt man «^v^-^l für t;, «o hat man: 

i>a vreJtor r^^^ •.:rr Äu^ot;, so hat man diirdi Integration 
«tc (Sattel ^ i;) ==: 5 ~ ^ p also auch ai^ (tang = t;) = »S ( - 1> ^^—-^ 

Oa log (/(ji^J^rr^^^Sr c (Sang ==1^), so ist die dritte Reihe auch aLseiue 

Entwtckelung ton log|/(-^~^ anzusehen; sie oon[verg&4 übrigens immerw 

da Vf als Wertb einei* hyi>erbolieichen Tangcmle, innne* < i \%\ 
l» ersten mieder diesei vier Reihen «ind: 
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Setzt man ©in x 



§. 18. 

= t/y so ist dvs=iltix*dss=idx/'(i'\'i/^i abo 

hat man a9ru(6m = t;) = .j^^^. 

I^^fcitinan (lcix=^v, so ist ©tnj?=/'(i^* — 1) \mä dvsszdxB^inx 

Auf {dinliche Art findet mati nodi die beiden Formeln: 



8v 



S 5frc (Saug = i;) » j^~g und ^rc(€ot = t;) 



— ö» 



Für die cyklisohen Functionen giebt es eben se rkle Formeln ^ nemlich: 

dv 



ö arc («n = v) 



öarcTcosÄt;) 

carc('tang=v) 
5 arc (cot =t;) 



-dv 



rv 



7> 



1+ü 

Wenn man^ umgekehrt^ integrirti so hat man: 



l)7^^^=«tc(©{n=:.t;) 4- oonst, 

Are (Sang *= i;) -f const» 



dv 



t;) + cowt. 




öWj^-^ =s arc ftang= t;) + const. 

Vf^^ = «rc ( 6ot ^v) rf 49onst. «\f^^^ arc (cot r=t;) + oonst* 

und die^e adbl: Formdn.s<fieiian als ^rund&nB^afaak fm die Integrale« Kann 
man edi vorgeI«;gteB li^gral unter dbe Ton: diesen. Formeln bringen ^ so 
gelingt die Ihtegraiibiii 10% Leichtigkeit , Bisher sihd nur die Formeln 
(2, 4^ 6^ 8) also benutzt worden^ wo man die Formeln (1, 3, 5^ 7) 
anzuwend^ft int FaHe gewesen wSre^ rerzichtete man bisher auf ihre Be- 
nutzung, wegen Mangels gehöriger Ausbildung d» Lehre Ton den hyper« 
bolischen Fimctionen, und behatf sich mit den sogenannten logarithmischen 
Funotioneny w^^in ^flieh die Form seloher logarithmischer Integrale fast 
nie sc bequem war, als man wSnschen konnte* Wie ungleichmSfidg hier 
das Yeriahren der Integralredbnimg sei , und, weldie WeitlSdSgkeiteB aus 
dieser UngleichmSlfl«keit enfatobeiif darauf bnmdit wohl nidit oufinerk« 
sam gfODnachi zu werden. 



JVeiheix zur Bercchnnng der Slrcui aus ß:eeet»^T!eT? 

rotenzial-FunGtioneB» 

§.. 19^ 
liirt zuerst tlie sr^ageiide Anordnung zti wählou, nehmen wir da» 

Integral ^7i^x^)==V^^ "'^^^ entyrickoln dif^ l'^ori*!»?; (l-^-c^'**' 

nach Potenzen von v^. Setzen xvir. in AxiA^endung Aor ß.^/'*icüu*;ni: ft^* 
die Facultiitea von Vandermonde: 

H = /i> 

[n\r=^n{n — l)(/i — 2); allgemeiik; [n\z=z{n){n — l i/x— 2)*c.-:^'— m-^ * ;, 

flO ist nach dem binomistl^u Lehrsat/.e: 

(ö 4- 6)'» = a'- + [^o""* * + M a"-^ Ä^ + H «"^^ Ä' + [«f ö" •* A + etc. , 
oder einfacher: 

und abo auch? 

WM »f»f f>^iden Seiten mit r^ o ix>i5(tiplirirt und dann integrr^. so hat man 

deim ^ ^ enn 'ia% lntep?»a J für ^ =::r verschwinden soll , ao ist die liiozü- 
ssiifagenae Constante Wulh S^<vl^ maö ^/y^-^l für t;, «o hat man: 

8^.; (sin = i;) — J : i )• | — f J . ^- . -^ . 
i>a weiter j^*-^'^^Sff".cVj so hat man dwdi Integration 



f. .1 



t>"-' ,»_ ^_.l_ _._,._ _^ «. ^v- t^-^ 



«K($att<|^i/) — Ä^j^j, also auch ai^(tang=t;)==»S( ^l>^^^-p^ 

Da log y ( j— ) =^ *ifTC(2anä ==i^), so ist die dritte Reihe auch aLs eine 

Eniwickelung ton log|/u^~^ anzusehen; sie ocmvorglrt übrigens immer v 

da Vf als Wortb einer hyi>erboliftchen Tangente, innne* <[l ist 
Oto ersten filieder diesei ^for Reihen sind: 
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. ,^. . V 1 v^ , 1.3 v"^ i.3.6 't;' . 1.3.5.7 v^ ^^ 

, . . V v , 1 v* , 1.3 v^ I 1.3.5 r'' , 1.3.5.7 v^ . . 
arc(8in=i;) = -|- + -2-3- + 2:3-'d+2:0'T + 2.4.6.8*T + ***'• 



t;* , »' , V" , t>^ 



atc(5;a«9=t^) = ^^ + -3 + 77 + y + "9 + «tc 

arc(tang=t;) = t^ — y + ^ — y + ^ — etc. 

Man bat cKo zM^eite und aiicJi die vierte Reilie auf mehr, als eine Webe 
heniitzij um die sogenannte Ludo1])1iisehe ZaIJ v danaoh zu beredmen^ 
indem der Cosmus ihrer Hälfte j:lei(*h NuU, also de> Sinns dieser Hälfte, 
wel(5her =1 ist, bekamit ist. Es ist gründen worden: 

TT = ;{, 14159 2G535 89793 23S46 26433 ..• • 
Man Iiat diese Zahl mit mc^ir ab 150 Deeimalstellen bereohnet Uf^ 
geben« 

§« 20. 
Eine Reflie, welche nach steigenden Potenzen de» (h> perbolischen) 
(^oftnit^ f ortschritte, wiirde unnütz sein, wenn man sie auch herleiten 

lonnte, da der <3Fefinu0 immer > 1 ist» Aber der Ausdnidk /^. •— iS "^ 

9(rc((Sci=t;)4*oonst. kann nach dniger Umformung -^birsAichbar wwden 
zu ^ner steigenden Entwickelung« 

Setzt man nemlich vszi^w^ also dvs=,Sw xmd tf — 1 =r22£/-)-^ 
=:ie^(2-|-z^), so hat man: 

« 
und da 



J -.^[_i] (^)'ist, so ist: 



5rrc (Sog = 1 + w) =: »?[— fl(|) * ,fw*Sw, 
Dk* Integrataon giebt: 






♦^2a?, 



wdl tfi« Constante wieder Null ist, «b das fiitegral für i'\-w=i\ oder 
v =^ verwJiwinden nuifs. Man kann «fio Reihe auob <ki 8dire9>en : 



'5r-d--2~j://.ir(2(« 



0**-!)), 



1 it* 



■II -• t.T. 



oMil 4i €B$v^~'lae2^ä^ 



9ir <&i^- 
'S- 




f = -»f-s 



(^fr 



«.Ä 






^ s. 




o*+l 



V— r-* = 



a 



r 



^' fr" 







«5 



»3 




jr- 



.» " 1 




r •"« r 



«-£ 









hg-^B^ sks2-> 



5 fr» 



^r"» 



=11(2 >c 

r «T _! 



:isr: 



-.(ir 



fi 



£ 1 



LJ 1 



t t 









' ▼-.- 



l3 ^ 
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BO findet man 

w — * / * V-L * *-3* f * N*J_ * 1-3.5.7 , 9/1 VV-a 
"* — 2VSSÜ/ ■+"¥•27476- VeSl^/ ■*^y2.4.6.8tW\lp5i/ +®*^ 

ziim Ausdrucke der Zahl, wdiche man dem 9(tcu< eiiiM hyperbolisoken 

(!ojinu< noch zidegen miiTs;, damit der (Stiiitf das abo vargrölsörten ^rcuö 

dem gegebeuen Sofinuö gleich komme» 

Der Ausdruck 

H ^ L( 1-Vj- i *j3-5 ( 1 \S * 1^3,5,7. 9 / 1 \*V^^ 
^ "^ 2 Velno;/ ■+■ 3'2.4.6-V©mxy "^ T' 2.4,6.8.10' Xelnl^y ■**^* 

gilt für die Zalil^ um ^reiche man den 3(rcu6 eines gegebenen ®tmtd ver-> 

miudem miiis| MCim der Scftnutf des verkleinerten 9(rcuö dem g^ebenen^ 

@inu6 gldch sein soll. 

Beide Reihen convergiren in der Regel rasch^ imd rtim sieht daraus, 

dals d immer desto kleiner ist^ je grölser » genommen iprird» 

Seebsier Abschnitt. 

" i • ■ 

Dl£fere!bzeii der $f?cttl der Potenzial -Functionen. 

5. 22. 
B^ der Entwiokelung der Differenzen der %xtVii d^ Potenzial- 
Fuuctioneii kommt Vieles auf die Herleitung der häberen Diffenensialie des 
%xoxi der vorliegenden Funcdon an« Es sd 9(rc(S(ing=:r)s=lr, so ist 
ar = Sangit, und vrenn x sich veründert und .ietirä das Incroment A» 
nimmt so g^t k über in k-^-H^k. Nadi dem Taylorschen Satza fiat 
man dann; 

k^j\k ^sp^.^. 

Da nim aber *=llogx~^ oHet ^it = log(l+jp) — iog(l — x) ist, so 
Yiat man: 

DifFercnziirt man also noch (r — l)mal nach einander , so erhalt man: 

Nun ist aber x^Xanc^k, also (1— <r)"=«(€cg *— ©in *)"'. (5og/t'=«*»'.i5o«*' 
lind (—1)"'. (l+ay=: (— l/^ (€otf M-ein A)". Ccö A' = (—1)"*. e^\ Sc^ A^; 

Grrll«^ Junrntl d. M. VI. B4. i.Hlt . - 4 



alHO hat man: ^^^ , ... 

Der iuadrudt ttCst sich noöh weiter zuMinmenssielieii ^ weuu mtti zU i 
tüUe unterscheidet, jü naohdem r eine gerade oder iingtrade 2ahl ist. 



1. Für ein gwdtos r hat man ^ ^ </^~ IV (fo4A'.@m(rA^ 

2. Für ^ ungerades r hat man x^. = (r - 1) ' <So« A^ Qoö (r A\ 

In Anwendung dieser Resultate gi^t die Toriiin genaiuue Tay lorsdie fiaihe ; 

im zu der ähnlichen Reihe für die cykiiscben Functionen ^u geiangen^ 
Heize man nur k/- i flu* A, imd die Reihe ist; 

f. 23. 
I^m dtö Sbrigen voi-gelegten Aufgaben zu lösen, miük man die hü* 
uereu DitterenzmlTerhfiltnbse von (v^ii)"^ IierPtbnein Setzen wir 

so ist ^^^-Zii^^; = (fl^+^^)*+*y^ ***"^ wird dieser Ausdruck in eine 
Reihe nach steigenden Potenzfrn v(mi At; entwickelt^ ron der Form: 

a-f-««Ät;+ö.Ai^+atAi>^. •••-+-«. Av''.#... so ist: 

r C i^ 

Die wirkliche ßnrwickhmg giebt aher: 

Q 

und Wird audb noch die Potenz (2 1^ -f' A i^* weiter en» wicirlt^ so hat man : 
* .|^ = -^'[-«(«l-r?!^^^ (condition. : ^\^ß=.r) 

Dieser Ausdruck gestattet aber nodi manche vereinfachende AUlnderun« 
gen seiner Form. Zunächst ist Uhr, dab jedes Glied desselben für «^3 
gleich Null irt, und man also sogleich a + ß Tiit ol setzen dari, wodurch 
die ßedini>ungsgleichung « -f'p ==^^ ^ «-f'^'^ssr iibergeht| so da& nach* 
her «f-dssr-^'ß ist« Man hat hiemach: 
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Da weiter ^rL^ =,= [rj und [/•][/•— ßf—tr^ ist, so Imt luan: 



"^ i - . 0?_/ .^,'. .'^?, ./• 



iu»o ruckwärtB [—$] = |— fj : (— .l/[r~f( igt, •• iiat bmb: 

Setzt man mm Aa^ + l und vasGinA, w» irt ?^os — :^* . 

i.«4.1 = (5o0A% und also j.-^:^;:^^:::^ ^!£^^^^it£^^ SVerden 
diese Werthe substttuii^t^ 90 hat man: 



^^'^^^A = 



c^.'i^r.^t-H.*(-i/f''|.Äcj, 



Die «rsteu SpeeialßOle dieser allgooieiiiett Fonnel sind» 

f*A« 4.^®J!1* 

a-A- + 1.3. e^/)*. is-.«*«-|tl 4}, 

a»A=» +i.3.5.7.^-g5|3f-j.p<wgÄ _-^.— --^H-y-^^—.-j^, 

6.5.4. 3. ?.t i\ 

'~1.2.3.11.0*2»>' 
Diese WerUie musseu endlioh fo der F(Mni«d: 

c>» ' 1 ov* i^t'* • c»* 1.2.3 



ffulMff*^««^ 'W(»d(«t, an d«M» Ini^reineBt das Vioil m ei*ß WMikVbteii 
liMir^mer'.i«« s;;inei> &KoA iongfiit» de Aeihe «ntwiekell- ma luLbtn: 

4» 



m 

Setzt man eben «o ä = — 1 lunl i;=:<2oö/»', also v'^ -{- h ::r: Qiw l\ 

«^ "*; (t;>+A-/-/^-HI . = igiiui^MTI = eiiü^^ ' "^^ "^^ ^''^^^^ ^""^" -^"*- 

druck^ welcher sich vom vorigen nur darin ünterschaJet, dafs (JotA für 
%ün^ k und @in A für &'oä k gesetzt ist. 

Für die cykli^cheu Functionen giebt es analoge Formeln y die man 
anf der JSttelle erli«'ilt, wenn man in den vorigen Formeln nur A/^ — 1, 
statt des tlfrcU^ A setzt, weil das Unmüglicho aus den Ausdrücken von selbst 
wegfällt. 

Siebenter Abschnitt. 

Differenzen der ©iitu^ und €ojtttttö* 

J. 25. 
:. I3m eine Reibe von (Stntig imd (Scfinug für gleich unterschiedene 
%X(U6 zu berechnen, giebt es mehr als ein Verfahren. Die Formeln: 

em(a + Ä)+ein(«~Ä) «= 2ema.(icii 
geben, wcmn man a-^^b für a setzte die beiden folgenden: 

eo«(a + 2*) « (2eogA).(Icg(a + Ä) — eoöa und 
©m(c + 2Ä) = (2gc6Ä).ein(a + Ä) — 6mö. 
Daraus folgt: 

ecö3A^(26cgA).€oö2A— 6oöA 6m3A = (2€o«A).6in2Ä— €fttA, 

€o64A=:(26c6Ä).€o8 3A~6cö2A , em4A = (26odA).ein3A — @m2A, 
:6o«5A=(26oöA).(5o84A-«(5c63A ^ @m 5A = (2 6oöA). ©in 4A— ©in 3 A, 
Q^i 6A = (2 Soö A) . (Joö 5 A— . So« 4ä ©m 6* = (2 goß A) . ©in 5 A — ©m 4A, 

Nach diesen Formdn, ^ivoldbe auch Inf ^die cyUiBchen Functionen gelten, 
kann man nun wenn man wiU die @inu6 und €ofinaö von 3(rcu£, welche 
immer mn A von NuU an mchsen, recurrirend auf eine ^ man sieht 
zieiiifich anfiatdhe Weise berechnen. Ab vor dem B^;inne dieser reoorrirenden 
Berechnung b^Lann^ wird bloDs (l^ik und ©tn A angesehen; denn man findet 
daraus So«2As(2€o^A).ectfA_&XOAund ©m2A:^(2(£o«A).etnA— ©tnOA 
oder eD$2Äs2(Sa«A*— 1 und ©m2A= 2 ©in A«^öA, der Regel dieoer re- 
curnrenden Beredmmig geraafii« 

§• 26# 
Auch unter den höheren Differenzen der ©inuS und CEoftnut ffdA 
AB eine sehr emiadle Beac^ung. Da 



!•_■ 



('^11 
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so bat tiMu, "vrenn mau von jedfem Glietle die mt^ DifTcrenz lummt, und 
dabei Axy also audi (So6 A j? als constant ansieht : 

A"* So« (ar + 2 A x) = (2 €o< «r) . A" €«Ö (x + A ar) — A" €c«a:. 
Nun ist ahefj ^«'enn unter (px irgend eine Function von x verstanden Y^i^d, 
den Regeln der DiiFerenzenrechuung gomäfs: 
^ A'"(p(ar + Aa?) a« A'"^*H-A''^'(pj.' uod 

A'»<P(»4-2A«') s* A"<pÄr + 2A'^^xp+ A"^*^*-, 
so dafij nun au6h 

A"* 6oö (af + A a:) = A" (£oö x + A"^' 60« * und 
•A-"(5oö(ar+ 2 Aa?) = A^goöar + 2 A"+'eo«a? + A-^'^o^jc 
ist. Diese Werthe substitiu'rt man und es entsteht die Gleichiuig: 

A" (Iti .T + 2 A'"+' €oö X + A"^ (itiix 
= (2 (5oö A a-) ( A" (£o«ar 4- A"^' €o< x) — A"* (5c6 a? oder 
A"-^€oöiP = 2<eof A«— .l)(A"6o^d74-A'"+'(5c«ar). 

Da weiter 2(€c6Aar— l)«=2.2.®miA4?'= (2@m$Ax)* ist, so ist 
die Formel 

A"^ ^nix. e= (2 @tn I Aa:)*. {A™ e««ar + A"^* 6oÖx}. 
In ähnlicher Art erhält man aus der Gleichung 

@m (« 4- 2 A ar) « (2 €•« A ar) . ©in («? + A a?) — ©in a: 
die Formel: 

• A-'+^etnar = (26miAx)«.{A'»©mar-|-A'"+'©mar|. 
Die analogen Formeln für die cyklischen Functionen erhiiU man, vvcau 
man ar^-»l statt x und Ax.^ — •! statt Aj» setzte namriioh: 

A^+*co8a7 =: ■— (2sittJA*)*. {A'"co8Jp+ A^+'cosx} und 
A*+« flinar t« — (28ki{ Ax)\ (A"» sinar + A"+* smarj, 
Nac^ diesen vier Formen können die Differenzen der ©tnii< und €ofInuö 
mit LachtigkdSt berechne werden«. 

§.27. 

Um aber auf unabhängige Weise irgend eine höhere DiflferenÄ de« 
&mi oder CEofinuf anzugeben 5 miissen die Regeln noch hergeleitet wer- 
den. Bekanndich ist die höhere Differenz A'^e^ssi^Ce^— 1)^ und da: 



SofoP aa ^I^ und i&AX SÄ jj^ 



Mi 



isf^ 90 findet mant 



£X K.OfiX !3S ' H " ' UHU 

^"•foinx ^ — i^ li n i — J-. 

OkMie Ausdrücke lasseu sich aber aocii viel ■ unifoirniAn. lienn da 
**' s- (io^Ax -f- ©inAtr, alxu «**"— l =: (CioeA*— l)+ ©in Are = 
a 'Sin 1 A jii* -f 2 ©in i £ix (5o« 1 Ax = 2 t£»n i A x . «?***, und also aueK 

ist, so hat man: 






und 



Nun nird mau zwei Fülle unterscheiclctt» je Dachdem m dm» i^foi^ oder 
uiig<'ra3% }>aiu(e Zahl ist. 

\Voiiu uemlich /» eine gerade Zahl ist. so bat man: 

A"" €oö r -= (2 ein i A.r)-. G»* (* + y Ax) .in<l 

A" einx =-(26»} A*>-. ein (x + ^ A r) . 
^'enn /n eine ungerade Zahl ist, so hat maut 

tl" So« X = (2 ein i A x;"*. etii(x + y A x) uu< i 

A- einx = C2 ei« } A x;% C?c*? (x + ~ A x) , 

Für die cykUsdien Fuuctiutten \>erdeu die Fonnefn faa- roch eiii- 
fadier. O^m man erhalt hier: 

A %mu«(2sin}Ax/Aai:^lLif ■ ^:^~'^ • ^^, 

«eil (ein { AxV— 1>" = (A ! A x)*. (i^— i)- «»d — iT— 1 rr (/_ i)'», 
ah» amJi (- |;-.r»r~-t)" = (/---t)~"* ist. 

Baaher weiter ^•*^'««<lb»5-+«'<»Trr'* — 1ä^'— -1 mid *»""' 
Ä(/~t ** kH, 80 bat md» Auch i^aiieri 



/■ 



A*co«« = (28miAjrr( ^ J, 

^**imx = (2am|Aaf)~y-— J — ^-^i /* 

uad "weiin mau hierm erxiUch die Form der Expouentiaigröfsen ihlirftn 
lülist. so sind die anfachen Formebi : 

A^cosx = (2sin4.AarV.uos(*+m.A5^w.^), 

A"'3inx == (28in{Aar)'".j«h(*+m.^-J-w.|). 
Die Differeuzenverhültnnse sind also: 

_ • 

Geht man also za den Grenzen äber^ indem man Aars=0 setzte so er« 
iiült man: 



— es cos 



('+-"-). 



als allgemeine Formeln for die hiSieren INfferensalyerhliltnlMe der (c>kii- 
3chra) Sinus und 



Achter ABsdiaiit. 

Bczieiiungen zTvischen den Potenzen der 6inui, ^oflnuö uad 
^aiigctuftt eines Slrcuil und den @inttJ/ Coftitu^ und Xan$tt\m 

des vervielfachten $(rcttd« 

$.28. 

£s (st nidit selten notikWend^, Potenseu van Stiutö und Qfermutf tu 
/ausdrücke umzusetzen^ iVeldie bald nach ^inu^^ bakl nach (!oflnu< ver» 
vidiachter Srcuö Sdrtschreiten, und namentlich ni der tntegrahreehmmg isi 
eine solclie Umsetzung oft vom grö&t^i Nutzen., indem gerade davon die 
iiitegralitat eines vorgelegten Differenzials alihäogt. Der binor^ische Lehr- 
S^tZy unter der Besciirünkung auf solche Exponentan, welche positive ^aniie 
Zahim sind^ roiehi hin, die gesuchten Formeln her£tilei(eiw JS* ist 



t, 
:« + i = -^ ^i,' ^ == "5[^ « */. 

<> X.' 

bii3^ RiA^n brad« db, wf j nacii der 4imi!n«P 

e 

Zakk kt, «Bd £e FaiOftb^i Ti = j i^« sobald «^i: 9 
Setzt BOB nm c=C:;4-f BätAssr^ osd i, 





<«+4r =» ifl'^j >i)-.— "^'^ 



;f 



, 1«» crKBt man 






Diise Fonnel kann nodi iiimiibh üf»ii>|; ii werdoi, wem 
uotenctieidefy je "•«*«l«'n» n com gende oder imgende Zafal ist. 

vasnxeeAln HirA, sobat man zanSclHk (2€fi<*;''=iS[2ii]€c<(ii — a).2h 
ilM Glied fir«s;i« fak [2oj^p den ee<0^1. Zetksl Jun dbhcr den 



AiKdrad^ in dreiTliefle, indem msa n — % statt s wteft wenn s^O; a-f-i» 
«talt X Mens a>>Qy nnd a^sa, so bat mm: 



2(Itiirr = i5[2/i] <Sü<2«^+[2i] + 49[2it] €c«— 2«^ 



(•--:' - (»+■)• 



jütrastabcx L2//] = [2«] und €c6~2«il=&«2sit> Maficb IwAmBn- 



2, (2Co«l)!* = [2/1] + ^ *S[2äJJSc«2«*, (Br «>a 

Wem Liufflpm der Exponent a migerade irt« m giebt et kein mitt« 
lerr^ ni«>d d» Jlnsdroekes, weil die^Ienge der Glieder in der Formel (1«) 
«iaim dne gerade Zabl ist, und es gilt^fiir dieaeti FaD die Formel: 

3. (2€t*V'^^ = 2.5pA + l£€cä(2«+l)it (coiid.«+i3 = r.). 






DieneUien Formdb gehen waukk f5r dfe ejUiaoheii FwictkmeD, unr 
mub dBrcbgeheods dEe TorqrH^e Qetf in coa abgefiodert wanfen« 
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Specialbirt man die allgemeinen Formeln, so hat man die Ausdrucke : 

€0«:*« = /^ Scg 6 it + A ^«« 4Ä ■+ f I eoö 2* + /r , 
eogAc'''=7f,(SogiOÄ:+,|,€o«8A+yV»6oö6Ä+ J|<5o*4Ä+ iVf^ofi2Ä+iVV, 

U. 8, W. 

Um uhnliche Ausdriieke audi für. die Potonaen der (&inuö h^raulen 
ten^ dient ebenfalls der binomische Lehrsatz in der Form: 

und da (a — ä)" = (— 1)\(ä — d^ ist, so hat man auch: 
und also diu*ch Addition: "* 

Unterscheidet man also schon* jetzt zwei FSIle, je nachdrai n caue gerade 
oder ungerade Za^il ist, so hat man : 

/ CT* 

tt 

Weiden nun wieder für a und A die Werthe, wie in §. 28. «ubstihrirt, so 
entstehen die Foimehi: 

(2@mÄ)*^* = aS(— l)'[2/2 + t26m(2/2— 2« + l)/r, 
weldbe ebenfalls nocli weiter zusammengezogen werden können; nendich: 

(2 ein kT = (— 1)" r^ «J + «S (— l; ' * " (^ njyoaZak für a > 0, 

Cf'IU'« Jfmmal a. ^1. VI. Bd. i. UÖ. i' 
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Di«« Formoln k(iinM> ebenfalls leickt m <Ue für C&9 agrkliMliai Fiactio«en 
geltenden umgesetzt wei*den, und die ersten S[>eririiiiiriihgen dersellieB «iad : 

€wÄ'= i ©in 3*— 3 €iaÄ, 

ein Ä* c= /y ©in 5 Ä— tV ©i« 3Ä + | ©m k, 

©init«« ,V€e«6Ä— ^T ao«4A+i|acg'?Är— fV, 

©in k' «: yV ®«n 7 i— /t ®«« 5Är + f J ©m ik^U ©i« A , 

6tnÄ*s=TTT€o«f^*— tV ec«6Ä+ ^6o64/:- - rV So« 2/f + t',V « 

©in Jt" s=,{r©in 9 k—^h^wlk + ^, ©in 5^— J|©in 3Är+ ^Vr©« ". 

ein *•"= Tfi6o*10Ä'— xtr €•< 8fr +/A5o«6A: -41 €o« 4Ar + 1 ?^€o«2/. - -.V. , 

$. 30. 
Aber aucb mngel;ohrt lä&t sieb der ©tnu$ «nd (S»ftnu< enies vet- 
vielfechten Sfroiö durcb Potoixea Ton ©tnuö und (Soflnutf des ein&chen 
Vrnil ausdnicken* 
Da nemlicb; 
(«»)• = (€od/t-h©iiifr)'* = e"* = €ö«nifc + 6ln/iÄ und 
(*-»)" == (€oÖ Ä — ©in kT = <r*» = CoöÄ Jfc -- ©in Ä fc 
ist) 80 bat man durcb Addition und Subtraction: 

g^^l ^ jr. -^ (g»Ub+ Cht *^" ^- ^(S H fr-- ein *)" ^ 

^xtink = (g ^* * +•>» ib)' — (gg^ t~ Cta il^ 
Naoh geschehener Entwickdü^g liat man die Ausdruck«: 

I. e#« ;i& s aS [n *f acf? A'^ • ein A% 

Man kann ihnen auch küffmÜB Gestalt gebtti^ 

€c«ÄAre:(Ca«A:)\iS[Ä^ .tangÄ^ und €tn/i^=feiiiA>\5fii'|\5a«9/t**^. 

woam for die Satigctttf folgts 

IST' «.■a-l-«) 

Anch £eM Farmela WOTdea m £e fSr die e^klbchen FonctioneB gelten- 
den Mrht um g w cO s t y tndi>n man mir k /*— 1 für der 9rcti$ Ar setzt, und 
k^dm immer ab, da der Amiahme gemab n eine paritire gans^ Zahl ist« 



IMe eraCM SjpeMlfSlIa dtr letzten Formd sind: 

Q. El, _ 6tS<W8fc+202<>«fl*'+6$<ina»' 

u. 8. >r* 
DieM AiisdrttdLe lasMn sieh ISbrig««» auch laklit. re wm ' ir ax l -vemdH 

) dentn as sei %an(^nks=:-^ und San9(/z-f-1)Ar=:^, so kt bckunntiidi 

P = />4-72:(mg/c und 9 3BD f -l'/^S'angX^ 
nadi welchen Fonaeln die fieehnung^ wie mau sieiity x^ehr i>e<juem ia^. 

Die Formeln (1. imd 2.) des $« 30« haben £a Uiibe^einlichkeit| 
daCs sie nadi Potenzen des @inutf und Sofinue^ zugleich forteckreitw. Braudi« 
barere Formehi leitet man aus zwdl arithmetisciieii üieoremen Ittr, aendioh : 



»^.+ 4- s ^(_l)-_2_[„--,](a + 4)-*'.(a4)-. . 



a"+»— &*+' 



S (-^ !)• [n -, «] (a + Ar*, (ff fr)*. 



O' 

Beide AindruGke sind geaddossen und Skhtk nwr ao weit fo^gesetzt 
den, daüi n — !2«s=0 oder =s + l* ^^ ^♦^r negativ werde. Sie gel* 
teti iibrigena, ea mag n eine gerade oder ungerade gaiize Zafil sein, und 
ihr Beweici fSttt niefat schwer. 

Setzt man öÄ^osÄt + Sin*, i» (£e«A — €in*, $o bt a.izssi^ 
i,+&=32eoö*, a~A:=2emk, a^+b^^Zdoink, o'^'— Ä'**'— 26ln(Ä+l)*y 
und werden diese Wert lie substituirt y so hat man auf der Stelle : 



1. ZdoSn/c = Si-'Jif';^i^^ai.C2toih} 

"TT 



U^Ur, 



\ 
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luid auch diese Reiheii werden mir so weit fortgeMtet, dab n — 2« nicht 
negativ wir.d. 

Setzt man ror der Substitution — b statt i^ so muls mao zwei 
Fülle untwsehdden^ je nachdem n &aBie gerade oder ungerade Zahl ist» 

/ 1) Wenn n dne gerade Zahl ist. 
Dann geben die Formehi 

a" + 6» = iJ —j [n^m]{a—tr^. {ahf und 



■^ IT'' 

durch £e Substitution a sks (£t)« A + 6tit Ar und äs^^A— 6m/r diezwci 
Gleichuugen ; 



* • .fi--aa 



3. 2 Soö n Ä = .9 -^ [«— «] . (2 ©in Ä) , 

4. «£!g±il* «^ [„_*]. (2 ein Är% 

2) Wenn n eine ungwade ganze Zahl ist. 
Dann geben die Formeln 

a»— .*'• » S-~-[n^4(fl'-bf^.{mby und 

durch dieselbe Substitution, urie Torhia, die neuen Formeln: 

5. 2@m /JA s=> .y-iL_ [;,^«f . (2@inA)'^, 

Wenn man die Gleichungen (1.^ 3.^ 5.) dificreutürt^ so erhult mau 
drei andere y wciclio mit den Gieiciiungen (2. ^A.j 6.) fast diesollien sind, 
und auch liarin üJbergoixea ^ weuu maü iu ihuou die Zahl /i uiu' um Eia^^ 

Die Berechnung der Vorzählen iu deai Ausdriicl^eu (l«und2.) des 
S« 3t. tvird durch ein recurrirendi^s Verlklireu erleichtert. 31an setze zw 
Aßd Ende: 
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80 bat man, weil €o«(« + 2)A:a«(2€o«Jt).6o<(Ä+l)Ä— Coö/i* fet: 

*5(— 1/ <P (« + 2, tt),(S,(Hle''^*-*' 
«s 2.iS(— l)"(p(« + 1,«). €o<^+*-^— .S(— l)>(/i,(»).€o«*»-*-, 

■^'»^«- ^(« + 2,r) = 2<P(/i4.1,r) + (P(/i,r--l). 

Diese RepursIoiuEformcI lütst an Einfachheit nidits zrf wünsoben |ibr^ ; 

Anwendung derselben findet man foljiead« Ausdirucke: 



1. 






2(SogÄ« 

32So«Ä« 

64€oö^' 

128 Sog A» 



1, 

3SogA:, 
8€oöÄr*+ 

20€o«Ä»-i- 
48€o«/f*+ 



1, 

18€o<i«- 






• I12€o«Ä»+ 

■ 256€o«Ä"+ 160€ogÄ* 

- 576€o«Ä^+ 432ao«Ä'' 

12806oöÄ«+1120(Eo«Ä«- 



- 32(Io<Ä«+ I, 
-120€cöA*+ 920« Ä, 
-400(So«A*+50(So«Ä*— 1, 



U« 8» W* 



Da nun die Formek^ (3. und 5,) dieselbeu Vorzahlen haben, so ist aueb: 



2. 



^(Eo«2/r= 2©inÄ«+ 1, 
ein 3^ SB 4@in + 3(SinÄ^ 
€o«4A= 8ein + 8etnA*+ 
ein5A= 16@in + '20@inA»+ 
€oö6Ars= 32ein + 48€inÄ*+ 
6in7Är^ 64einÄ'+ 112SmÄ»+ 
eoS8^ = 
etn9A = 



1, 

5©tnÄ, ^ 



seein **+ 7e(nÄ, 
l28einÄ'-f 256©inÄ--W 160@ln;t*+ 326m A«+ 1, 
356einr+ 576einAr'+ 43261« i'+12{)8in)t'+ 9@inA, 



ecö IpÄ = 5 12etn/f '"-f 1280ein ««+ 11 2oein Ä'+40()6in A*+50eiuÄ*4-l* 

^ U. 8. W. 

Die Formeln (1.) gellen unmittelbar tudi voa den cyktisohenCo^ 
nns, und man hat nur<^«JIe Vorsilbe (Sxi in cos abwandern« Die For- 
meln (2.) aber, %ruU:Iu; SIuiis (iithdtea, bekommen abwcchschHlü Vor- 
zeiuheut Üo ei'iiuii laau /;.> ü« vü» ü.a Li>!Ä(IuLt iülziüu Fotsnolii, v.'en:i' 
Ac/" — 1 für k gesetzt wird: 
sin 9A = 4-256'8inA:' — .57Gsinyt^+ 4323init«— 1208inA-»+ 9smÄ, 
008 lOÄ = --»12si«/^"-t- 12808111 /?— 1 120sinÄ»+ 4008in/f*— t)OBinÄ*+ 1. 



i» 33. 

. MViR man in ühnHcher Art eine jUeeursiew^omel fSr die Beredttiun|( 
der Yormhlen ia «len übrigen AmAt9idfam.hit^«Sib^, m "tM «MÜ Mbm: 

&nnk = emÄ . Ä(-^l)* ^(u, et) ße«*-«^, 
uikI da ein (/i + 2) ^ = (2 dti k) . Gin (/z + 1) A — €in j^ ist , w hat tB» : 

©in Ar . iS (— 1)" <p (n + 2, a) (S^ftA"-^* 
= 2©inA..S(— l)"«p(rt+l,«)€o6*-^'--fiiiAc.^f— l)'<D<fl,«).€««Ä'-*-\ 
oder einfacher: 

^('» + 2,r) = 2.<p(« + l,r)+(p(ii,r— IV 
Diese Formel stimmt mit der in f. it2. gefimdenen rüffig 8(>ereiB, vnd dis 
Vorzählen 'vriirden also wieder die rorigen werden > wenn die Reclnan» 
nicht mit anderen Eiemaaten bc^nnen würde« Die berechneten Ana- 
drncke sind: 

{<Qin2k s^eink, (2<!o<;t), 
®in3A:=6tnA. (4«ö«A»- 
^in ik = ein k, (8€«öJP- 
@m5ÄÄ©inA. (16eo«A*— 
©tn6A =etni. (32(Se«Ä»- 
^i«7A=©inA. (64(Jo*it"- 
@in8Ä =©mJt.(128(5oa'- 
@ln9A =6m;t.(256(5o«Ä«- 
ein lOA = ©in >^ . (5 1 2^0« ^~1044(!««üt'-f-688^a« A:*-~16Q^o«iP+ 10S««Jb, 

U. 8. W. 

Da iiun die Formeu (4v und t») deir f. 31. dieaetf»«» Tanriilen halieai «o 

hai mau noch; 
^in2A=:(S0^Ä. (2«inA), 
■Gc«3A=ao^A. (46inA'+ 1), 
@in4Asc€o«A. (8@inA'+ 46inA), 
(S«<&Asi$«tfA.(16©iHA*+ lSeinA'+ t), 
©tn6As=€e^ (:»©inA'+ 32©tnA*-f 66inQ^ 
(5o«7A «SogA. (64einA«4- 80^iRA*+ 24€mA*-f t), 
©irt8Ä«:6«<A.(t28©mA"-|- 192öirtA'+ 80©i«**-f 86ink), 
'sii.69A = (lo$/.(25t)©inA«+ 4.')8@tn/-''+248einA*+ 10©«*»+ 1), 
©ial<)Ä=B'«»^J5' (51 2e»n fc«-|- 1044©tn A'+eSSein A*4. 160©jdA:'+ 106ra*)» 

j^ tu s. w. 

Aach diese Formeln können lei^jht auf dit» c/kftfchen Funfiüonen iftMrba^ 



u 




r 


i^Hk), 






12€»<A«+ 


t), 




32«o«Je+ 


6Qo«A), 




8()eö«A*+ 


«ASoiA^ 


1), 


I92(5o**»+ eOgiXÄ^— 


8€ctfA), 


458^0« A*+24«(£«<Ä*-. 


40(Sw!**-h 1), 
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s 

gen werden» Trean man k /" — 1 fnr k getzt, und beiaerkt, data Gin (A /* — i) 
s(«nA)./-— 1 and C««(A/*— l)«pcoeA ist. 

«. 34. 
um iM TerhaltoB der lijpei^boIisdMi (Btnu^^ €ofinutf und Xan^ftitm 
an fSnem etafiicfaeii Beispi^o zu TeranschaiiUchen^ nehmen wir wieder zam 
^tmk k dett mitfirfidMEi L^garitfaneii von Zwei, wie iii s/9» Um die hj- 
perboludMn Functionen eines Tieliaehen dieses ^iUii kennen zu lernen, 
kfinnten die so eb^ abgeleiteten Formdn aUerdings gebraneht werden« 
Man gelangt hier aber kiirzer zum Ziele, wenn man in den Formeln des 
$t9. vsBi2^y also IogtFS9B7ilog2 setzt Mm enbäU auf der Steile: 

{ also San^(/ztog2) 



9Mi (iilog2) 



^m(nlog;2) 









2*"+! 



2"+* 



R 



*i 



0^6991 
1,3962 
2, 0794 
2, 7725 
3,4657 

4,1588 
4,8520 
5, 5451 
6, 2383 
6, 9314 

7, «246 
8, 3177 
9, 0109 

9,7040, 
10, 3972 

11,0903 
11,7835 
12, 4766 
13, 1697 
13, 862** 



fh4» 



1 



&nak 



1 

2 

3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 
10 

11 
12 
13 
14 
15 

16 
17 
18 
19 
20 



t 



4718 0559. •.. 
9436 1119.... 
4154 1679.... 
8872 2239.... 
3 590 27S9 • t • ' 

8308 3359 : 
3026 3919 .... 
7744 4479 . . . 
2462 5039 * . .. 
7180 5599,... 

1898 6159.,,. 
6616 6719 .... 
1334 7279 . , . . 
6052 7839.... 
0770 8399 .... 

5488 8959... r 
0206 9519 .... 
4925 0079 . . . 
9643 0638 .... 
4361 1198.... 

(Die VortMiaMig 



H 

16^ 

32TTr 
^hf 
128tTi 
256rA? 

512i3**» 

1024^T 

2048tA, 
4096rTlF, 

Sl92r^}zTi 

10384: 



Ol 

m 



31H? 

63|if 

127f,4 
MllSIf 



' 82768tti5t» 
65536r7rir?T 

131072y„«,yT 

262l44r5T^y 

524288^1 tjjtJtt ^ 

im nichfteft Htib.) 



2047IHJ 
4095iHlf 

16383ffH# 

65535IJI1H 
131071|H4fi^ . 

2^2lUmUH 

52^281 UmH 



40 2* Lame et Clapeyroiif nouv. formides analognei aux s^ni$ deTaylor etc. 

Nouvelles formules analogues aux series de Taylor et 

de Maclaurin. 

( Far SIM. Ldani et Clapeyron , coloMk da g^iiie au servke de Rusele. ) 



JLie thV^oreme de Taylor^ dans tous les cas eu il n'ert pas ea d^at, et 
ou il condiiit u des s^cs convergentes ^ iiidique qii'ime fonctioii contiiiue 
F{x)^ d'itne seule variable x^ est totalement d^tenniiu^e^ quand pour une 
^-aleiir particuliere x^^a^ cette fonctioii et tous ses ooefficiens diffi^reutida 
aout des quaiitit(& connues; car on a: 



l.F(x)==F(a+4.-fl)==F(a)+F'(a)=::p+F''(c)&^H-F>)Ö^4.etfc 

n suit d W que deux foncttons sont egales ^ ou se confondent^ 
lorsqu'elles ont^ ainsi que tous leurs ooeffid^is diffi^rentieb ^ des valeurs 
respectHTcment Egales ^ pour une memo *TaIeur particuliere x=ia de la 
variable« 

Le th^reme de Maclaurin ^tabllt le m^e principe pour le seul 
eas paarticulier ou ii =0; mais il dem<mtre en outre que dans ce cas, les 
€X>nditiona n^cessaires f\ verilier, pour ^tabCr l'identit^ des deux fonctionsy 
se r^ubent de moitie^ quand ces fonctions sonit paires ou impaires^ o'eat 
a dire quand elles ne changent pas de valeurs absolues avec le signe de 
la variable. 

n s'agit de prouver id que cette r^duction a toujoivs Heu pour des 
fouotions paires ou impaires^ quelle que seit a ou la valeur particuliere d$» 
la variable que Ton ccmsid^re. 

Si au moyen de la formule (1.) on dierdie les d^veloppements 
successifii de ^(ar), ^\^\ F^(x)....y suivant les pufasances de x-^a^ et 
quon y fesse ensuite arss — a^ on obtieodra la a^rie des ^lations: 

|f(-^) = F(a) -|2F(«) + ^i^'(«)-^F»+ etc. 



I 



F'^'~a)=. f -^(t?)— |^F^(o)+ etc< 



'Z. L^uiiit' d (ktfkjf^yronf nouv. fmnuies anaiogues aiuc ^cnes dt Taylor dt. • 41 

Si F(x) est une fonctton impaire, oh aurat 

F(— c) = ^/'Xa), >(_a)=~-F'(o)^ i?^-(—o) =5 ^ir.T(a)^ etc.; 
et les ^quations (Q.) deviendront: 

= 2F(a) -4^F(o) + (|f|!F''(a)— etc. 
= 2F'^a)—^F^(a) ^ «tet. 



Cos «'<piatK.iis |>er.mottront de determiner F(ä), F'"(a)y F*^(a), .... 
au moycu de F'(a), F"'{o), . . . . ou i-<5ciprocjuemeiit; l'iölimination de 
F" (ß) f. F*'' (a) , . . • • entre eile? oouduira ^Tidemment A ime dcjuation de 
la forme: 

m = A^F'if.) + Bj^jf'W + Cj^^F-W + etc., 

Aj B, C, . • . , ^tant des coefflclens mimerlqiies ind^penclaiis de a et de 
la ibrme de la rQuctloiii en sorte cjue si Ton pose F(c)c=skia, on aura; 

doli 1*0U deduit: 

A=.{§-\mgz\^^, ß = -(^tang2)^^^, Ca=(|;tangz)^^^,fi...: 

cette uotation iadiquaut^ cjuapres avoir eSectu^ les mtegratiomt par rapport. 
II X, il faudra Talre £r = dans les r&ultats. 
Les «'<|u»<ioiw C3.) 'doniient donc: 

/'(a) ==^S CO»/!^^ ^^^^. Uo l.2.3:...2n+l ^ ^"^^ 

Cette demiere formule donne le ooef ficient «^erentiel A\m ordre pair (2 r\ 
en fouction des eoef ikients difTerentiels des ordres impairs suporietdrs a 2 r^- 
son identiti^ de forme avec la premicre r^sulte^yiäemmeüt de ee qu'en 
siippnmant les r premlores des equations (3.)^ les ^quations restantes sont 
compoB^es en F^^\ä)p F^'^^^ä)^ F^^"^\ä)y . .. ^ comme toutes les equa- 
tions (3.) le sont ea F(a)^ r{a), F'\a\ .... 

R«jcjproquement : I'^Uminatlon de F'/'(jx)y F^(a)^ ••••> ©ntre les 
equations (3.)> conduira i'viüemmont k une ^laäon de la forme; 
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4. 



u#^ fi; 0^ • « ^ • ^^aot md^enclaiit de a et dd jft fianoe ^F^ w Mite qiie %\ 
loa pose F(a)sssna^ oo aora: 

cTou lori d(3€ltiit; 

Les e({uatioiis (3.) domient dono: 



• • • 



^4^L 



\ ^ F r«) » F(a) + B «»«T -4g±J rr-f^ *''*" w» 






l*2««f*«« •<»it 




queteojiqiw (2i-^D «o,4MMtioB d^ ooeiMm dia«w«»t!eib dB» ordsw pars 
i'gam: et 8v}>drietin 4 2r,* wm identil^ do forBM| a7?? I^ «rendure eit udc 
cous^)H?noc nocesxaire d&lt 8710111^ ri« des ^quatioins (3.)* 
Si F(ae) est um tamfßaa pfllte, ou aum: 

et let ^^pnAnu (2.) devluiaeat: 

0^2^ Pia) ^If #*'(.) + ^i^*^«) - «•. 

•, • -• • • • « •• 

fonotion de P*{«t\ ß^(a% «tc, et uM p w i fu ament X'^Umunfioo 4m M- 
m^ des erdre«! i mpe i res snp^eiuai mjpsfoA^^ daft.eopi&iHBB iSrideni- 
ment k vm iqaußai^ de )a fimnei 



«» 



jt^B, Cy . .. . (taaA des coMfirfeas iiUMliif(|mi« Iiiiilpeadml tla^ et de 
devm aTdi^t 









d'OU i'OD 



f • 



-'*t(^*»^').=o' ^=-(^*-«*)x^' <^«+(|jfeugz)^,...,j 

'^(«)r ^^(^)f.*^«* ^tr^ i« ^pnitions (6.) eon« 
i^i^tloii de la fomea 



t. 



7. 



flF"(o) «^(<0+^o^''(«)+«i533^(«)-*-<^i5:^i5:^r-w + ^ 



J^ S^ C^ ... . Stallt tou joiir» dM ^Sffiolens uuxsi&ri^udg^ iiKle|>eiidans dt 
a et ife la naturo de la fcmcüonF, eD iorte cjue si ronposeJ^(o) :srcMa^ 
on 4ovra aeoir: ' ^ 

€e qui doiHit" 

Leu ^quationtf {<!.) doxmJSak ttaA les formules: 









Lest ^HttniiM t4/.^*» ^•» ^ ^ peuvtsaf #fire util» 4ains'piMem 
cit«oftsi^an««i<. transformMt t<»«jöaöon (!.•) en* iMJoir^e« 8«rf^; iaill« 
gaM au;^ seriös (teTa/ior et de MjctauViB« «f ^kii ÜämM^ ^(^ Jh»* 
qiip^ eettb ftmflHon est impoebr^ «n p«iM. ^^felofffe «(KHPMi'tM pdInMow 
de (a— «)» et an waOfm ^»'yi/täm ^ fffOBBisflf ^pdor ;pssa aes ooef. 
fideu AB^eninii ias or4res anpsltsy oa Ai erdnt piits ff w il a m ai iU 

Ces WNnr«lles formnlsgs $ant:;- 



44 2. Ismm* H Claftfran, »aa.Janmidet OMahgmeB «ur tütet Ox Tai Ut hs. 
' ^6 \ et**« /x^» 1.2. 3... .2«+! 



— S cwÄx 



|_JÜ£ül g»' 



lonqne F(x) est imi«air, et: 

II. F(*) = [f(c) +F"(c; ^f=^' + / - :a>^|=^* + «c.j 



X [/ '••"^' Co) -^"- + / -^^ c, JL=^' + etc.] ; 



« 1 ^ I tao2 z I a^' 



lodfigoe F(r) est mie foncfion paire» 

Haas Boos abitiendroiis de discutcr maintenant c^ forr es; ihk 

fidre remarqaer qu'ell«^ demontront : que deuK Tone 
ou se oonfondent^ l^jrsqiie le;irs derir^es de 




pairt OD des ordres impain sont respectiveaiieDt Egales pour une 
mfaie Talenr de la TariaMe; ^le dem: foactions paires soDt^ paKiDemciit 
Vkxs&ifMOBf ou ne di ffer eo t que dune oanstante, lorsque lours därtn^ des 
ordres pairs ou des ordras Inipairs sont respocdrcment Egales pour uae 
meme valenr de la varialile. Daus cet enouc^ les fonctious dies mdoies 
suul pribes pour des deriv^ de f ordre 2^4 



■» 

X • 



#' 



.*, 



* • 
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3. 

« 

Sur le developpement des fQi|pUpD& suivänt des series 
de lignes trigonometriques d'arcs imaginaires, 

(Far MM. Lami et Claptyrtn, «olonels du g^oie «u s«rTic6 d« Ru«^*) ' 



. 4 ^ 

Lj^s e((iiatioiis inti^grales qui dolyent exprimor les lois de T^quilibre lxA6* 
rieur d'un corps solide, homogene et ^lastique, tyint pour forme im prisoM 
reciaugulaire, et soumis äden pressiona ext^rieurei doim^es^ uous pMais« 
sent exjger la connaissaiice du d^eloppement d'ime fonction de x^ (entre 
io25 lixuites o et '^a^ sulvaut wie s^e de la forme: 

1. j4^m\F\ X + ^ftSmrgÄ + «^asmrj x + etc. 
^1} ^^y ^3> ••• • ^'^^^^ ^^^ dlfFerentes racines imaginaires de T^quatioas 

2. «r-f- siCMrcosar = (ou 2or + «m2ar=s0), 
ou bieo les racmes deTeqiiation: 

3* aP — sincrcosör = (ou 2ar— 8m2cr == 0). 
Or la belle m^thode dout M. Fourler nous parait avoir le premier 
fait sentir toute rimportance^ dans soa ^cmvrage sur^ia'lncono anäi/tiqu^ 
Ae la chaleur, conduit natureUeme^-^t h cliercher s'il ne serait pas possible 
de trouver, pour chaque * ct^^sy». du developpement (!•), im factaur q fono« 
tion de Xy tel qu'en midtipUaut par o9x T^quation : 

F{x) ÄS A^ fAnr^x^A^mnr^ x+ .... A^ninrix + • • • • 
et int^grant «es deux mcmbros entre le» limites o et 2a^ tous les termes 
du second membre dsBparaitraient, except^ le terme {Aimirix) que Pon 
consid^e« 

Des reoherchesi qu'3 serait trop long de d<$velopper ipii nous ont 
conduit h la decouverte de ce iacteur« JVous avons trouv^: 

Ol tss ajnr;(.r— 2«), 
On a en efifet^ par Ilutegration par portics: 

J mirix%\\\ri,{pc — 2Q)dx 

(1 ''i * \^ 

— ~cosr/.rsinrt(ar — 2ö) + -imnrixco$ri{x---^2a)) 



+ — / sinrj or sinr;^ (X'^2a) &x^ 






'S» 

ar t» a eir klimment : 

ri8iii2arj| sss r^rin2orfj *^ 

loraqiie rj^' et «^ iRWt deurc ^nunnes de T^iaslicm (2.)^ ou deuK faiutf< ^ l'e« 

«piatioo (3»)? <m a dcmc geu^ralemeot; 

4e ^(rf — rJÖy 8mriÄrftuirA(jp--^20)dx = 0, 
et par MBte: 

difl^^rezk:^. Od a dlaitteue»; 

le sigiur (-^) correispond aux raciiiM de f^quation: 

sln2ar-f 2ar ä 0, 
et le «rfgne ( — ) ir ceQes de Pe^uatkin : 

La decoQvorte du facteur [o^ = sin r^^ (jr — 2 a}] ^mie aiuai. 
«ft^ coodutt aux. deux cl0?ek>jp|^e3aBS 8«a«w»{ 

« 

Lcs sigmas ^taut ^teudtut u toutes les racme» ^ et^tkmi: 

8m3ar4-2or aar 0^ 

äln2a«'»2a« SS 0; 
le* imagiuaires dwpia>^itroiit ^^idemment du r^uUat d^finittt« 

Ce6 formules (0.) peavent etre proay^es directeiijeq^ par d'oatres 



nn^thodes; eUas condiweiit u dfi» f&rißii ooiiTargßatea et qui joiiiiMii^ 
prcqpri^ti^ curieiises«* Bfais le resultat le \*\asA veoiorq^i J>iC qu^eOea n 
aient paru ofirir, oonaiste dans de uuuveflah fiJnttaJiea q« s'ea dedoiMrit 
qid out uoe forme drea lunple: 

Si Tob chauge x en (a — x) ou (4ar-|-jr}^ daiv» <a premkke de« fi 
mides (6.), et qnei Tcm repr^sente F{a^^^ oa J?'(i+jr) fnf(^), an 



,^ 



3. MfMm.9 # CUft/r0m, iAtifpftwmt tkt/imtMt- €f 








^pfia fli Ton ajoute ces deid: dl«Rugf«t» e(|iia(BCu%'et fBe fon <)l»erv6 qat 
oo^rasB|(ooB2ar-f-l)y oa aueii .dhfioüi?einä^ 6atre leslbntes ö «t4 

7. /C«') = V ^ tmraff*f(v) m ry Bv, 

m 

r ayant «^copftsivement pornr valeurs toutea lai raomes unag^uMweii de F^ 



»IT } 



niaroo6ar-)-ar s 0« 



Qn diiiiiiantreraiit de la m^iiie maniere qu^ Ton a^ entre 1« ttmi- 
tes et a: ' 

a ty o 

^ ayabt Miooefdremont poiv.Taleurs les racmes de F^ation: 

i&iafoosa^ — as sss 0« 

«■» 

f^ fionmiies (T^^^t &), fd etat tJ^georeiisement la m&ne forme 
qpe oeDes eomtiieB^, qoi donoent le ^Felq^pemeat des fonctioiiB m ttnus 
et oosinus d'anss nndtiplesi se prouvent directcment par la lu^tboüe fj^ 
deoompoBition des fracfioDi MÜonMJDes^ ou hicn par le oalcol des rifnAm' 
de M# Cauch y« 

Les condusioiis ^fl est permb de firer de ee qui pr^odds^ c^est: 
*I% qtß ia qoestioii g&i^rale da d^indojppeitieiit d'ane fenctk«» eotee dea 
fimiles dom^^ fiii?aiit une sdrie de la forme: 

danB laqiielle F^y P^y F^s ••- •$ r^r&enteui dos CtNactfooa de jt de 
meme nature^ oentenant im param^Uro, qui a Aicoessiremeot peer ' raleii» 
lea. ^iflEerentes raciaef^ ea pombre infini^ d'uoe cert^oEie ^quatiou ttaasoen* 



46 ^- L^mJ et Claptyron^ d^velopyemtni des foncUons, 

daute^ pout Stre resolue^ dans un plus grand nombre de qm qii'on na- 
vait paru le wolre jiisqu*iciy par la mothode quo Ton «uit dans la tbeo« 
rie de la clioieur^ c'est*u-dlre par Tcmploi d'un certain facteiir odx. 
tel qu*cu intograut Ic de veloppement ^ muUipIkS par ce Cnctcur^ outre les 
liipltcs proposeos^ toiis los termes de oe doyeloppement disparaisscnt ex- 
cepte IUI ; 2""» que cettc metliode n'est pas seuioment restreinte axiK cas 
ou l'ikiuaiion traascendaate n'a que des racinos rof^Ues, et ou le factour o 
est piH?is^m6fit egal a celle des foiictions (Fi) dout ou veiit üctcrininoi 
ie eoeirioient: 3^ qu'elle peut ßtre etenduc u des cas ou lequatlon Iraiii^* 
üwdante ua qiie des raciues' üuaginairßs ^ et qualors le lacuHu o fout 
etre uno föiiciioii (T'ir) diflerente de (^^1)9 mais couteuaut le luOmo paru- 
m^tre (r^) <jiio Ic tonne (pie Ton se propose disoler. 
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m * 

Tliearie der Gykloide als Tauloclirotia. 

Tersucli einer mecfaauiscnen DiSCUBsion nach der antiken 

geometrischen Methode« 

(Vom Herrn Prof. Dr. Lehmann zu GreifsTvnlde.) 



$• 1. iLrklsiruiigen. Wenn man aus einem angenommenen Pimct der 
J* itn oines irgend wie bewegten Körpers eio beliebiges &tjkck dos Wege* 
absdmeidet^ und voraussetzt^ es werde ia der Zeit, in welcher es bei 
der ungleichförmigen Bewegimg wirklich beschrieben wird, gleichförmig 
dorchlaufea ^ und man löfst nun das abge^clmitleue Stück immer kidner 
werden^ sa heifst die Geschwindigkeit derjenigen gleichförmigen Bewegiing;^ 
welcher sich die vorausgesetzte so sel.»r nähert^ dafe der Ijnterschied klei* 
ner werden kann als die Geschwindigkeit jeder geg^enen gleichförmigen 
Bew^mg^ ohne sie jedoch zu cirreichen, die Geschwindigkeit der 
uligleicbförmigen Bewegung in dem angenommettep Fiincte» 
Wird die vorausgesetzte gleichfürxtiige Bewegung bei Verkl^**^^'^^ß ue^ab* 
teschmttenen Stücks des W^ßes laqgsamer als jede gegeb.^"^ g^eichför- 
n^Bwrciguvg, «o sagt man, i> Mem angenommenen^"^^* ^^^ 
Bahn der ungl^ichförmigeu Bevro^^^^^ nixaie We Ge^chwin» 
digkeit statt» Depkt hkui sich zu emei^mgleicbf örmigen Bew^guiig eine 
aoderi^ welche ,Tor- und radkwSrfar gehet^ je nachdem in der errteren Be« 
wagung die Gesohwindigkdt zu*- oder abnimmt, und wotia die von An« 
iaog an zurückgelegten Wege in demselben Yerhaltnib wmfclisep oder ab^ 
nelnnfln wie dia Geschwindigkeit in der ersteren Bewegung, so kann rnan 
«eh l^i^t einen Begriff machen von der Geschwindigk.eitj[ wQDäit 
die GoBchwiiidigkeit bei einer ungleicb form ig e|i Bewegung 
zu« oder abnimmt. Dia Geschwindi^kdt« wcmiit die Geschwindi^ult 
bei eiper ungleidiformi^en Bewegung zu» oder . abnimmt^ .heilst die be^ 
Bchleunigend^. oder verzögernde Kraftp 

San KSrnec oder eine Flücha oder QÜieüoie hat eine Uofs pro« 
gresBJive Bewegmg^ wenn alle JPiincte d^KorpKpar» (der Flüche, der Lim 
nie) so fortgeben, daCs die gjan^Mi Yerlnnduiilgslinien emes jeden Punßte|i| 
mit dem Ort, den derselbe Punot spat^hin einnimmt, für jede zwei Augen^ 
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blicke dar Bew^img säimiididi ^nander paralld and gleich sind, 
PoDCte mugen sidi non insm^ischen in dieser geraden Linie selbst oder in 
irgend einer xwisdien denselben En^oncten aithaU^Mn Corve bewegt ha* 
ben« Wenn ein Punct sich in emer beliebigen geraden oder kranunen 
Linie bewegt, imd diese Linfe hat zu gleidier Zeit eine andere blols pro- 
gressire Bewegnng im Bamne, so heilst die Bahn, wddie der Punct nun 
wiikiich imRaume besdireibt, die aus beiden Bewegungen zusam- 
mengesetzte Bewegung, undesist ausEucL 1, 33. klar, dals es änerlei 
ist, weldie %an beid^i Bewegungen man als die progressive der ganzen 
Linie, und wdcfae man als die Bahn des Pimd^ in der progressiv fortrük« 
kenden Linie ansäen ^tüL Sind einem Puncte drei Bewegungea vorgeschrie- 
ben, und man setzt zmei derselben auf die angezeigte Art zusammen, und die 
daraus entq>rii^aide wieder mit der dritten, so hat man die ans allen 
dreien zusammengesetzte Bewegung, und es ist aus der .Theorie des 
Parallelepipedtuns klar, dals man die drei Bewegungen in bdiefaiger Ordnung 
zusammensetisen kann. Und hieraus bew^et man wieder, auf ähnliche Art 
wie bei der Multiplication den Satz vcm der beUebigen Ordnung der Factoren, 
dals man auch vier und mehr Bewegung^], in welcher Ordnung man will, 
zusammensetzen kann, ohne die zuletzt ^itspring^ide Bew^ung zu and^n. 

Terbindet man dnen angenommenen Punct äner Cunre von ein-* 
lacher oder doppelter Krümmung mit einem andern Punct derselben 
Curve durdi eine Sdme, und bew^ diese um d^i zuerst ai^enonune- 
nenPnnc^ so dafii sie nach uu^t nach alle zwisch^iliegende Puncte sdmei» 
det, so heilst diejenige gerade Linie, welcher sich die bewegte zuletzt so 
oehr ni&erf^ dals die Abweichung kleiner werden kann als jeder g^ebene 
Winkid, ohne sie jedoch zu ^reichen, die Tangente des angenommen» 
nen Punets der Curve, und der Punct, Aea sie mit der Curve gemem hat, 
der Beriihrungspunct. Hieraus ist zugleich klar, dals bei einer Cbrve 
von einfacher Krümmung zwischen die Tangente und die Curve keine 
gera& Linie aus dem Beruhrungspunct gezogen werden kann, und dafs 
jede gerade linie, zwischen welche und £e Curve keine andere gerade Linie 
ans dem gemeinsamen Punct gezogen werdet kann, dne Tangente ist. 

$• 2« Lelirsatz» Wenn mehrere geradlinige oder krummimige 
Bew^ungen in Eine zusammengesetzt werden, und man zieht nun an 
oorre^ondirende Puncte der einzefaien Partialbew^ingen Tangent^i, und 
setsEt g^dcfaförmige Bewegungen, welche respective die Richtungen die« 
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»er Taugeuten und die den entsprechenden Puncten angehörigen Geschwin« 
digkeiten haben, iii Eine zusammen, so whSIt man d^ Riohümg un4 6e« 
schwindigkeit der aus allen krummlinigen Bewegungen zusanunengesetztän 
Bewegung in dem correspondirenden Functe« 

Beweis. Es sei ALHB (Taf. L Fig. 1.) em Sliiok der Bahn einer 
der Pardalbewegungen, und diese sei 

1) von einfacher 'Krummimg« Wir wollen beweisen, da£s wann 
wir aus J eine Sehne AH ziehen, und den Punct H nahe g^ug Lei A 
annehmen, das Verhaltnils AH : Bogen 4LH dcjm Verhultnils der Gleich« 
heit naher kommen kann als jedes gegebene Verhaltnils einer kleineren 
GriSlke zu einer größeren, m : n. Man faalbire eine beliebige gerade Lini<; 
DE hiFj und errichte ein Perpendikel -FTff so, dais m:n — mss;: DP^FG 
und ziehe DG und GE. Dann ist verbunden (EucL 5, 18^ m:iisa 
DFiDF+FG^ (Eucl.5, 15.) DE:DE + 2FG, also DEiDG ±.GE 
^min. Nun kann der Winkel, welchen die Timgente AC geg^^e 
aus A gezogene Sehne, wie auch der Winkel» welchen ^t? gegen -% 
benachbarte Tangente macht, kleiner werden als jeder gegd>eiie Winkelf 
folgliclrkann um so mehr der Unterschied beider Winkel, d.i. derWinkel^ 
welchen die Seime gegen die Tangente ihres andern Endpuncts madit^ klei« 
iier werden als jedw gegebene Winkel. Man ziehe also eine Sehne AH so, 
daOs, wenn man noch die Tang. HI bis an AC zieht, Z, lAH^GDE^ 
und zugleich IHA<iGED sei. Mau errichte über AH^ auf derselben 
Seite wo das C^AIH liegt, ein C^AHK^ worin AH AK « GDE = GED = 
AHK. Dann ist (EucL6,4.) DEiDG=lAHiAK 

DE.GEz^AH.HK 

DE:DG+GE = AH.AK+HK (Euch 5, 24.), 
QhoJH:AK+Ii£>miny also (Eucl. 1,21.) um so mehr ^HiJI 'rlH 
y>min^ also (Archim. de Sphaer. et €y/. Annahme 2.) ^H: Bogen 
ALH^min. Das YerhältniOs AHiALH kommt also dem Yerhältniß 
der Gleichheit naher als das YerhältnÜs m\n. 

2) Die Curve AB sei' von doppelter Krümmung (Fig. 2.), und wir 
wollen gleichfalls beweisen, daCs das Yerhalti^ der Sehne ^£ zum Bo« 
gen ABy wenn man B nahe genug l>ei A annimmt, dem Yerhifltnils der 
Gleichheit vSShesc konomen kann als jedes gegebene YerhältoÜA einer klei« 
neren GröCse zu eiuer gröberen. Mau ziehe die Tangente AC. Man drehe 
die Ebene CAB um die Linie AC^ bo dafs sie nach und nach alle von B 
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C^P geben, w«kli^ ^ skl» dreh«to^Sb€ne Eidetel lAsh so> «ek* iiälkeif, 
d4£i dKöAb^treidKai^ IJcSiier wM tib jed«» |eg^)en#FiiiiA!eiiwiiikel, ohne s|^ 
jedoch zu errcic'icn. Auf dkito Et«tt^ €J^ ^#itj^ ^älitn 4tte 'K^rämi- 

durch gefällte Perpendil« el ; Bogen Al> *A 9S» ¥tofO(/(von, Der geoi&etri>- 
adMT QS^def^iif die Knmmiting8*-Eb«Mr gtfl^fen Perpoudikela B2> ist 
«ine <^^BBdBri>iwlfehe Fliicbe :^£1>^ w^hehe fti^ in «is» Eboie aiidvc»t6fi 
4Sfit; tfsIk^'Bog^ ^Z^ fii f€iie «bim «o grefiwf gerode Liai» iBF, 3og» 
,AB 9tim bi ac rbeii so grofsA krumntis linle 3I& fibergefat, 4p 4^ 
iranttc aaan 'V- gerade Ifliie C3>ii''Behty diese ttnf BP. •^n^nikdredit süral 
und ^8D ist. Seht meu noch die Sehne EG, «o kaioi da» YerhSItnÜs 
derselben zeaanJiogBti GIE (zufolge dessen, was nptclr Mo; 1^ bewiesen) 
dem y«clta'l^{& ^Üe* ^ladiheit näb^r kommen al«^ j))des gegebene Yec^ 
hjatnib* ;£ebt^män femer die Sehne D^^ so kamt dais ^üAUtsäsißDiDA, 
fägliqfa am pb «tehr das Yeehfilhiif» BD : Bogen DJ^ 4 !• GFx FE, Idemet 
werden dsfedeatüegebene T^iältmfii. I>aher kann dar Z. FEG klmar wer- 
den als je4^ gegebene Wmkei$ daher kann auch dal TerhSItnifs GBtEF 
und fbl^vod» dag Yerhtäfaiift i^lBtEF, d» i. B^^ SA: Bogen D^, 
den» Yeriiltuils tder Gleichheit näher* liommen ab jede« g^bene YesrfaÜlt- 
nils.. Ab«ii^ai^ 4as Yerhültai(| des Böget» Dutf mir Sehne D^ kann, 
nach dem was.imter 7Ö, i. bewiesen, dem YerhlOtnift der CUeklaheit att- 
her kommeii ab Jedes egebene TorkahniCsy tmd dasseB>e gilt vom Yer* 
haltnifs der Sehne 1>^ zu geime^p^^ <^«il dor^jac^fijtleiner werden kann 
ab jeder gegebene Winkel. (Folglich kann auch «bs aus den drei letsterea 
zi|8«mm(!ngesetzte VeriiältiBj,, ^i Bogen B-4 » Sehnß \B^, dem Yerhült- 
nib der Glekihbeit näher omnien ab jiiäe» gegebene Yerluataib ei^ 
gröberOL Grobe zu euii^.|5«i,ieren. 

Nadidtai d^ H ,^esen, dcuivcn wir UB« afie kt Rede stdienden 
krummliiiigm Partialbe,rog)nigen, nebst di» ans ihnen zusMBomeii^eseiztte, 
tnid iiehitten ib ihnen <,-,> einen beliebten An^nbKck correqiöadirende 
Vunf^ an* Y^ ^esvA-Puncten ziehen wi^ natb deny/einem andern Au- 
gOal^ck angehörigen coi.^ggf^^ende» Jbmiim BiSsmiß, vnd seteeii vor- 
an«» die Bewegungen g<»<|faran^ gl et<Mkiörjibig^^«al> diesen Sehnen, in 
dfOrselben Zeit, in ir-^h'" ^ j^tf jon f ^iJroln^niKc^cmViH Bogen wirkttoh 
gosehehen. Pann ist, zufo% ^g,, BegFÜb der im mehreMn 
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gen Bnpreguiigen Zusammengesetzten fce\regimg, aucjh clie gleiciföirmig* 
B«w«gifl^ md dep Sehne dei* zmaamraengesetzten Bewegung na»h Ricli- 
fang fLpA OesöhWuidigkeit mm den gleidtföRlnigeii Bewegungen auf den 
Sfdraed der^ BaMmlbewegun^en ailisam^ ßS^i man nun m Ge« 

danken deit zweiten Augeniblidc itnmer iiither isx den ersten^ so bleibt 
üoA stets das8eH>e eben ausgesprochene Gesetz« Da aber das TeiiiSIt« 
müd jf^er Sdme 2um enfeprechenden Bogen dem YerhäUnils der Gleiche 
beitüöher kommen kann als jedes gegebene Yerbiiltnils^ so kaun auch 
das TaHbiStnäji jeder ans der gleichförmigen Sebnenbewegiiug geschlossen 
lieu Geschwindigkeit zu der aus der gleichförmigen Bogenbcwegimg ge- 
schlossenen Geschwindigkeit d6m Verhiiltnifs der Gleicblieit nhlier koni- 
men als jedes gegebene Verhältnife. Die letztere Geschwindigfieit nähert 
siöh aber nach $• 1. der wahrax Geschwindigkeit in dmn dem ersten an^ 
genonmienen AugenUick entsprechenden Puncto so ^ dais der Untersdiied 
kiemer werden kann ak jede gegebene Geschwindigkeit, so wie sich an- 
drerseits die Richtung der Sehne der Richtung der Tangente so nähert, 
dafe £e Abweichung kleiner werden kann als jed^ gegebene Winkel« Aus 
aBem diesem folgt, was bewiesen werden sollte» 

|. 3. Lehrsatz« Wenn man aus irgend einem Punct der Bahn 
daes aüdP beliebige Weise im Raum bewegten Punctes eine gerade Lifiie 
nadi cmem im Räume feststehenden Puncto zieht, welche wir Radius 
Tector nennen wollen, und man zerflält die wahre Geschwindigkeit des 
bewegten Panctes in *zwei auf einander winkelrechte, davon die eine nacfi 
dem Radius wctor gerichtet ist, so ist letztere gleich der Gesdiwindigkdt, 
mit welcher der Radius vector zu- odör abnimmt« 

Beweis. Es sei JBC (Fig. 3.) ein Bogen der beschilebOTen Ciure, 
und A der feststehende Pimet im Raum; man ziehe die Radii vectore«« 
AB und AC und die Sehne BC. Man besdireibe aus A dorch C emen 
Kreisbogen CD bis an ^B oder deren Verlängerung, und falle das Per-^ 
pcaidikel CE auf AD. Setzt man nun veram, die Bew^ung geschähe auf 
der Sehne ÄC in derselben Zeit ^ &i welcher sie auf dem Bogen BC wirk- 
lich geschieht^ und nennt man Ae^mige unv^underliche Zeit, in welcher 
ein Weg gl^chförmig zurückgelegt wird, den man alsBfeafs der Geschwin- 
digkdt ansieht, f, vaA masfat man rrf ä Sehne "BC:ir=:ßW:y, so ist 
. die GrOfec, welcher sfeh sr oaheri^ indem man den Puhct C a-r dem ßn- 
gen CB hnmer näher bei B aanimmt^ die wi&re Geschwindigkeit der kruBun« 
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iiuigen Bewegung im Punct By die Grö&e aber^ welcher sicli y lUiheri^ Hiß 
Gesdiwindigk^t^ womit der Radius vector zu-? oder abnimmt. Da nun der 
Z, BAC kleiner werden kann als jeder gegeben» Winkel, so kann das Yer- 
hältniüi DEi EC kleiner werden als jedes gegebene YerhältniDi. Das Verhalt« 
niis EC: EB eher nähert sich dem Yerhaltails des aus A auf die Tangente des 
Punctes B gefüllten Perpendikels zu dem vom Perpendikel abgesdmitte-^ 
uen Stück der Tangente, Folglidi kann auch das YerhaltniÄ DEi EB 
dekier werden als jedes gegebene Yerhältnils ; oder, was desselbe sagt: das 
7erhältnils BExBD kann dem Yerhaitniis der Glelchhdt näher kommen 
als jedes gegebene Yerhältnils (es miiiste denn sein, dals die Tangente auf 
4B winkelrecht stehet). Macht man also r:Cs=zBE:Zy so nähert sich z,. 
jO gut wie »vorher y, der Geschwindigkeit, womit der Radius vector Zu- 
nder abnimmt (für den Fall aber, wo die Tangente winkelrecht auf AB 
uteH} ist letztere Gesch'windigkeit 0, und auch die nach dem Radius vec-^ 
tüV zerfällte wahre Geschwindigkeit der krummlinigen Bewegung im Puncte 
B = 0; daher brauch^i wir diesen Fall nicht weiter zu beriicksidbtigen). 
Aus den Proportionen t: / = Seime BC:^: und rit^zBEiz^ folgt simplici« 
terex.aequo: Sehne BC:x==B£:r; verwechselt (Eucl. 5, 16.): Sehne 
BC:BE^:sx;z^ Folglich stehet die wahre Geschwindigkeit der krumm- 
Unigeii Bewegung im Punct B zu der Geschwindigkeit, womit .der Radius 
v6<^or zu- oder abninunt, in demjenigen Yerhältniüs, dem sich das Yerhält- 
nils der Sehne BC zu BE nähert, d. h« im Yerhältnils des Radius «vector 
zu dem Tom Perpendikel abgeschnittenen Stück der Tangente, d« h. im 
Yerhältnils der wahren Geschwindigkeit der krummlinigen Bewegung im 
Punct B zu der nach dem Radius vector zarfällten Geschwindigkeit« 

§. 4. Lehrsatz« Wenn mehrere geradlinige, gleichförmige oder 
imc'leichförmige Bewegungen (die w ir mit A^ B, C, D bezeichnen wollen) 
eben dieselbe zusammmgesetzte geradlinige oder krummlinige Bewegimg 
E geben als mehrere andere geradlinige Bewegungen -P, G, i/, und man 
setzt nun mehrere geradlinige gleichförmige Bewegungen i, JT, LyM, 
iV, O, P, welche respective die Richtungen der Bewegung^ A^ 1?, C, D, 
F, G, H haben , und sich wie die beschleunigenden oder verzog^iiden 
Kräfte in correspondfrenden Augenblicken der Bewegungen A^ B, C, Dy 
F, G, //verhalten (wobei aber für verzögernde Kräfte die Richtun- 
gen der Bewegungen Ay B, C, Dy F, G, H in die entgegengesetzten, 
zu verwandeln sind), in Eine zusammen, 7, K. L, M ux Q, und iV, 0, P 
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in R^ so habc;i die Bew^uDgen Q und R eiiierlei Richtung und Ge- 
schwindigkeit. 

Beweis« Die Bew^ng E hsd>e in dem correspondurenden Au« 
gex^licke die RidMwig AB (Fig. 4.) und die Geschwindigkeit a, Dami 
ht nach §» 2« die Geschwindigkeit derjenigen Bewegung^ die man aus 
den Richtungen und Geschwindigkeiten der correspondirenden Puncte der 
Bewegungen A^ Bj C^ D zusammensetzen kann^ gleichfalls Oy und ihrc^ 
Richtung AB^ aber auch die Geschwindigkeit derjenigen Bewegung, di^ 
man aus den Riclitungen und Geschwindigkeiten der correspondirenden 
Puncte der Bewegungen Fy Gy H zusammensetzen kann, gleichfalls c, 
und ihre Richtung AB. Hieraus folgt, da£» wenn man sich statt der Be- 
wegungen Jy By C, D, Fy Gy H obon so viele andere geradlimge Bewe- 
gungen Sy Ty Uy Vy Jf^y Xy T d^ikt, woriu die Rüume in demselben Ver- 
hältoils wachsen oder abnehmen wie die Geschwuidigkeiten in den Bewe- 
gungen Ay By Cy Dy Fy ßy Hy il^ alsdauu die Bewegungen *?, Ty üy P 
eben dieselbe geradlinige oder krummlinige Bewegimg Z geben als d^e 
Bewegungen fß^y Xy Y. Man kann daher wie zu Anfang schliefsen, unl 
findet dadurch, da£s die Bew.egung, welche man aus den zu correspondi- 
renden Augenblicken gehörigen Richtungen und Geschwindigkdten der Be*' 
wegungen Sy Tj ZT, V zusanmiensetzeu kann, nach Richtung und Ge 
sdiwindigkeit einerlei ist mit der Bewegung, welche man aussen zu den- 
selben Augenblicken gehörigen Richtungen und Gesdiwindigkeitcfla der Be- 
wegungen HF'y Xy T zusammensetzen kaim«, Statt dessen kchmen wiv 
(zufolge des in §• 1. gegd>enCTfc Begriffs der beschleunigenden oder rerzo- 
gemden Kraft) sagen: Die Kraft, welche man aus den zu eorrespondiren« 
den Augenblicken gehörigen beschleunigenden oder rerzögemden Kräfiei^ 
der Bewegungen Ay By C, D zusamiu^isetzen kann, ist nach Starke un<( 
Richtimg einerlei mit der Kraft, welche man aus den zu denselben Au* 
genblicken gehörigen beschleunigenden oder yerzögemden Kräften der 
Bewegungen Fy Gy H zusammensetzen kann« 

§• 5« Erklärung« Die auf die beschriebene Art aus ^en Kraf-- 
ten der einzdn^i geradlinigst Partialbewegungen zusammengesetzte Kraft 
heilst die der krummlinigen Bewegung zugehörige Kraft ocler 
die Currenkraft« 

§•6. Lehrsatz. Für jeden Punct ehier krummlinigen Bewegung 
giebi^ eine, aber auch nur eine Currenkraft* 
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^riok^lrpcirte Ijnirtiy ani ^ dftdiircb cnlsfrii^Dde PaHialhcwf^mi^ auf zu'«4 
S«^r^'^ Limeo. die sich ia tikenriben Ebene vickeirccüt sdmeidGii« so \mt 
BMI lue fötale knimniBnige fie^tiogm^ in dre& aoif eaasmimt ifi iakdradite 
^- rä.rBi^e jcerfalfe. Fw j-io dM ojrrtspondireQilATi Puaece dieser j^ua3 « 
liii^>€]i Beiv^^n^ca gi^^ os drr« heicUeuiu^eikle oder vi^rzGgemde IKr^ft^^ 
Tieldte j u samm engfacfat die dem etfrespcMMfireiid^ai Punct ^kr Cflrre 
hoR«^ Carrcnkraft g^'^K^n: and diese Ciffrenkraft bleibt nscli f. 4. 
di»eb^ "wetm. man die kninimKnige Bewegmig in befiefaige aidere ^^ 
tätigt Befte gu Bgen Ton beliebiger .inald xerfiDt. 

f. 7. Lebrsatx, lifenn man melirere g^radficiee od» knnnra%B^P 
Beiievangev in Eine zunmmeii^etzt, ao ist die Ciirrei^Faft fnr jeden 
PoDCt der yii«immeiigcse!zteh Bewe««^ nach Sturke ra:d Riditus^ tiner« 
fei nst dc tj eog en Kiv-i^ öie Jwsm a^i? den dea eorres^«Qudiraiden PiaMlfn 
der Fttialbe ii e g iny n xo^ehongen Cnrrenkrafien ^^wamm^ i ^ f iiif kann. 

Beweis» Die Parlkllx-^veg-jag^a: mCgea Pait -/, B^ €^ D^ die ai- 
ffifti7 m i i^<fif<jie ünit £ be«iclmet Mcrdeg« 9Ian zerTSIe jede Farlialbe- 
wegiing in drei geratSinige aof einander winkcireciney und xwirnacil RiclK- 
fimgen, A tut die Partidbewe^nngen Seaelben sind. Aof dne JUt 
werde die Bewegaog^ in drei gendSn^e, F, Gp Hj ätt Bevegvi^ B m 
J^ Z, L^ dagegeo C in Jf , JT, O, und /> ik P, ^>, JT infaflt. Abdann 
ist nndh §>• 1« die manmeiivesetjBK^ ans dm Bewe^nagcn Fy fS^ B^ J^ K^ 
L,M,A',0, P, Q, n eäeria nüt £. Fol|^idi ist die 





««rai^endeB KtSfas der B e we g un gen F, G, -H, 1, X, Is-M, 1^ O, F, 
Q, ig cM ctfe i Mit der Oönedkgy^ welche ifeaco umwifcg B 
der lkmiMg ig ghSrt, Ke HMiMumtiifetuUmi wdeaKygfte» 
psu^m F, G, H wA aber cuetlei nt der CarredknA der B tw i giM^ A, 
die zosamtoengi^Betzte cus den KrSfleu der Bciicgac^ii^ t^ £, Mt eiMriei 
■it der G»y w* i«n der Bcwegig B, • • • • , M, Jf, O • • 

. - -,- - - . • c; F, 0,Mf m ^*^ 

. ..... ..£>. Fo^Bdi ist «Hch «e 

^eaieaie •■• des CbnuJj gien der BewcgiBgm ji, B, C, D 
der Cwn^t^ der Bml^w^ K. 

f. 8L ErLIirvn«. Bn» B eueja,«« ! in efiaer kramnenLUe 
Alf fimT fBcfae, wo «>ir«>r deä iu&evm KrSR«» diwari ikk& 
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dar. X«4igeate (Berobra^-^Ilbtei^^winkäbmd^ Kraft Ton unbestiflunter 
UtiUke irUa^ sodab der ^wegte Punct gcznvungen ^lird, joiif Aut vorge- 
sdjDlnetea/ CpwTQ oder WSkUie su IiIcAbeiij heifet ene ßewegtmg auf 
vo|!gA»Qliriebeiieiii Wege^ und die vwgezdchnete Curve oder Flache 
^Bedingung der Bev^egung^ Ibt kdme aoldie Bedingioig Toriianden^ 
80 sagt jnai^ dev Punct bewegt sidb frei« 

$• 9# Lehrsatz* Wem) auf zwd bewegte Puncte^ die) sich firei oder 
auf Torgesdiriebenen FUifehen odar Curven bewegen^ Kräfte wirken», die 
aadi feststdienden Punoten im Räume gerichtet sind» und deren Stärke von 
der Entfernung vom feststehenden Punct al^iungt (worunter aber auch 
scrilche Kräfte sein können^ die nach parallelen Richtungen wirken)» imd 
die Anfongs« und Endpuncte beider Bahnen ftdlen zusammeii» so ist die 
Diffierens der * Quadrate dw Anftmgsgesdiwindigkdten gleich der Differenz 
der Quatlrate det Endgesdbwindigkdten« 

Beweis« Man setze hei demjen^M von beiden Puncteo» der etwa 
frei öder nur gezwungen ist «idi auf einer vorgezdchneten Fläche zu be- 
wegen» voraus^ nicht nur die flädie» sondern auch die Curve» in welcher 
er sich wirklich bewegt» sei vorgesdirieben» wdches im Erfolge mehts Ua» 
dort Nun trägt der Widerstmid der Curve nichts zur Änderung der Go» 
sdiwhidigkeit bei (es miilste d^on sein» dais die Curve irgendwo eine sdiarfe 
Ecke hätte» für welchen Fall aber überhaupt der zu bewdsende Lehrsatz 
mdit^). Die beschleunigende oder verzögernde Kraft auf der Curve 
ist also nur das Resultat der nach der Tang^ita zerfäDten ädseren Kräfte. 
Ibcii ff« 9« verii&lt sich jede dSeser. äufseren Kräfie^ zu der ihr zugdiörigen 
«nadi deir Tangente zerfallten Kraft wie dfe wahre Gresdiwindigkeit in dem 
betreffimdon Punct dßt Bahn zu der Ges<Awindigkeit» womit die Edotfier» 
nm^ dieses Puncts von dem zugehörigen im. Räume feststehenden Piincte 
zi|«^oder abnimmt; d. h» die äii&era Kraft zu dm Geschwindigkeit» wo- 
nät sie sidi bestrebt die Geschwindigkmt des bewegten Puncts zu* oder 
abaehipcsi IC lass^s;» wie die Gesdiwind^kdt des bewegten Puncts zu der 
Gesdiwlodigkeit» womit die Entfemimg dieses Pimcts vom iesfstdienden 
Ptanot zu« odar abmmmt« Folglich ist (EuoLd» 1^) das RechtedL aus 
der SufiMNU Ksaft und der Geschwindi^^» .womit üb Entfernung des 
bewegten Puncfs v<mi ieststdienden Punct zii'« oder abnimmt gleich dem 
*Reciiteck aus der Gescbwin^kdt des bewegten Punets und aus der 6e« 

* CMt^ loOTul 4 M. VI. Bd. i. Hit 8 
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schivuifigkeit, womit diese Geschwiiiaigkeit ioFdge der befnlfente Sa« 
berenKnft za« oder dmimmL Ad&t oder fditaraliirt maiiCäeidiei vi<f 
Gietcfaes, so ergabt eich: Die Semme der enuBehieD Redbtocl»^ denn 
jedes aus einer SuDseren Kraft 4iiid ans der Gesdkwmd^bBik» ynuA dfe 
Entfenumg des bewegten Funds Tom feststellenden Ponet «a« oder ab« 
nmaaty gebildet ist (wobei aber^ wenn der bewegte ftmct 8i<# dem einen 
reststehenden Funct nähert, und yon dem andern ach entferpti statt der 
\ddition dne Skibtraction rorzundmien irt, weiches audi fuc den Fdl 
gilt, wo die eine «u&ere>Kraft eine ana^ieude und die andere eine ab» 
^tofeende ist), ist sowohl fiir den einei bew^ten Punct ab für den Imdem 
gleich dem Rechtedc aMS^ der Geschwindigjkeit des bewegfem Pimcts düd aus 
r!er Geschwindig^Leit^ wconit dics^GesdiwindiglUst wirldich zu« oder abiumm^ 
d.h. (wie man leicht «aus der B^raditung der Pig« 5* edtemM) #fl^ ^* 
halben Gesdiwhidigkeit^ womit das Quadrat der Gesihwaid^Eett des be* 
wegten Puncts zu- oder abnimmt. (Die ToDstandige AusfShrung desBewenes 
kaim hier auf ähnliche Art wie m $• 3« gi^d>en werden«) Mian ocmstruire 
nun zweimal soviel Gurren, als auCstte Kräfte vorhanden nnd, für jede 
mdsere Kraft zw^ eine for den eiaen, die andere für d^i anudtem bew^ten 
Punct; man construire sie aber so, dals £e ymi emem unverandetlidien 
Anfimgs^unct an geredmeten Abscissen dner geraden Grundlinie die Ent- 
fernungen von dem im Räume feststehenden Punot^ die aus den Enc^uiio» 
ten der AbscSnen winkelrecht errichteten OrjEnaten aber, £e jenen Ent- 
femungen zi]geh5r^;en anzielenden (oder abstolsenden) Kräfte ausdroc&en 
(man ridite aber die Ordinalen nadi en^egenges^zten Sätai der Abscis« 
senlmie auf, wenn die SuEswen Kräfte AeOs anzidiende, dieib abstofsendo 
KrSfie sind, und lasse für parallele Kräfte den Anfangq^ct der Ab^ 
sGusenlinie unbestimmt); da* geom^rische Ort des Endpuucts der erridn 
teten Ordinate ist alsdann die jedesmal^ zu eoustniirende Curre^ Ter- 
gleidit man alsdann zwei zu einer und derselben aufiieren Kn^ gdiSr^c 
Gurven^ und begrenzt mau jede dersdben so, dals £e Anfengs-Absdase 
^di der Entfmumg des gemonsohaftlidien Anfangipuncts bdder Bahnen 
Tom feststehenden Punc^ und die'End • Abscisse ^^ädk derElntfemung des 
gemeinschaftlichen Endpuncts beider Bahnen von demselben feststdiendm! 
Puncte fat^ so erhell^ dals die zwischen bdden HSl&ounren und ihrenAb» 
scinenEnien eingesdiloesenen ElScfaenrSume einander ccmgruent sind (tpjcII 
& 8t8rke der üuisaen Kraft nadi der Yoraussetzui^ nur ?aa der fia^ 
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ceraimg yom feststdiendeii Puncte abhängig, also für Mde bewegte Pimote 
bei gleicher Entfernung ^eidh bt). Folglich &t audi cEe Summe dieser 
Fläöhenr&ume (wenn wir alle fiufiieren Kräfte m Betracht siAen, dabei 
aber die auf entgegengesetzt^! Seiten dar AbscSaiBenlinie liegenden Flächen« 
räuihe^ statt zu addireii| von einander subtrahiren) bei dem einen beweg- 
ten Funct so grob als bei dem andern. Denkt man sich nun die Ordi- 
nate in Jeder Hiiliscurve paraDel mit sidi selbst upd so bewegt^ dals sie 
die AbsGDBsenlinie nädi demselben Gesetz durchläuft^ wie die Entfismung 
des bewegten Punots vom feststehenden Puuct sich ändert, so lälst sich 
an (Big« 6«) auf ähnliche Art wie in {• 3« der Beweis fuhren, dafii das 
Reofateok ans der finlseren Krc^ und aus der Geschwindi^dt, womit £e 
Eri t fe mu pg des bew^en Puncts Tom feststehenden sidi ändert, glidbh ist 
der Gesdiwind^kelt, womit der von der OrcKnate durchlaufene Flächen« 
rann mdt t b ämU ffieraus, vergüdien mit dem bereits Bewiesen^, fo%^ 
dab Se Gesdbwindigkdt, womit die Summe der von der Ordinate in 
sBmmdidien ffiOfsCurren durddaufenen FlSchenräiime sidi ändert, sowohl 
f8r den einen als für den andern bewegtita Ihmct gleich ist der.Geschwin- 
digheit, womit das halbe Quadrat der GetdErwindi^kdt des bewegten Puucts 
sich ändert Und hieraus folgt wieder, dais die Summe 4&t ganzen, von 
der Ordinate durdilaufenen, auf die oben angezeigte Art begreu^en Flä- 
oheiurSnme sowidd fSr den einen als für den juidern bewegten Pcu^ct gleich 
ist der Grßise^ um welche das halbe Quadrat der Geschwiiidigkdt des be«^ 
wegtsn Funots von Anfeng bis zu^ Ende der Bahn sich ändert, ; Da nun 
bewiesen worden, dafr die Summe der Flächenräume iSr beide bewegte 
Pkmete ^teSoh ist, so nfanmt auch das QuaArat ,d€»^^^7eschwin£gkeit von , 
Anirang I»s zu Ende der Bahn fär beide bewegte f^cte um gleichviel ^ 
zu oder ab« 

$• 10. Zusatz« Laufen daher beide bewojgte Pimcte mit gleicher 
Gesdranbdigkeit aus, so langen sie auch im £ndpunct mit gleicher Ge« 
schwindi^eit an« 

$• 11« Zusatz« Wenn ^ Kikper auf emer vorgeschriebeueA 
Bahn, durch diia SdiVFere getrieben, herab« oder hinaufrollt) so erlangt 
er zuletzt dieselbe Geschwindigkeit, als wenn er auf einer zwischen dem« 
sdben Anfangs- und Endpunct ientiialteneD geraden Linie, mit dersol«" 
ben Auiangsgesdiwindigkeit anhebend, herab- -oder hinmifgeroUt wäre. 

8^ 
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$•12« Lehrsatz. Wenn da Körper auf daer soUefim geradmi 
Lkiie^ rom Zusfand der Ruhe anhdbend^ herabroU^ so «langt er zuletzt 
dieselbe GeachwiDdiglkdit^ ab weim er an einer eben so hohen aenkreohr« . 
ten Liuie> vom Zustand der Ruhe anhebend^ £pei hcrahgefidlen v&e. 

Beweis« Wenn bei dner besdUeumgten Bewegung die^ beschtou* 
uigende Kraft sidi gleich bleibt^\aUo die Gesdiwindigkf^;pCQportimal n¥^,^ 
der 2^it wuchst, so lalst sich duroh einfsM^ geometnsehe S^ntsq» wio^ 
ich in meinen in dies^i Jahre zu Z er bat bei Kummer herausgel^pm-^: . 
menen matheniatischen Abhandlungen Seite452»--r5S.gethaafaab%!) 
zeigen, dab die vom Zustand der Ruhe an beschriebenen RSume im dop«« . 
pdttti Yarhallaiiüi der darauf verwandten SSdten stehen« Kon irt die 
Sdiwere eine ünver&iderlicbe Kraft> und aie bleibt ea anchii vnäm fi^i 
nach einer schiefen geraden Linie zerfällt wird; fol^ich iftdran ioiroU; 
beim freien Fall, ab bäm Herabrollen auf einer sdiiefen g^iffdm JMvfo-: 
cEIe vom Zustand der Ruhe an zurückgelegten Räume im doppfdfea Yer^ 
Uatnib der Zeiten. Wenn abte nadi Ablauf irgend einer Za( < Hdl^ J^ 
schleunigung adhorte, so würde der Kikper, wenn er nut d9r;ariw6teii, 
Gescfawiodfgkefit fortführe sidi zu bewegen, in der fblgeiifoi 2ieit f eJocQ; . 
Weg besohreiben, der durch die Wirkung der BeacMeimi g im p kraft um., 
^en so viel vermehrt wird, als dw gesammte W^ in dc^r eraibaa 2Seit,/«, 
betragt. Fdglidi ist die Geschwindigkeit am Ende dee «estai Zeit iMO. 
grob, dab ein mit dieser Geschwindigkeit behafteter gIeioi<fprm% bewegter / 
Korpmr sich in der Zeit t um einen Weg fortbewegt, gleich dem IhilenfhifeidB ^ 
der in der ersten Zeit / und m der zweitaftZeit t vrirkliqii JMSobeiabeaeai 
Wege, d« h. gleich dem Doppelten des in der ersten Zeit t beHbciebeQeia 
Weges. Nun aei JtB (Fig. 7.) die schiefe Linie, auf weldwr d« K&per 
herabroUt, mSiJLC die eben so hohe senkreofate Linief man ziebaJ^C^ imd 
falle das Perpendikel CD auf AB. Abdann verhmt sich die Schwerkraft 
zu der beschleunigenden Kraft auf AB vrie ACiAD (mdem die auf AB 
winkalreohte Kraft, worm die Schwerkraft zerfallt worden durch denWt- 
dcrstand der vorgeschriobonon Bahn aufgehoben wird). Fo^ich werd^i 
AC vaAAD in gleicher Zeit beschrieben, und die in <7 erlangte Gesdiwin« 
d^eit verhSU aldi zu der in D erlangten ymACxAD. 0ie mJD erlangte 
Geschwindigkeit aber verhalt ski& zu der in B erlangen (zufolge des Be« 
grifi der ^eidifi>rm^ bescMeunigten Rswegung) vne £e w5i AJD 
wandte Zeit zu der auf JB verwandten^ weiche Zdten, wdU^ det 
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einaudergeeetzteu Gesetzes der RShiOBie^ im YeirliSltiilis \{JDiAB)y d. u 
(EttcL 6^ 8^ Ziff.) im YerhSlteifii JDiAC stefaecu FdgUch kt die 6e- 
soimindi^eit in B gleich der in C« 

%. 13« Zusatz« ffieraco ist Idcht zti bew^^ieni dabi Mremi ^ 
Kiirptr, Ytm der Schwoe |etnel>en^ auf eiäw acbiefen geradmi Onie» imt 
if^geod c&i^rOescImindigkeit anhebend^ herab« oder hioaufiroOt) er suletet 
-i^eselbe Gesobwind^eit eriä^^ ab wemi er an aber eben so hoben 
senkreohten Linie^ ünt derselbNai Aofistngsgesohwiiidfgkeit anhebendi frei 
herab« oder hinaufgegangeii wai^# 

{• 14« Zusatz. Hieraus^ verglidien mit $• 11«^ folgt^ dab ein 
Kliriier^ der auf einer vorgeschriebenen Gunre oder flSohe herab- oder 
UhadBroItt, Wetzt dieselbe Geschwindigkeit erlangt^ ab wenn er ttni einfV. 
eben to hohen senkredbten Linie ^ mit dendbc^ AnfmigsgiM^ 
äalfBAend^lbierab- oder hinaufgegangen wäre, nnd, dabSJ^eriiam^ ein Kör» 
per, welcher aus einer horizontalen Ebene in eine andere herab« oder 
hinaufrdlt, zuletzt einerlei Glesdiwindigkeil erlangt, auf weldbem Wege 
cjr aooh dahin gebpgen mi^, Tcnramgesetzt, dab er aDemal mit einerlei 
Anfangiiigeschwindigkdit ausläuft«. Die Geschwin^keit bt aber bd |6^ 
T^H^gesdnidbenen Bahb desto grSber, in einem |e tiefereaPunote derl^oCH. 
per (rfdi befindet, und es iSbt sich aus dem BisherigeQ durdi Iddbtft gfUtv^ 
metriMiiQ; Schlosse dartfaun, dab die DiSerens der Quadrate zweier CN^h^ 
sdiwindtgiceiien in Ver8<^edenen HorizoDtflA-Bbeoen. gieich bt denr-TiBirK 
fiEiehm Rediteck aus der Entfernung bdder Horizontal -Ebenen ¥an eih^ 
ander^ und aus dem Wege, welchen ein vom Zustand der Ruhe an. ftei^ 
IbHender KSrper üi der zimi Maab der Geschwindigkeiten dienaiden^ unr 
TerSnderliehen Zeit zurücklegt« 

VHf wenden uns nun zur Betrachtung des Herabrdlens eines .Kür» 
pers anf einw Cjkloide. 

$, }5. Erklärung. Wenn iaxsr emer geraden linie ^C7 (Fig. 8.) 

^ain flalbkreb JEC beschriebte ist, und man füllt aus einem beliebigQn 

Pkmcte JE der Perq^herie ein Perpendikel EH auf AC^ und Terlling^ es 

von E aus, In EF gidcb Sogen £(7, so heilst der geometrische. Ort. des 

Pnnotes F (die Gurre (7Z>) eine Cykloide oder Radlinie. 

^ \%. Zusats» Zieht man CM:^HFp so Begt CM ganz aufaer« 
halb der Gjkloule; es UUst sich aber awiscimi ^itf und den Knis (nach 
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EaoL3, lO«) keine gerade Linie aus C ziehen; folglidi luJbt sich nodi 
wenig« cwisohen CM und die Cjklmde eine gerade linie m» C jueheu;; 
daher ist CM (nach $.l.) auch eine Tangente dw Cykloide. Rückt 
man den Punet JE inuner nfiher an A^ so kann (wenn AD dfe Tangente 
des Punctes E'mO schneidet) das YerhSltnils AO+OE^HEiAH^ also um 
somdir dasTerfalilt]]^ desBogens^JE— HE:^i7^ a.uJD-^EF—HExAH^ 
d« if JD — HFx AH kidner werden ab jedes gegebene YerhäUnifiis folg- 
lich kann der Winkel, welchen die Sehne DF gegen die aus D mit AlC 
parallel gezogene Linie macht, kleiner werden als jeder gpgehene WiidL^; 
oder, was dasselbe sagt: die letztere Linie ist gleichiaUs eine Tangente der 
Cjkloide« Die zusammengdiOrigen Puncto A und D des Kreiies und 4er 
Cjkloide haben dahw die Eigenschaft, dals £e Tangente der CykloidQ mit 
der nach C gezogenen Sehne des Krduses parallel ist« 

Aber diese Eigenschaft ist allgemeiner^ wie der fo^ende Lefar^ 
natz zeigit. 

$• 17« Lehrsatz. ZusanunengehSrige Puncto £ und F des Krei-* 
ißk liui äet Gjrkloide sind aDemal so besdiaffen, dals die Tangente dw 
Puucts F der Cykloide mit der Sehne EC parallel ist 

Beweis. IVüetn ziehe FJV :^ EC^ und aus &omi beUeUgen Püsct /n 
des Bog»B CF*die LÄue ml^ MC^ so dab m/ die Linie AC in /, jKC 
in Ly den Bogen £(7 in /, die Tangente JS& des Kidses in e, endlich FN 
in K schneidet. Alsdann ist (Euch 3, 32.) £GEC^EAC^R-^ECA 
zsiILC^ELe^ daher iEL<iELij und folglich (EucL 1, 10.) Sehne 
Ei^hiy und um so mdir Bogen Ei^Liy d. i. BF — im^Li^ folg« 
lieh (Euch 1, 4ter Grunds.) EF>Lm. Da aber (Euch 1, 34.) EF=^LEy 
so ist auch LK^Lm^ und so haben wir bewiesen, dals die ganze Linie 
FN aulserhalb der Cykloide liegt. Aber das TerhSltnifii Li: Sehne iE 
kann, wenn man m nahe geniSg bei F annimmt, dem Yerhaltuils der 
(jileichheit näher kommen als jedes gegebene YerhaltniTs. Dasselbe gilt 
nach §. 2. vom Verhaltnils der Sehne iE zum Bogen /£, a|^o auch Tom 
Verhaltnils L/: Bogen /jB, d.i. LiiEF — iiw, d. !• Liihk — /m, d.i. 
lAiiLi-^-niK. Folglich kann das Verhältnils mKxLi kl^er werden 
als jedes gegebene Verhältiiils. Aber das VerhältnÜs LiiLE nlfliert sich 
dem Vorhältmls CP : CE (P ist der Durchschnittspunct der Linien CM und 
EG). Folglich kann auch das Vprl»'raiiifs mKiLE^ d. L mKiKF^ klei* 
fHT werden als jedes {if^gebene Verhältnifs. Dahf'r lälst snch zwischen Fm 
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imd FK keine gerade Linie ans F ziehen; 'abo ist i^§. 1») FN eine Tau« 
jB^te der CyUöide« 

%. 18« Lehrsats« Der von C aus gerechnete Bogen CF der Cy-^ 
kldide ist allemal do[^elt so grois ab die zug^örige Sehne CE des Krei« 
tesp und die gan2se Cykloide CD doppelt so grofs als der Durdmiesser CA. 
Beweis. Man denkö juch zwei Puncto in Bewegimg, einen auf 
der Peripherie des Halbkreises, den andern aiif der Cjidoide entlang, so 
dals sie zu gleidier Zeit allemal sidi in zusammengehörigen Puncten £ 
imd F befind^ also ai?oh zu gleicher Zeit von C auslaufen^ und zu glei- 
diei^ Zeit in A uml D anlangen« Man bozeichiio die Geschwindigkeiteii 
in £ und F mit c und c\ Mau zerfalle LfMo '>cs4;!ivUii(Jigkeiten nach 
den Richtungen CA und CM^ und nenne die nach CA zerfallten Geschwin- 
d^kdtan d und d% Man zerföUe aber die Geschwindigkeit c auch nach 
ewei Midem auf einander winkdrediten lUchtuiigen , deren eine die Rich« 
tmig CE ist. Dann verlialt sich nach $. 3. (weil ZCEGzsiCAE) die 
Gesohwindigkdt, womit CE wädbst, zu c wie A^ zu AC^ d. i. (Euch 
% 8#) wie HE : EC^ nadi §• 2« aber (>venn G der Dnrchsdhooittspunct der 
linien £!& und^C ist) €:d=:GE:GH^ (Euch 6^8.) BEiEM^ end- 
lich (weO die Tangente des Puncts F^EC ist, §.17.) rf', d. i. rf:c'=r: 
CHiCE^ (Eucl.6,8. Zus.) CE.CA. Setzt man alle diese Vn ^ortio- 
Den zusammeiiy so findet man: Gesdhwiudigkeit^ womit i E wachst^ zu 
V, d« i. zur Geschwindigkeit^ womit Bogen CF wächst^ wie BE : CA^ d, h. 
die Gesdiwindigkeit, womit Bogen CF wachst^ ist doppelt so grois als 
i die Geschwindigkeit^ wonnt Sehne CE wHcIist« Da nun Bogen CF und 
Söhne CE beide von anfangen, so ist lilar^ dals, wo man auch die eor^ 
respondirenden Puncto E und F annehmen mag, allemal CF tsi 2 CE. Dalb- 
ens ist auch klar, dafs CD=z2CA, 

{•19. Lehrsatz.. Hat eine Cykloide CD (Fig. 8.) eine solche 
Lage, daCs der Scheitel C den untersten Funct ausmacht, die Tangente 
CM ^bet horizontal Hegt, und man läist zwei Körper von C aus mit 
gleichen oder versäiiedenen Anfangsgeschwindigkeiten c und C bis zu he« 
liebigen, gleichen oder verschiedenen Welten auSsteigen, so dals der ente 
Körper den Bogen s^ der andere den Bogen S beschreibt, so verhält sich 
der Verlust des Quadrats der Geschwindigkeit zum Quadrat emer dem 
durdikufenen Bogen gleichen geraden Linie bei dem einen Körper wie 
bei dem andern. 
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Beweis« Nach Durohlaufui]^ des Bogcns s erlabge der erste K3rpcr 
& Geschwindigkeit c\ der zweite Kih-per nach DurdUanfimg des hoffmmß 
$a Gesobwindigjkeit C'^ so ist .nadi {• 14»^ wenn wir den Wc^.^ den ein 
irom 2Sast«iid der Ruhe an frei follender Körper in der zum Ifaab 4tr 
Gesdiwindi^^ten dienenden Zeit besohreSi^ g nennen^ De— Dc^sssdena 
Reditedi aus ^g und aus der flöhe des Bogens s. Der Bogen € selbst uA 
aber jQMh f. 18. (yergKohoi mitEucL 6^ 8» Zusals^ dge doppeMe noitflere 
Proportionale swisdien dem Durchmesse 2r desKreises unü dBr^BESheA 
des Bebens s. Folglich ist (EucL 6^ 17.) U^^SrXh. Abo yeriiait 
sich D^ — ac^:D^aB4^:8rs=:f :2r, und d>en so wird bewiesen^ däb 
aC— DC':a4$=:f:2r« Folglich ist simpL ex aeq« Uc—^Uf/iOs^m 

§• 20. Lehrsats* Wenn toBsa^ in der d[)en besduridbenmLaga Aar 
<2yUcSde, zwei K5rper Tom untersten Punct an mit Terschieckneii.'An« 
EsuigBgesehwind^eiten au&teigeu lalst^ so verhalten siiA £e gpoMa dmii- 
laufenen Bogen wie die Anfiangsgeschwind^keitenj und wenn man Toa bei- 
den durchlaufenen Bogen vom untersten Punct an Stücke disohneidet^ & 
sich ide die ganzen Bog^i rwhalteii^ so findet man zwtf Puncte^ in denen 
mdi die GeschwincU^caten me die An£mgBgeschwindi^eiten veriialten«. 

Beweis. Die Bewegung errdclit ihr Bnde^ sobald die Ges<^whH 
di^eit in übergegangen ist, d. \u sobald das D der Gesdiwindi^kat des 
ersten Körpers sidi um Qc, das Q der GescAwindSgkcit des zw^ten Korpen 
sich tun 'QC vermmdert hat» Folglich yeriiält sich, wenn sf und S' die 
ganzen .dnrchlau&nen Bogen. bedeuten ^ nadi $• 19. Dc^DV^QCsO«!^^, 
^tfso (KucL e, SSL) ci^^CiS'i verwechselt^ ciC^s*i3\ Schnei- 
det ^man von den Bogen 4* und «S' Stucke ^ undi9 ab, so dals szS^sciC, 
fttnd nennt man die zu En^ der Bogen s und A^^^irreichten Gesdiwind^ 
hütin e' und C'^ so ist nach §. 19.: 

Oe , :QC g» OciOC 

D<: DC^= Dc:DC^ also anoh c'i&^ctC. 

%. 21« Lehrsatz» Laist man auf die in der. beschriebaien Lage 
iiesgende Cykleide zwei Korper vom untersten Punct an mit versduedenen 
Anfiuigsgeschwiudigkeitcn aulstagWi so verhalten sich die vom antasten 
4PiiAct an in ^leucb^n Zeiten bescfariebeueii Bogen wie die Anfangsge« 
sdiwfaidigkeiteii. 
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Beweia» Da bieide Korper nach Diircblaufung zweier Bogen, die 
8idi wie die Anüsiugsgeschwindigkeiteu y wfaalteni zufolge |« 20# allenial Ga« 
flchwiudigkeiten erlaugt haben, welche iu demselben YerhiiltmCs stehen, 
so nnd beide Bewegtm^ii in mchis als in dem zimi Gmnde Uegendai 
Maa£s»tab des lUiuns unterschieden^ übrigens aber in Beziehung auf die 
Zeit ToUkommen ähnlich« Es werden daher in correspondirenden Zeiten 
Bogen beschrieben, welche iu demselbea Terhaknils stehen, d« \u sich wie 
di# Anfangsgesehwindigkeiten verhaltep* 

!• ^2. Zü8atZ4 Hieraus, verglichen mit $«20,, wo bei^yiesen ist^ 
iaS& die ganzen durchlaufenen Bo|;cii sich* wie tlio Anfimgsgeschwiiidigkei-* 
ten verhalten, folgt, dals die ganzen durchlaufenen Bogen in gleichen Zeir 
tea beschrieben werden« DieDauei* der Bewegung auf dw Gj'kloule, vom 
unteren IPimct an bis dahin, wo der Köq>er zuriickzuk^iren anföngt, ut 
also dieselbe, wie grols auch der ganze durchlaufene Bogen sMt ma^^. 

$• 23* Lehrsatz« Au&er der Cykloide hat iveüje ^nvletß Ciirra 
von mi fdcher Krümmung die^ Eigenschaft de« Tautochronismus« 

, Beweis* Es sei AB (Fig. 9^) eine senkreohte Linie 1^ld t dne 
gegebene Zeit Man setze an /^i? eine gebrochene Ldnie BCDW^ deren 
Stüoke von beliebiger, aber gleicher Gröi^c sind, so dafs diie poncaven 
Winkel ABC, BCDy CDE, DEF u. s. w« . sn!>uptiicb nach oben genchtet 
sind« Die Grölse dieser Winkel aber bestimme man nach folgenden» Ge- 
setz : Man neige zuerst BC gegen AB so, dab ein von der Schwere g|^ 
triebener Körper in der Zdt t von 67 bis ^ herabrolle. (Zu den» Edade 
darf die Grlitsr- eines Stücks der gebrochenen Linie iricht gru&er gewijihU^ 
werden als die freie Fallhöbe in der Zeit t. Die folgenden Determinatio« 
nea^ wodurch die Grölse eines Stücks det gebrocfaeium Linie jiech mehr 
elngeschrttdkt wird, ergeben sidi nadih^r von selbftt.) Alndann neige man 
CD gegen BC «o, dafs ein rjon det Schwere geti4ebe»er Körper in dei? 
Zeit t von D auf der gebroü^enien Linie DCB entlang bis B herabrolle, 
üsdaiin neige man DE gegen DC so, daüi ein von der Schwere getriebe- 
ner Kör]>er in der Zeit /von E auf der gebrodienen Linie JEDCi? entlang 
bis B herabrolle. So fabre .man. allmalig w^eiter (ort* Dadurch kann mäHk^ 
die gebrochene Linie so weit fortsetzen, bis die Erreichung der senk« 
rechten Lage, emes Stücks das weitere Fortsetzen iHimugUch mächt, oder 
bis selbst bei der senkreehte» Lage des folg^iflen^i^cks das Herab^ 
rollen auf der ganzen gebrodbenea Liaie längere Zat ahr die Zeit t er« 

• C.fllc's J/,iirnal 'd M. VI. ßd. 1. flft. 9 
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iorderU Man venniudere nun die GröDse eines j^deu StiidLS der gebro- 
ebenen Linie, und wiederhole dieselbe Construction von rotn^ so wird 
man eine andere gerochene Linie erhalten« Man denke sidi nun die 
Gro6e wies jeden Stades so weit abnehmend, daCi es kleiner werden kann 
als feäe gegeboie Linie, so wird sidi die gebrochene Linie einer, aber 
audh nur Einer krummen Linie so sehr nahem, dals die Abwdchung 
geringer werden kann als jede gegebene Abweichung , ohne me jedoch zu 
erreichen« Für dne andwe Zeit t wird die Curve eine andere sein. Nim 
lälst adi abar beweisen, daCi bei der Bewegung auf einer Cjkloide die 
Sdiwingungssdt grolser und kleiner werden kann als jede gegebene Zeit, 
wenn man nur* den Halbmesser des erzeugenden Kreises gro& oder klein 
genug annimmt« Denn wird der Halbmesser des erzeugenden Kruses all- 
mal^ grolser als jede gegebene Linie, so niihert sich ein Reicher vom 
untersten Punct an gerechneter Bogen, hinsichtlich seiner Lage, aümalig 
einer horizontalen geraden Linie; folglich wird die Zeit des HerabrcAens 
grolser als jede gegebene Zeit. Wird aber der Halbmesser des ^eu«* 
genden Kreises aUmalig kleiner als jede gegebene Linie, so wird die Zeit 
des Herabrollens kleiner als jede gegebene Zeit. Hieraus folgt, dab die 
Schwingungszeit auf einer Cykloide, bei unveränderter Intensitut der 
Sdiwerkraft, jeder gegebenen Zeit gleich sein kann, wenn man nur den 
Halbmesser des erzeugenden Kreises danach bestimmt. Folglich sind die 
vorher angezeigten, durch Nähci-ung vermittelst gebrochener Linien her- 
aiLSgebrachten Curven lauter rykloiden. Daher hat keine andere Cinrve 
^h die Cykloide die EigCHischaft des Tautoclii^onismiis. 
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Note sur les valeurs de la fonction . 

(l'ar M. le comte GuiUaumt Libri de Florence.) 



Ijes questiotis de Phymque - mathc^matique dont on s'occupe de pr^renc^ 
depuis quelques ann^es^ ont obligo les geom^tres ^ consid^rer avec plu» 
d'attention qa'on ne Tavoit fait juscju'A present, les formides qiii cxpri- 
inent des fonctions discontinues. Ges formides coufieiment toutes des in« 
t^grales d^mes et Ton ne conuaissait aucune expression propre a repr4« 
senter les fonctions discontinues , et qiii ne renfemxät quo des qiiantiti^ 
alg^briques ou des fonctions lögarithmiques et circidaires. Cependant ii 
est possible d'exprimer des fonctions ,disooBtinuod par des forouiles qiii ne 
oontieniient point d'int^jgrales definios, et noiis avous montr^ ailleurs ^) 
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pour la premiere fois, que la fonction peiit ser^ir u cot objet. Mais 
nous n'ayons fait alors qii'indiquer la propriete dont joiiit cette fonction 
de pouvoir exprimer une condition de lU^routinuJti^ quelconcpio. Maintc« 
nant nous allons reprendre cct ol>jet et jndifj[\ier avec Lrievete cfu»»l<{ue« 
unes des applications que Ton peut faire des propri^tes siugulierrs que 
possMe cette fonction^ a la thcorie des nond^rcs et d d*autres branches 
de TanalTse« 

On sait que lorsque jr =: 0^ la fonction x^ ^vg x est nulle si texpo« 
^ifiA 71 "^x positif, et injBnie dans le cas contraire ^^), A präsent si Ton 
dkcute les diverses valeurs de la fonction 

(x-ifMogy 
(logy)c ^ 

e 
lorsque y^s=^0^ ou ce qui revient au meme, de la fonction 

(X— n)logO 
C1ogü)c 

£ 3S e ' 



♦) Libri M^maires de maih^maiiques et de physique. Voll, page 4i. 

•*) L a c r o i X TraitJ du calcul diff^reniiel et int/gral^ Seconde i'diiion. Tome /, 
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on aura trois ea» ^ff^en» selon que Ton sopposera a^^riy r = /?^ op<^u 
{n <Stant ime quantit^ r^eUe posidve q[iieIconqu«)« 

L JSoft x^ny alors le jwroduit (o? — /i)IogO sera toujoiirs ^gal & 
llnfiiii negatif^ et Ion atira: 

(Iog0)c — •« 

Ilt Soit x^=^n^ Ion aiira (ät — /2)logO = OiogO=sO, et partanft 

OlogO 

lEF. Enfin !50it ot<^nj on aiira x — /2 = — /t> {p ^taut une qitan« 
f?lo PO I!e j»osidve) et oa troiivera: 

et partantt 

•0 00 

(]0g(V)# — 3D« — » 



(logO)* 

B tesiike cte 1^ q[iie la fonctlon e es^ ^gale a zero^ de>* 

piii» ^u= — • 00 . |iuK|ues et inclusiTement k xs^^n^ et qua depuis xzszn 
jmqn'^ x =ss oc eette fonctioB est (^^ale ä tuiiiter Oa peiit obserrw que l'oit a 



(logO)« 

e sc a . 



X — 1» 





et comme Pexpression est plus sunple qiie Tauire, nous nous en aer« 
Turous do py^forenco dam tout ce qui va suivre« 







La fonedon est d'on grancl usage dans Tanalyse matMmatique« 

Ainsi p, eoc. lintegrale d^ficSe / \T^t^ 9 qwe Von rencontre dans 

la throne mathema^tiqne de la chaleur, et qup Ton crojroit ecmiprise parmi 
I» traiiscendanl es irrediictibles, donne P^quation t 

d'oii Ton d^diift oottc rolation jR)rt singuM^re: 

V +* (i—o )/ = « 4-c (1—0 ). 
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En genital ^tant iton»^ dne fonction dooontuifue qü^lcrmqiip , on 
pOOTfa toujoun la copsid^r comme la somm« d'ua iu»nbre donne de 
fonctioiM qis regteront ecmtiaues entre de» limite» doan^i «t «cb limite» 
«wont d^temui^ par les pomts ou il 7 » solutioii de continulte dan» la 
fonction digoontmue propoa^e. Mamtenant ohaoiine de oes fonctiens con- 
tinues partielles^ dont la fonction discontimre se compose, pourra ehre con- 
sider^e comme le produit de deux facteura dont Tun ^ournira la valeur 
de la fonction entre les limites deju assign^es, et lautre exprimera la loi 
de discontmutte; poumique i'ön ait toujoun ^gard aux raleors de ces 
fosetions aux ümites, et cju'il s'agisse de fonotions dlscontiiuies d'mie seulo 
variable : A le nombre des Tariables ^tait plus grand, on devroit augmen- 
ter le nombre des iacteurs *). En exprimant la conditiou de dZscontiaiüt«' 
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pt» Bm (bnetions de la fcfrme O , oa rewa que let fonotieiiii discon-r 
tinues ne forment pas ime classe s^paree de transcendcnf #Ht ^ comme ou 
Tavoit cni jusqu'A präsent , et on trouvera resqpression fime d'un grand 
ttoinbre d'int^grales d^finies qiii passaient pönr irr^dtictibl^. 
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La fiDüction est d'une grande utÜite dans Tanalyse ind^termi- 
nie^ et en g^n^al daiü^ la throne des fofictioiis entiei>es. Aüis! Ta somme 
des diviseurs du nombre m qui se trouvent compns dans la Serie de» 
OLOiDlbres b^ i + f> *4"2> * • • • Ä + ^> s^ra donn^ par la formale: 

{A.) a + 1 
f=*-^'\_mO — (m— 1)0 (-Ö )_(,«— 2)0 \— (—0 )/....( 
*=* (-^«•n)0 V-O —0 C-0 )-a wo «0 (—0 ))_elc J—et-1 

danft laqueHe la loi des termes ^t manifesfe^ piüTsque efaaqae t«rnie «e 
oompose par une op^ation tres sknpfe de eeüx qm le pr^ei^ntu^ %i Von 
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*) D^mft le BuTlitin (hs Sciences •maih^maiiqHes et fiftysiqms 4e Mr. Je Fe- 
russacy un glom^tre distingue, Mr. Cournot, • paru reroqiier en doute la possi" 
bähe d^exprlmer les foiiclfbos discdn-tiniiea de la> mniiiore qoe }» viens d'indiqu^r. La 
diose me «einbie^si cLure d'elle meine» (fue je crairidrais de la reiidre uioins evi- 
<!**iile '-n Tculani Pexpliquer avec plus de detail. Maib du raste si ce qiJe je Ais ici, 
ne pardissait y^^ entore satidfaisant a Mr. Couruot, je le priaiais dft Touloir bieii 
foe d^signei teile fonction discontinue qu^jl voudra choisir^ et ij/d m^ea^age d^avaace & 
^ reduira a la. fWrme «yüe }>^ai indi(^ue ps^demfliieat« 
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lonluii connoitre, par exempl6| la Bomme de toiis.les diriseim du noin« 
bft/ 4, on auroit 6 = 1, a-|-6 = ^ = A + l=4; et en subsdtuaut ces 
laleiirs dam l'expression pr^c^dente, on trouveroit: 

. ^ J-4.0 ^3.0 ^—0 y— 2.0 A-0 ^0 V— )) 

»=*(_0 V— — (—0 )— (—0 —0 (-0 )// 
=.4— 4.0— 3.1(—1)—2{(1(—1 — 1(—1))+1 (—1—1(^1))} 

= 4_()4.3_2r_l+l_l+l)— (_14.1+1_1)~(1+1_1)-}. I 
:=4-}.3_14.1=s7, 

dou il resulte que la somme des diviseurs du nombre 4 est egal '^ 7« 

Si Ton vouloit exprimar le nombre des diviseurs de m qni soiit 
compris daiis ia s^rie des n^mbres (.^« *+^> * + 2, • • • • Ä4-.0, on^^~ 
roit la formule: 

U ;_<„.2^ U -o" (-Ä ))- Jj , 

qiii se deduit aisemcnt de l'expression {A.), 

Mainteuant soif pour abr^geri p=^ 1.2.3; •••jp—l = [x—l]*-*; 
la formule 

— (p— n)0 V_0 — Ö (—0 )— etcJ— elc.j 

evi>riaiera la somme des nombres premiers compris dans la serie des nom* 
bres b^ & + I9 6 + 2, • # • • 6 + ^« ^ pourroit par une formule sembla« 
ble a la prect^ente^ exprimer aussi le nombre des nombres premiars 00m« 
pris dans la s^rie des nombres ä, Ä-}-lf * + 2, , «• . A + o. 

Si Ton exprime par M^{y) le nombre de fois que y pait r&ndter 
de la somme de m termes diffi^rens dans la s^rie des nombres natureb 

t, 2, 3, . . . . etc., et si Ion feit, poüT abreger, y ^ ^ y = u^' 00 

aura^) V^cpiation: 



^ IJl+V -m.O ^m-l)0 



r=.6 



• • • • 



Memorie detta societä Italima. Tom. L , a***» parte, pag, 823. 



5. Lihrij note sur la fonciion • ' * 

■ ....+4(^)(4M>>riMLti:i-) + etc., 

doiit le secoiid membre sera tout a fait conuu a Taide de la formule (A.). 

Soit dornige r^qiiation 

X = ^'^ + Ox^'"'*+ 0^2^*^+ . . . . + flr,. = 0, 
dans laquelle on ait a^'=z—y^ 0^= — y, atjä — X+y% ^4= — y + y% 
c$ = — y+2.y% • • • • et en g^ncSral: 

en indiquant toujoiirs par M^(jn) le nombre de fois que le nombre m 
peut etre form^ par la somme de z iermes diff^rens entre eux^ de la s^- 
rie des nombres naturels 1^ 2^ 3^ • •'• • m. Puisque la fonction Mj^(m) 
est d^termin^e par la formule (B.)y fl en r^sulte que les coeffidens a^^ a^^ 
a^y . m • • a^ etc. seront tous connus gen^ralement : on sait d'ailleiurs ^) 
que la somme des puissances r^^' des racines de rcquatlon X=:0 (somme 
que nous exprimerons par aS^), est donn^e par T^quation: 

.... +(r— ^)(— flr^.,)(— flf,— flf,.,(— ö,)— etc.)+ etc., 
et fii Ton fait dans cette equation les substitutions et les r^ductions conve« 
nables, on aura: 

et les nombres s^ /, v^ etc. seront les diviseurs de r m^gaux entre eux« 
Maintenant si Ton veut trouver lui nombre premier plus grand qu'un nom« 
bre -donn^ p, on fera dans les formulcs precedeutes 

r = 1.2.3.... (p—l)-]' SS 

et le plus petit des nombres SytyV^ etc. dans la valeur de 49,, sera im 
nombre preinier plus grand que p. 

Les formules precedentes oflfrent quelques unes des uombreuses ap- 






plications de la fonction a la thcorie des nombres ^ et servent d'in* 
troducticm ä la thcorie des transcendeutes niunerlques que nous 
avons annonc^e a la fin du premier volume des M^moires de math'^« 



^) Libri m^moires de mathimatiques et de physiqiie. Vol. h pag. 10. 
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matifiies et de ph} sique« Ces fonuiiles peinreiit etre variees dime 
iufioite de manieres^ et renfermeiDt la r^Iution de qndqiies uns des pro- 
bli^mes que pous aTcms propos^ A la fin da velume cpie nous Tenmis de 
cittT. Mais Tesposition des metliodes variees dont fl fiatut s^aider pour ^vi- 
ter des longuenrs excessires de caktil, ne sauraieiit troiiver place icif et 
dailleurs les geometres exerces dans oe geare de redierehes, saiskdiit 
aisement Tesprit de netre m^kiiodew Dans «tte note neus n'avons eu 
datitre Iiut, que de moutrer ia possibilite de r^udre d^une maniere di« 
recte et generale quelques questious d'analrse numericfue^ qiu etaient 're« 
gardees eomme in^ioluUes fusqu u pre^^ut^ et nons e^wons de limhilgeiire 
de iu)s leetinurs qifih roudront nous pardonm^ la maniere succiocte dost 
1IOII5 avons traitä dau« cet eeril, e« genre de questu^nsu 
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6» FqrUtUwtg der maihtmatUchen Briiclt^iücke au$ jfj^n AbeCs "73 



6. 

Fernere ^thematiscliev Bruclistücke aus Herrn 
^ N.H. Abel 's Briefen. 

(FortMliaac tos Np. 29. Bd. V. Heft 4. 8. 336.) 

Sdircäben des Herrii N« BL Abel an Herrn Legendre so Pamii 

(-Bfitgelbeilk ianch $m Güte dies Letzteren.) 

•- ' 

jyioimeiir.. La lettre cpie ypin ayass InetL Taida lu'a^rasaer en ibte dii 
25« Octobre m'a caus^ la pW vive joie. Je oompte pwmi lea mornens 
las plus heoceux cktma ¥ie c^id o]3[ j'ai v]ii mea essais mi&iter Tatfeioätion 
de Tun des plus graiids g^inetres de notüe ueote» C^ %,jMjg^ .te plus 
haut degre moii z@Ie ppiur |&es «ßtJAdes« Je 1^ ooutinimfai aveo ttd^r., 
inais je serai assez heureux pöur iaive quelcpies decouvertes^ je les i^i«- 
buerai u Yous phit^t qu'^ä moi, car Gertabement je n'auraiiB rien fast isaiis 
ayoir ^t^ guid^ par Vos binucres# ' 

J'acc^te ^ipee rdocuuioissapö^ Pex^plalre db Totre traite äf^fJüSw^ 
tious- ^^^ti^oes^: qui^ IkiM^ wcfA&ii^ ^ßtk m*oflrir« 

* ' Je m'eoipressertt de Toüs donner les ^dairdssensepkts, que yow lä'aii 
irea JSut Tbiwneur d^; 1^^^ Ii^»q^^ ;]^^^^^^ jp^^le i^^ 

transfonqKVtioitt^^^ d^S&NuiiBs/livr^^ 0^:05^4»^ pf'emierA'^^^^^ 

6(/i+ 1), fentends par w^ peirt tr^<?r 6(/i-^ 1) t^iiii ^($ij^ 

tes pour le module c\ eä suppesaiit -r^quation d^(^reiitielle 

et en noMttant p<hir y loie foaelion raUbnuelle de I» forme: 

Cest e* WiA «n eif«^ ^^ jübSs pumi iM^nileuni 4e <^' n V en aura 
a4- 1 qiii reponJeift tt la ibrme suivanfe de y<r- 

,**— .4, ar + .<<, ac! -f A.% <g« + • • • • + ■^" «' 

Xe sollt oe« «4-1 inödules dont parle W. Jacobi, ' lU »ont eu effet.ra- 
cines d'une mSme .^quation du degr^ « + 1. Ces n + 1 ^raleiars <St8nt «itp- 
.poe^ eonmies, Ü est facile d'aToir les 5 (n + 1> ftwlres. 

Creltf'* J'trrMl 4. U. VL 04. 1. HR. 10 



T4 6, PorUttMung der mathematischen Bruchstücke aus Hrn. AbeVs Brirfetu 

En effet, en d^ignant par c' an quesicontpxe des modules, on au 
encore oeux-ci: 

mxip>eUes ^^pdodent les valeurs suivantes de ^: 

ee qui est faciie de v^rifier^ en fcMant la Substitution dans T^quation tlif- 
fierentiene« 

Toutes les 6(/z-f*l) raleurs du Aiodule c' sont diffi^reetes entre* 
eRes, except^ pour quelques valeurs pwticulieres de c. Dans ce qui pre- 
cede^ n est suppose impair et plus grand que Tunit^. Si n est ^gal h deux, 
c' aura encore 6(/z-f'l) = l^ valeurs dKfl^rentes« De ces 18 valeurs il y 
aura six, qui repondent a une v'aleui^ de y de la forme: 

ils sont: ^ ^ ^^ i4:V(i_^i) c±y(o>- l) 

n y en aura quatre qui r^^ndent Ik une valetur de y de la formu 

Enfin pour les hyit autres modules^ y aura la forme: 
Ces huit modules seront 

^ ~ vi±cTv^(2v±c)y • 

J'ai donn^ des d^velopp^oi^is ^us ^t^idiis sur cet objet dans un 
memoire imprim^ dans le cahier4. tome II« du Journal de Mr. Grelle. 
Peut^^tre vous en aurez d^ja connoissance. 

liCs fonctions dl^tiques jomssent d'une OB*(ame proprio bien re« 
irrdiquable et que je crois nouvdle« Savoir si Ton fidt pour abr^er: 
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OR ftiira toi^oun:. ■ ■ 

Oll p est ime qiian^t^ alg^brique , et 

81 roQ suppose les variables x^^ x^y . . • • x^ li^ entre elles de la m^^ 
ni^re h satisfaire A une ^qiiation de la forme: 

(fxy—((px)\(i—x'){l — c'x') = u4,i::^—xD(x'—x\)....(x'^x^^): 

fx et (Px etant deux fonctions entiercs qiielconques de rind^terminee 
Xy, mais doDt Pune est paire et l'aiitre impaire. Cette propri^t^ xtie 
paroit d'aütant plus remarquable qu'elle appartiendra ä toute fonctiiji> 

transcendente IT^x) = /— f ■ — , en )posaut (A^)' fonotion entier« 

tjueiconque de x\ J'en ai donn^ la d^inonfitration dans un petit mä« 
rnoire ins^rö dans le cahler 4. dii tome HI. du Journal 'de Mr. Cr eile. 
Vous verrez que rlen n'est plus simple que d'^tablir cette propri^t^ gen<^. 
rale. Elle m'a ^t^ fort utile dans mes reclierches snr les fonctions clliji» 
tiques« £n effet j'ai fonde sur eile toute la theorie de ces fonctions. h^n 
circonstances ne me perniettent point de piAlier im ouvrage de (juelq/ie 
dtendue que j'ai compose depuis peu, car ici je ue trouverai personne qiü 
fera rimprimer ä ses frais. C'cst pourquoi fen ai fait un extrait^ qui 
paroitra dans le Journal de Mr. Grelle. La premiere partio, dans la«« 
quelle j'ai consid^r^ les fonctions elliptiques en general, doit paroitre dwiS 
le cabier procliain. II me seroit infiniment interessant ue saroir rotre iu« 
gmnent sur ma methode. Je me suis surtout atta/olie a donner de la üfi. 
n^ralit^ A mes recherches« Je ne sais si j'ai pi» y r^ussir. La sccondc 
partie qui suivra incessament la premiere, traitera principalemcnt les foxxo 
tions avec des modules reels et moindres que Tunitf?. C'est surtout h 
fonction inverse de la premiere espece qui est lobjet de mes reolierche» 
dalis cette •seconde partie. Cette fonction, dontfai d^montr^ quelquo« 
unes des propri^t^ les plus simples dans mes recherches sur les foinctum^ 
elliptiques, est g^n^ralement dun usage infiiii dans Cette thcorio. VM^ 
^cilite A un degr^ inesp^r^ la tbeorie de la transformation. Un pren^ft^r 
essa^* sur cet objet est contenu dans le m^oire insere dans le No. 138 

10* 
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du joiinial de Mr. Schumacher^ mais actuellement je pds rendre oette 
fb^orie beaucoup plus nmple« 

La theorie des fonctioiis elliptiques m'a oondmt h. wmAA&nx deox 
noureOes fonctions qui jouissent de pIusKun propri^t^ remarqnables* Si 
Ion fiiit 



ok 



~7. vca-r')ci-cv'))' 



X(x) sera la fonction inverse de la pr^ni^e esp^e. J*ai trouve ^V>n 
peut d^veFöpper oefte fonction de la manE^ra Buirante: 

. ^ V ^^ ar 4" ^1 ^^ 4* -^a ^^ 4* -^3 ^'^ 4* ' * • • 



oä le num^rateur et le d^^nominateur sont des s^ries toujoürs conver^ 
gentes quelles que soient les valeurs de la variable x et du.inodule c, 
r^atlei <la imaginaires. Les coef iiciens ^^^ A^y • • • • B,^ B,^ • • # « sont 
des fimctions eotieres de c\ Si Tou fait 

ou ^^ et fx sont les deux fonctions ^i question^ dies auront kt prc^fi^t^ 
es^rim^ pai* les dem equations: 

^ et y ^tant ^^es quantit^ quelconques. On pourra representet* cos fonc- 
tions de beaucoiip de mai^^res. Pitt» exemple on a : 

(p(x ^)^A.e^\ sinx. {l-2oo«2jr^7« +/} { 1 -2cos2a:.e*+9'} [ l-2eos2^,y '+7"; .-., 
/(xi)=B.^«'" — 2cos2a?.7 + ^'}{l— 2cos2,r.r' + ^^}---M 



j 



on ^, A'y ßf B'f Of a' söntdes quandt^ indi^peiidantes de x; f=ze 



— 5.-r 






/y=:^ ^ ; -^ et -^ enfin sont les fonctions cotnpletes oorrespAi- 
dantes mxx modnies- bs:zy(t — tf) e¥ c. 
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Outre les fimctioiis ellipfiqiieB H j a deux autres branches dblaua^ 
1)^1 dont je me scus beaucoup ocoup^, savoir h tfa^orie de llnt^gration 
des formüles dffi)^rmti^es alg^briques ei ta th^bde dies ^quationtu A Taide 
d'tme m^ode paräculidre fdf trduv^ beaucöop de reRultats nouveaic^ qiii 
surtout jouisscnt d^une tr<§8 grande g&i^ralit^« Je sutl parti dit probldme 
soiVteit de la fh&me de riiit^tioii; 

yyfiiant pn^os^ un nombre queiocnique d'mt^grdes fy^x^ /yi^x, 
fy% ^^ ^c.f oÄ y^ y^f y«9 • • • • soat des foncdons alg^briques quelcon« 
ques de^idT^ irouVer toutes ks relatkms possibles entrc elles ^ pourront 
«"ezprimer par des fonetions sSg^ricpies et lögaritfaimqiies*' 

Jai tcomr^ d^abord qa*ime rebfion quelconque doit ayoir la foifme 
siuvante: 

^fydx'\'^r/ytdx'^jf^y^8x'^^..f.^u^B^logv^'{'B^logV2'jr^^*»y 
ou jiy Ji^j J^y . . . . B^j B^y • ♦• • etc. sont des constantes^ et Uj v^y 
v^y . . 9 f des fonctions alg^bricpiea de ^* Ce th^oreme faeilitc extire« 
mement la sohitiou du probleme; mais le [diis iopqportant est le suivant: 

99 Si une mt^grlA^ fy^Xy ou ^ est li^ i\ o^^ar une ^quation alg^ 
brique quelconque^ peut etre exprim^^e d'une maniere quelconque expli- 
citemont ou impHcitement u Faide de fonctions alg^rlques et loga« 
rithmiques y on pourra toujours supposer : 

fydx == u-^ JJogv^ + AJogv^+ ....-f^rf^Jogiv, 

ou^xf -^89 t « • «sont des constantes^ et Uy v^y v^y • . • • i'm des fonc- 
tions rationnelles de x et y." 

- P. ex* sl y = r^^, ou r et D sont des fondions ratiMiiielU^. ou 
aura dans tous les cas ou / ^Z^ est iiitegrablo : 

^^ f^3 Pi^ p2y • • • • 9'x5 f'aj . . . • sont des fonctions rationn^ios de .r. 

J*ai redutt de cette maniere au plus petit nombre possible les fonr* 
tions transcendentes oontenues dans Fexpression: 

rdw 



f 






od A est une fonction entiore^ et r un^ fonction rationnelle. JTai decou 
\VT\ de meme des propriAes genA-ales de ces foncrtons. Saroir 
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Soiont p^^ p^l Pp^ •.• ■• • Pm^i dos foBCtionB entieres qudcfmqiies 
d'uiic qiiautit^ mdeterinm^ x^ et regardons les coeffidens des puiasances 
de X daiis ces fouctions comme des variables« Soient de meme a^^ »^ 
a% • • • • (%*" Mes racines de Tociuation ct'^ss 1^ m ^tant prei^er ou uoO]^. 
et faisous: 



m~ 



Geld pos<^^ en formaut le produit: 

f^ sera conun^ vous voyez uue fonction entiere de Xm Maiatenaüt si Tou 
(lesigtie par or^t jr,^ • • • . a\u les racines de T^quation j^= 0^ la fono- 

tioti iraiiscoudunte 

^ (ar— a; jR" 

<iu — <C I , et a une cfuaiititc' quelconque, aura la propriet^ siurante: 

C ^taut uue oonstante« et 

les valeurs^ que prendront respectivement los foiix)tIozis 

tu 6crJvaul^ siinpleroent a au lieu de jr. 

ßieii n'est plus facile que la demonstration de oe theoreme« Je le 
«iuimerai dans im de mes m6moires prochains dans le jourual de Mr« 
t>elle. ün. corollairo bieii remarquable du th^oreme pr^cÄIent est le 
Huivant« 

--^, ou r est uue fonction quelconque on- 

tiöre de x, dont le degrc est moindre que — .v — 1, ou v est le degi-e de 
R, la fonction «(jp) est teile que 

Si par exemple /7i = 2, /2=1, v=:4, on aura '• = 1» donc 

,'njr)=y~- et cT(jrJ + 0(.r,) + ^. ^(^. > = T. 

C est U' cas des fouctions («Uiptiques de la proniiere espoc« 
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Les belies appUcatlons que vous avez donne des fonctions clUpil- 
ques a rintegratioii des formules düFerentielles , m'ont engage ä conskte-- 
rep un probl^nie tres gen^ral u cet ^gard^ savoir: 

Exprimer, s'il est possible, iine integrale de lä forme fydxy ou \ 
est iine foncaon algebrique quelconque par des fonctions algebriqiies ^ 1<>- 
garitbmiques et elliptiques de la maniere swante: 

fydx =s 

fonct. algeb. de [jr, logt/,, logr^a, log 1/3, . • • • Tli(z^)y n^C^a), n3(^), ..•.!> 
t^ii *^a> ^3> • • • • ^i> ^y «3> • • • • ^tant des fonctions algebriqiies de x les 
plus g^nerales possibles, etlli, H,, H^ etc. d^ignant des fonctions elKpti- 
ques quelconques en nombre fini, J'ai fait le premier pas yers la Solu- 
tion de ce Probleme, en demontrant le th^remö suivant: 

„S'il est possible d'exprimer fyda: oomme ou vient de le dire, 
on pourra toujours donner ä son expression la forme suivante: 
/ydxz=zt +Alogt,+-4,logt,+. ...+B, U,(yO +B. n.(y^ +B3 n,(y,) +• • • •, 
ou /, ^1, (a, • • • • yxy >"«, y$^ • • m • sont toutes des fonctions rationuel* 
les de X et ::;; mais en conservant h la fonction y toute sa g^n^ralite,- 
j'ai 6te arret^ 1^ par des difficultes qui surpassent mes forces et que je 
ne yaincrai jamais« Je me suis donc content^ de quelques cas particuliers, 

surtout de celui ou y est de la forme 9^9 r et £ ^tant deux fonctions 

rationnelles qudconques de x. Cela est d^ja tr^s g^n^L J'ai reconnu 

yr^ sous cette forme: 

. • . . + B, n, (y + B, n, (y . ) + B3 n 3 (y 3 ) + . . . . 
ou toutes les quautit^s yi^ yt^ y^y • • • • py p\ p'*y . • . • sont des fonc- 
tions rationnelles de la variable jr," 

J'ai demontr^ ce th^oreme dans le memoire sur les fonctions elli[>« 
tiques qui ra etre imprim^ dans le Journal de Mr. Grelle. II m'a e;t^ 
extremement utile pour donner la g^^ralit^ la plus grande possible ii la 
th^orie de la tranrfonqation« Savoir, j'ai non seulement compar^ entre 
dies deux fonofions, mais un nombre quelconque de fonctions« Je suis 
conduit ä ce r^sultat remarquable: 

Si Ton a entre un nombre quelconque de fonctions elV'j^itiques des 
trois esp^es avec les modules Cy c'^ c"y c'"^ • « • • une relaldon quelcou« 
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que de la forme: 

oTi x^j x^y Xsy • • • • x^ Soul des Tariables liees eutre dleB par im nombre 
qiieloanqiie d'cquafionft alg^Mques^ et v uoa ex|>re6iioii alg^riqntt et \o^ 
{^rithmiqiie: les modides c\ c'\ c''\ • « • • doivept 6tre tels ^i'oii piiia99 
satisfaire aux ^quatioüis; 

eil mettant pour x^, x'^y x''*y . . . • des ibncüonsrajltoiinelles de x; 
a\ a'\ • • • • ^tant des constantes« Ce th^reme reduit la fh^rie g&nl^ 
rale des foncHons ell^iques A oeDe de la transfcrroation d'une fonodon 
eu une autre, 

No soyez pas (ach^^ Monsieur ^ <}lie j'ai os^ rous pr^s^otter eooore 
ime fois qucicpies unea de mos diHXHivertes. Si Tons me permetterez de 
vous ^crire^ je d^sirerois bian de rous commutiiquer un bon nombre d'aii« 
tres^ tant sur les fonctions elUptiques et les fimetions plus g^i^rales^ que 
sur la theorle des ^quatiom algebriques« ;l'€a '^ assez faeü^eux de trou« 
ver une r^gle süre li Taido de laquelle on pourra reconnoitre si ime ^?qua- 
tion quelconque propos^e est resoluble a raido de radicaux ou non« 
l'n corollaire de ma theorio fait voir quo gcaieralement il est impos« 
"ifhle de r&oudre les ^quations supericures au (jiiatrieme degre« 

Agreez ete. 
riu^stiania. le 25. Norembrc 1828. 




Bmurktmgm ub^r du Osrvm <!«# hiirze^iUn P^rimeUra M\if fcrummen FUiehtn. ^J 

•7. 

Bemerkiing«» übei^ 1^ im- 6. Hefte des 5. Bandes dieses 
Journals unter Nr, 22. enthahene Auflösung der Aui%abe 

Ni% 8. Band 3. Heft 1. Seite 99. 

(Von eiDem AbotiA^nttfii des ioi 



XJfie Gleidbimg^ welche S. 301. aufgestellt ist^ nSmfiefa« 
^htj "^wd )oPWi l&i ^ -^ seinen V/erth r(^*+^^^) setzt; 



Oa nun 



B^ "^^ 



« « ■ ^ I SC •-rr — .: — r:- — ■ — — — • — 



und 
also 






80 giebt die zuletzt genannte Gleichung: 
oder, wenn mau die Noiuiop wegschafft: 

CrellrV) Journal d. M. Tl. Bd. I. nO. 11 



B2 7. BemerlmTtgeH über die CurVm des kiimesien Perimeien mtf krummen Rüchen. 
oder ^ 

oder eudlicb: 

Diese Gleichung besteht^ \yie man sieht^ aus drei Factoren; aber die Fao- 
toren (p = und 3^=^P ^^^ ^^ keine8^eges5 welche die vollstündige 
Lösung der Aufgabe geben j dies^ geschieht vielmehr nur durch die DiflFeren- 
tial- Gleichung 2tor Ordnung: 

('•)■ *[?l^-»(if)l^-(^pl-;-»■(^f)]+(^+lf)*= »• 

Wenn die gegebene Fläche eine Ebene ist^ so hat man ^^^^9 da« 
Ijier (^]== 1 und (5^) =^ 0; d^im verwandelt sich die letzte Gleichukig in f 



deren zweiter Theil liichts Anderes ist^ als der Ausdruck für denKrSmmungsra-' 
^ius in Polar<»Coordinaten (s und ^//)• Die Gleichung giebt also, wie es auch sein 
mufii, die Curve dereh Krümmungsradius constant (= /2)ist9 d. i. den Kreis« 
Wenn aber die gegebene Flüche weder eben, noch abwiclcelbar ist, 

so ist im AHgemeinen Vg^ nicht gleich Null; und die Gleichung (A.) 

de ds 

wird durch -g— =0 nicht befriedigt; daher ist ^ = kein par- 

Hiciilaires erstes Integral ders^en, und folglich ist auch .f=^Const. kein 
zweites Integral, Dahw 

kann mau im Allgemeinen nicht behaupten, dals die in Rede stehende 

Cürve des kürzesten Perimeters die Eigenschaft habe, dals alle Pimcta 

ihres Umrings gleich weit von einem Puiicte der Fläclie entfernt sind. 

So weit die Berichtigung, — Was die oben erwähnten Resultate 

betrifftt, so fand ich 

Istcns, wie es S. 299, angegeben ist^ hcosi =^ R: 

2tens, wenn man in irgend einem Piuicte der Ciutc eine Normale 

zu der krummen Fisiche errichtet und diu*ch diese Normale und die Tan* 

jjrnte dor Ciirvo in demselben Pimcte eine Ebojic legt, so schneidet dies^ 

Khene die Fliiche in einer Curve, deren Krümmungsradius ^, multiplirirt 
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nnt de^ siu/^ nacb dem foekaimteu Satze ^ gl^h R sein rxxoXs. Eliminirt 

man nun ZTnßdieii A.cos/ss JR ond ^8iii/ = R das i^ so erbalt msoi: 

l'_ J ^ 

d. i. die Differaiz der fnversen Quadrate der KrUmmuDgsradien der Fläche^ 
v<m depen der eine in dar Osculatioiisrv» Ebene ^ der andere aber in derje* 
nigenTangential-Eb«i6;4^CurveUegt^ die dnrdi die Normale der Flache 
geht^ ist eine constante Größte. 

3teiis, wenn man eine abwickelbare Fläche {beschreibt ^ welche eine 
andere Flüche in einer bestimmten Linie berührt^ kodann jene umschrie« 
bene Flache in eine Ebene ausbreitet^ so bildet die Linie ^ hi welcher dir 
Berührung statt ftind, eine gewisse ebene Cin*re» Nennt man die recht- 
winkligen Coordinaten im lUume jt, y^ Zy uaO in der (abgewickelten) Ebene 
Uy t, so hat man ( aufser den Olcichimgen die 2swis€hen Xj y , i; als Goor<« 
dinaten der Fläche und Curve im Raiune Statt finden) zwischen den Grö« 
(sen Ty Yp Zy t und Uy imter andei, f^' Gleichimg; 



Nun ist aber für die Curre des kürzesten Perimet»s 

('+If") 






daher . ...vi öx^l+p^+y*)- ;. ^ 



h 



a»w > 



d.J. der Krümmungsradius der ebenen Curve Ist constant, und folgUdi diese 
Curve ein Kreis. Also« 

„Wenn man die Curvo des kürzesten Perimeters von der 
gegebenen krumment Fluche vermittelst einer develop* 
pabeln Flache abwickelt^ so bildet si6 einen Kreis." 
Dies nun ist die characteristische EigenschdSt der Curven des kürzesten Peri« 
meters. — Be^rwworten mtJs ich noc*i den Fall, dafit Jemand die Formel (i9«) 
in einem Lehrbuche nachschlüge, sie da nur für devdoppabele Flachen herge- 
leitet fände, und daraus den Schluls zöge, d^ sie nicht auf alle krumme Flas- 
chen, wie hier geschehen, angewendet werden könne« Sie gilt aber in der 
That für alleFUichen. In Lacrois: TraiU du calc. diff. et int. sec. ^d. T. I. 
p. 648. findet man diese Formel für develq)pabele Flüchen, und p. 649. die 

Bjemerkung, dals sie allgemein gültig sei. 

— -_.---_— 1 1 » 



64 Ä' €ttau9eny Auflösung zweier sphänsch^frigonometrLicher AtiflgmbwHm^ 

S: 

Ai^ilösung i&weier Aufgabeir aus der sphäüischen 

Trigonometrie; 

(Von Heirm Th^ Claustn zu Miiadheo.') 



Beweis des ron H^rrn Steiuer im IL Bd. p« 9& dieses 

Jo^niwts gegebenen }2ten Lehrsatres« 

!• J^e drei Seitei^ j/y /^^ /^^ eines sphärischen Dreiecks sind gegeben;^ 
ican rerfongt die Or^&e des dem Dreiecke umschriebenen Kreises« 

Man enric|if^N.«tis- 4len BfRleii der . Seüteo /' und /^' senkrechte Bo-» 
gen, die sich in deni;;iP\mo!te J' «ohneidfn,. so ist P der Fol des gesuchten 
KreTseSc Der von dem PuncteP bis an £e der Seite / gegeniiberliegende 
M iiikolspife^e befübriiielMWe Bogen sei =»=>(; der Winkel «wiscÜeb iktn und 
der Beite If sei ^ vad arwischen der Seite 7", ^'<. Setzt man den der 
Seite / gegeniiberfi^genden WTiikd des gegebenen Dreteclu s:ss a^ so ist: 
c = 4)' -}" ^'^* ^ ^^ beiden kleinen rechtwinkligen Dreiecken hat man t 

^ tangJ/^Äs cos^"tang^,. 

Äddiri und snbtrahirt man diese beiden Gleichungen^ and berScksichHgt 



die bekannten trigonometriscfa^i Relationen^ so »gi€l>t sieht 

— ^_ ^ ; = 2cosiaoosi-_JL.tange^ 

Die Svmn^diir i^tdrate dlcrter beidM^^fr ^ ^ 

Bekanntlich istr ^ .. . • 

VI« /== ebft o sio /' siä/v]-^ cos /' oo» r' == co^ . '— /.«H^s^'rH^^M^''-^"^" .-«»i^ ■ » 

Subir&luct i^jbi' fllh<|i i<ii#' d<7 idcirtischcB Qeiphyjc(g: 

80 folgt: 
- 'Ja 



Sufetstidiirt msät (2.muI3.) in (1.)» so ergiebt:^«B: 

taiig^ SS" ~- ~ — ■ — * 



? 8,n|^— j— JMn^ .__j„„^__ jsin^ ^ 1 

uttd IiSerau8: 

- ' " 4 9in I /* sin J V» si n 'i ■■''* 









4 vs 



'i^. Es 'seien die drei Winkel eines spliari^^hen Dro:ecks, /r, p'^ ö% 
man sÄicht die GpöD^e des in dem Dreiecke beschriebenen Kreises. 

Maii'halbire die beiden Winkd a^ und »o^cänrok Bc^gvn, die sieb u«^ 
de^ PuncteQ. schneiden. Der^iTyn^C^-^iSiiU^ :dQJta\>iti%eb d^ gAgei^^ei^ 
b'egisiide Seite. /^' .|^efSttti»* aeuk«eclite ßogen eei «r, dessen Endpimct die 
Seite in di^^ beidl*fli Theile.9 miAift/rtfaeiiiiw Ks ist laitur dieisen >'^au)i«* 

MtzuQgen^ 

cot JflT = sinü cotCp 

«ot4 fl?' av«-sifi6' cb*v^ 
TT^fftW^-man ü!uro& «Additioniuiid SiibtraOti^ii;i;<^b{ttf^ 

Sie Summe der Quadrate dieser T)dKlei]k^ Gl^schungen ist: 



»• • • 



Femr** hat man: 

cosö'' =x coil/^^sinc sotd' — cosiarcosa' 

ÄS -^ rxxs } /"*cos (tf '-f a) ~ sin | /''" cos (a'~ ü';, 



7. 



tm 8. Clausen, jiujlösung zwner ^pnärisch -tn^onijmeififo/ter ^uJgMtu 

co8^ 2 ' — /cos^^ j2- — 1 = eosi/ smö8i0O% 

COS ^ — 2_J -j COS \' 2 / ^^ — **" ^ ®^" ^ *"^ ' 

Nach Substitution der Glejchimgen (5« und 6.) in die Gleicliuug ^4« 
erhalt man: 

4 cos j a^ cos I fl'* CO» J a"* 



COtö** 



//v > 



-COS t-^^^-J^^J cos ^ ^2 / '^' V ^y "''' ^2 ) 

iiü4 Iiierduroht 
»ino* = 

-^^n 2 ) ^^^ V ^2 ) ^^^ l 2 ) -^"' \-^ — ) 

* _ 

«^CÜS-+C0S^+C0Sy^^— CC»2+C08^+COSyj^COS2~COS2-+COSyj^^^^ 



COSÖ** 



Ir./* #.ft«Xr.//* 



4 coj i a* cosjfg^ cosyQ 



|C08~ +C08 j + COSyj^— COS^ + COiT^ + COSyj^COS^— cos- +C0Syj^C0S2 +C08y— COSyj 

Es ist kaum nöthig zu bemerken^ dab ^ und r die sphiirischen Ra- 
dien der gesuchten kldnen^ auf der Kugel beschriebeneu Kreise sind» 

3« Die Gleichmigen fiir die GrdJse des umschriebenen Kreises 
lülst sich durch die Winkel des Dreiecks folgendermafsea ausdrückeiu 
Durch die Gleichung (6.) hat man : 

, .,. '< 2 )^^^^ — r-J 

* sio a Sil) u' 
rolgliofa auch: ( a + a'-.a" \ /-«^-a'+a^X 

00» 1/ as . „ . 

* UDa''8iDa 

. ,. ~co.(-^:-) oos(-- 3^ -") 

Verbindet man diese letztere mit der Gleichung (2.) und substitntrt sie 
mit den beiden ersten zuglddb in (l.)f ^^ folgt: 

/a+o'-f an 
-cos^ ^^^ ) 

cos ^-itni j:_ j CO. ( — j:- j cos (^^p-^) 
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4, Eben so findet man für den in dem Dreiecke beschriebenen 
Kreis, weim die Seiten gegeben sind, mittelst der Gleichungen (3.): 

sin/' «in Z" 



sinla* — .:„ V .,» w/ ~~> 






sinjö" = - . -^^ . , , 

* ■ sin /" 8U» / ' 



oosja"* 






sin/ sin/' 

und endlich aus (50: 

9. oot<r« = \ -« / 



5« Setzt man die Spitze eines dreiseitigen Körper- Ecks in den 
Mittelpunct einer Kugel^ so bildet der Durdhsohnitt der drd, das Eck bil« 

• • • 

denden Ebenen^ mit der Kugelflache ein sphärisches Dreieck , dessen Sei« 
ten den Winkehi der Kanten , und dessen Winkd den Flächen wiukela 
des Körper -Ecks gleich sind. Eine von der Spitze desselben durch den 
Pol des in dem sphärischen Dreiecke beschriebenen Kreises gezogcme Li- 
nie ist der geometrische Ort des Mittelpuncts aller Kugehi, die einzeln 
die drei Ebenen beriihren; und zwar ist der Halbmesser Bt einer bdiebi- 
gen derselben 9 wenn die Entfernung des Mittelpimcts von der Spitze des 
Körper -Ecks = ^^ ist, Ä» = ^^ sincr. Es sei in Beziehung auf eine zweite 
dieser Kugeln iJ« = ^a sin o* , so ist , wenn sie die erster<5 berührt ; 

folglich: 

welches, wenn die Gleichung (7«) oder (9«) substituirt wird, die von Hrn« 
Steiner gegebene Formel ist« 



^;8 * 8» Cl^iUSeUf jiuflosung z^ticier sjyhärisck'^tr^^nomtttischer ^ujß^abttu 

A«ii(»suiig der Im 2t«4i Bande diescä Jouruals p# ;96* von 

Mt*n, Steiger gegebeuea 4lea Aüfgdi>e# 

Die vx>juL Uriu Steiner ^g€J>eQe Auj(gabe isjk niU der foSgeHdea 

, y^h\ <4t^m l'infange eines Kogolscimitt« liegen die Mlttelpimcte ein« 
Rtili^ KgK'i^-i wovon jeder die anf beiden Selten liegenden, und einen aiis 
dem BreiHipuucte dies Kegelschnitts ak Mittelpimct beschrieben^! Kreis 
h^'viax^i die Relation zwischen cTen Dimensionen des Kegelschnitts uni 
il^Hi lelz<gonaunten Kreise zu finden» ' 

I« E^ sei der halbe Farameier des Kegelschnitts p^ die jExeentr»» 
dtüt e^ der Halbmesser de; auf dem Brennpunete bmdiriebenen Krdses ^^ 
die aus dem Bi^eunpuncte sdxi die Mittelpuncte zweier aufeinander folgen«- 
den der andern Kreise gezogenen Lniien r und r^^ welche mit der Ab^ 
gidenlinie die Winkd (p und ^ bilden^ so hat man; 

und die Halbmef^s^ dj^jr heiden Kreise: 

l-j*ecosy S' 1-j-ecosy/ ^ 

Die Summe dieser beiden Halbmesser bilden die Saite eines d)e« 
«en Dreiecks, in welchem <p' — (p der gegenüberstehende Winkel, und ^ 
luid r' die beiden übrigen Seiten sind. Es ist also; 

tmd nach Reduction: 

!• 5= (/i;>— 4/>^ + 2^f) + 2^^(f— /?)(cos(p'+cos(p) 
-|-(/>/?-j-2^^f^)cos^cos(p'-^/?/) sin(psiu(p^ 

Ijm cüeser Gleicluing^ eine eio&chere Gestalt zu geben, bemerke ich, dals 
man folgende: Substitutionen machen könne: 

!t cos (p = cos 9 — cos Ä, /' cos ^' 555 eos ö' — cos a, 

/ sinip = since sin 9, . t' sinv^' = sin» sin 9', 

.t srs 1 — COS^ÄCOSÖ, t' es { — COSaCOsd. 

>Iultiplicirt man also die Gleichung (L) mit / 1\ und substituirt dann diese 
Werthe, so ergiebt sich: 
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* ■ • ' ■ 

1 + { (PP — */»?+'^??)co*«^-^^?(ff--^) ^w * + (/»J'»+2*<? ff)} ooB ö' cos ö 
'-(•/»/» sina* mi9' sind« 

Setet luaa idso deji-Coeffidentcn Ton o(m9' + cos9=:0, so -wird 



cos« SS £— £ öder 



2. D . erste ^eqerVeräie t<mi cos« pebt fnr die Gldohnng (3.) : 

ü. 1 ^ ^^^Pg-g>?-f-^Pg-PP cosfl-cost<-|-siii9^smfl, 

PP 

Dw zweite Werth giei>t: 

5» i»8(ö'— 6) « 2eege-2pg+4pe-pp^ 

' PP • 



Wenn man 'die zweite Substitution anwendet, so ist f 



1 '— 

coftir 

und da cofl« zwischen den Grenzen -^t imd — 1 enthalten ist, so mnls 
^ zwisdbiw 9 mid ^^ oder misdien j^^j und oo liegen« (& versteht 

aicli irpn sd^^tj! da%^ 'änmajr ^potitiT ist.) Sie umfalst abo alle Falle, vro 
äter MR deäi%eHi^ft^ besi^riebeiie Kras den Kegdschnitt nicht sehnei. 
§ikp Dieses m fi^ isaaern Fall' hinreichend, da die Reihe da Kugehi 
nicht iil>er den SdnMfidangsponot hinaus rerlSngert yrerden kann. 

Ist mm sin« nitiht stO^ weiches nnr fBr den Fall einer Beriiluiuig 
mit dem JKegf^^finitte Statt findet, so flind;^ nnd 9 zu gleicher Zeit 0, 
«^, 2«t«ter^ imd wenn 6 dem Wertfae <P entspricht, so entsq^iricbt or-f d 
dfem ll^ertbe «+<P» woraus £e von Berro^ Steiner durch so scharbin« 
nga geometrische Betrachtungen gefondene Gleiclizeitigkoit der Gammen^ 
sinri^^iKliit «ffir alle beliebige Anfimgxpuncte der Reihe folgt. Soll niso nach 
21 UmlSufisn der (/2*|*l)te Kveis mit dem ersten •zusammenfallen, so mu& 

t. cosf^^ = 7se^Q^2QQ±*p9zzrjl 
\ n f pn 

sems Imthint 

/• f-nb[>±l^('^(v)'+.'c«(V')")]. 

-^ fana also bei dner Ellipse^ wo ^<1, nicht gröfseif als tz~ ^v^^rden, 
wdk:fae Granat für ^ der grofraa Axa gleich ist« 
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Ich füge einige spedelle^FuIle bitizu ; Ist der Kegelsohnitt eine Pa- 
^bel, odw #«: 1, so isl 

8. oosi ) = -^ — 1. 

U\ a die senlireclito Eiitfornung des Slittelpimct» des Hauptkreises vou 
eiiier geraden Linie ^ so hat voaok für diese: 



/• 



cosy 



betrachtet man also dieselbe als emen Kegolsclinitt« so wird -^ =s a, — s= 0, 
folglich ; 

9. C08(^) = ^-1. 
\ n f aa 

Dieser Fall, dafe eine Reihe Kreise, deren Mittelpuncte auf einer 
geraden Linie liegen, sicli* gegenseitig und alle einen andern Kreis berüh- 
ren können, lYird nur dadurch möglich, daCs der eine Kreis sie alle ein- 
schlieftt, und so den Übergang von der einen auf die andere Seite bildet *). 



*) Erst nachdem i!ie gegenwärtige AbhandaiDg gedruckt ist, bemerke idi, d^fs 
die in derselben enthaltenen Ausdrücke der Tangenten der Halbmesser- AyitalLel der 
in und um ein ^phärisclies Dreieck beschriebenen Kreise sich auch in meinem Lehr- 
buche der Geometrie» Berlin, bei Reimer, 182Ö— -27, Seite 916. $.747. finden. Ba 
dieses Bucli, obgleidi fast durchweg eigentbiiralich, bi^ ]^^^ noch wenig allgemein 
bekannt geworden ist, so sind die benannten Formeln gleichwoiJ ^och als neu äu ?^^^ 
trachten, und es ist gut, dafs sie hier init gelheilt wurden. Id| bitte m^t^^^ *** ver- 
ehrten Herrn Verfasser hierdurch um Verzeihung, dafs ich ihn darauf aufmerksam zu 
machen übersehen habe, und zwar um so luelir, da ich so Qben erinnert worden war 
welche sorgfältige Rücksicht Er auf etwa schon Vorhandenes zu nehmen gewohnt ist* 
Denn noch ganz kürzlich hotte Er mir in einem Briefe seinen Willen zu erkennen 
gegeben,. da& der Aufs^iiz No 33. im 4. Hefte 5. Bandes 5.383. , der inzwischen ee* 
druckt worden war, zurückgelegt werden sollte, weil die DnrMelluug desselben, wie 
Er später gefunden, schon ron Lagrange in der Mcc. anal, gegeben sei, welche Be- 
merkung des Herrn Verfassers ich zugleich liierdurcH bekannt zu machen nicht un- 
terlasse. Ich hoffe auf genei^e EntschuJdiaimg. 

Anm. d. Hera«4tg. 
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• » 

Über die Bereclinung des Näherungswerthes doppelter 

Integrale. 

(Von H^rrn Dr. Ferd. Minding ia Berlin. } 



1» JcLs sey 5 = (p(a?, y) irgend eine rationale Function von x und ^'^ron 
einem beliebig hohen Grade. Man habe /2 Werthe von jr^ die zwischen 
und ^ liegen 9 nemlichi 

a^Sy a^Sy a^nSy • . « • Qj^Sy 

eben so /w Werthe von y, alle zwischen* unrf Cy n^nlich; 

«lö^j ^iCTy Äj(r, • • • • CLj^iT» 

Das ProducffcO? — OxS • ir — a^s ^ a: -^ a^s . . . i x — a^s werde durch fxy und 

y-^ct^c .y — «aO". y — «jtr. •.. . y-rr^^m^^ durch Fy bezeichnet 



Femer sei 



^ _ d[l 4. '^^ 4- -^a 4. 
fx x^ ~ x"+* ~ ar^-t-» T • • • • 



Dividf rt man nun (p(.r, y) zuerst mit /r, do wird der Quotient einen un- 
gebrochenen und einen gebrochenen Thdl enthalten; dividirt man den 
Quotienten miiFyy so wird jeder Theil desselben wiederum in zwei andre 
zerfallen 9 so dals man erhält: 

y(^.r) _ yi(^>y) h ^ u ^ ib 

fx.Fy ~ fa;.Fy ^ Fy~ fx^^ 

oder 

z = z'^P.fx+Q.Fy^R.fx.Fyy 

wo s'(=(p4(jr, y)), Py Qy R rationale ganze Fimctionen sind. 

2. Da 7 — gr- ein achter Bruch ist, so kann z[ in Bezug auf x 

j cc . ry 

und y höchstens resp. von der Ordnung n — 1 und m — 1 scm. ßeileutei 
b irgend eine der Griilsen a^Sy a^Sy . . ^ • o^Sy imd ß irgend eine der 
Grölsen »iCTy a^t^y . • • ^ »mCy m hat die Function V die Eigenschaft, &Uft 

fiii x-^^ y = ß:«=:V wird. 

jjj^raus kann «' folgendermafeen gefimden werden: 

Man setz. . ^ ^^ Y.x +>,*•' + r,^ + . . . . r„_. x-, 

12 



' m—Um Or*- 



amd* 
Mm» «rbUIt 



WO ^7;=(p,(Ä»*,y)| L\^(p,{a^s^y)^ etc. 

Nim sind abOf 'jffp^^ ^tct cbenialls Sehte Bradie; und da al^emeia : 
^^(&, ß) SS (p(&^ ^)| go tthtiU tttaQ durob Zerlegimg: 

«fid so fort filr l/gf U^y * • • « 
Ilieraiü ergjlobt siohi 

Dies ist emö lutcrpolatiousfoi^tkiisl fw eine Fupctkm zweier verSuderKohcr 
GrölMD. 

X Mas letee IIt=±sP4^J|F^> Xs^O^i^/^t «o eriiätt m» 

Biätt bestimmt MHl yeht dte tiHnctloiieB 11^ JT und ü. Stellei» wir n 
diesem Zwedi« * dui^ti iblg^nd« Roibe vor; 

m weleher alt^^i) t 

«tt dafe, wMui ttten ttaili Potenzen Ton # imcl y yiigleich onhet, I^enrtege&l: 

um mfn fl sini pilialtoii . " "»«cht i^arf Mols mit /ar bk. z kül cKv^- 
tvj imd den g«^iio< IiRnen lliöil üos Quotient«! ^^egzulaaseiu Auf ^fose Weise 
whjat man, imlicm maiV steh tfe»« *>>««» w««be«on Reihe för jr- bedient; 



s 



4 



)rdnef man h'tet^itf s ireÄbh iSitt^nWU voa ^, V> dafe : 

a i= ^ 4- .T, 5^ + jr,3r* 4 » U 1 r^.' y' + . ► '^ 
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und Aridvt mit Fy, bo eriiält man: 

Um mm Jt sa mbalteo^ braudlit man nur eine dieser Reihen, z. Br 
n^ noch mit Fy za dividiren« Za deom Ende sei Tlf nach y geordnet: 

n^ir.+u,y+T,y^ + .... + ir,y^.... 

wo 

Man «vhSIt «bnn durdi IKvidonr 

Aw n tad K lassen acb P und Q eilialten. Bezekdinet man die 
TersduedoMn Wflrthe ywn U, wdche aum erfaSit^ van jr aes «^o*, et. f ;^: »« . 
... «„dr gesetzt wird, der Reihe nM& mit Hi, I^ I^, • • . •> so ist ..«';: 
P_ n, , nl , . . Um 

Auf IThnlieht Weise findet sieb: 

Q JTf I JT» - ff ^n 

4« SoD nun das Integral Jfzdxdy zwischen den Grenzen und ^^ 
und <r m Bezug auf x und y näherungsweise gefunden werden^ so sub« 
stituire man demselben das bitegral ffz* dxdy, und derFeUter E wnrd sein : 
£ SS ffPfxdxdy±/fQFydxdy+f/RfxFydxdy, oder auek 
E ^fßlfxdxdy:^ffKFydxdy^ffRfxFydxdy^ 

Um nun den Fehler mögliclist zu verringern, nehmen wir, nach äem 
Aufsatze des Hrn. Prof. Jacob i im ersten Bande dieses Journals p* 301.: 



n-f l.n + 2....2rt dar" • * •' m-fTTTTTIrö dy* * 

durch welche Annahme man erhält: 

f'Jxdx = 0, f^xfxdx = 0, .... flaT-^fxdx ä= Of 
imd, zwisdien denselben Gnm2<^n: 



Es sei nun 

/ -JT"" :=s/v^, / if-r--^ ~ ^= ^^or. \u s. f.. 
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SO erbalt man- den Nähcrungswerth des Integrals ffzda^dy: 
Jfz'dxdy r= '^T.r'j^'cpa,^, (5f,(7-f- ^^^<p ff,j, «.(T + . . . . 4. ^»«(Pfl^^^^ 

+ Sfr.r''{^'(pa^s, »,(r + ('(pa^^s^ <»a<x + • • - • 4- f*" ^^«^, ««er} 

5. Man hat, vermöge dj^-t^J^en gegelnhieu Ausdrucks filr P 

IMbn be2ieiofaki6 den Wcrth, den i^^ wlaogt, wenn ypsza^a gesetzt wird, 
durdb rjl^ -80 erhält man: 

Nun ist alier die Summe <r^' F*. -f- ^'^F^ + - ?" K) offenbar der Nä- 

heruBgswerdi des Iiitegrttls y^ J^^ ef^, nach der G auf si sehen M(>;tlutdc mit 

•R Ordinalen berechnet^ welchen >vir mit JT« bezeichnen. Auf gleicht; 

Weise wird unter J,',^., der Nahenmgs werth von // J'g,j., rfv verstanden. 

d. i. ^e äummc: 

c (fTi„+. -I .^" r'„+. + .*.. + f" Hh-.) , u. s. f. 
Hieraus folgt: 

Ganz laiuf dieselbe Weise ergiebt sich, wenn man die Näl]enmgs>rerthe der 
Jntegniß /^ X^ d X mit /lOrdinaten berechnet, durch X'^ bezeichnet: 

f/Q Fydxdy^m. <r"- ' {X'„, 35. + X;„^., (/?, ^i^ ,r + ß.) -f . . . .t , 

• WO /If d>eii so von m al)häugt, wie vorhin N >-on /2. 
Fei'ncr ist 

wenu man den, go]}a»^cn AVerth des Integrals f^Yfi^y ro5 V fiy *^^^ ^^^ 
ron f^X^dx mit |^ hezeichnet. 

Hierdurch erhiilt man, indem man R eliminirt, für en Fehler fol- 
genden Ausdruck: 
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Da 111 dem Ausdracke des Fehlers £ alle Coefllcienten O^j venohwimden 
siud, deren Indices (i und y resp« kleiner ^raren^ als 2/i und 27»^ und' dd 
solcher CoeiBdenten^ ^^^(o) ^^ Gm— l) ^^'*> überhaupt 4 /im sbid^'so 

hab^i wir duroh die Wahl der yortheilhafjtesten Werthe def Ck>or4in$^tei^ 
die 4/1771 ersten Glieder delr Reihe z erschopih 

Soll die Integration von JJzdxdy zuerst zwischen TerSndwlidieu 
Grenzen geschehen , sa lassen sich diese sdir leicht auf constantis zurück«» 
j'^'M-en. Deim wenn zuerst Tön ys=:?«bisy = orzu integriren nit (wo * 
Ulli! « rimcuO*>wi von x sind)^ so setze mau: y = w-f*(^ — ^^y wodurch 
das gegebene Integral übergebt in: JJz.it — tc.dxdu. welches in B^ng 
auf u zwischen . den fjrenzen und 1 zu nehmen ist. 

Um die S «"ftuchbarkeit der vorstehenden Methode zu prüfen , be- 

rechnete ich das lutegral: JJdxdy ^^^^^ "^ zwischen ^e«i i<3rrenzei4 

3Ps=y = l, « = y = 10h Ich fand klierst durch Almahmer zweier Wertho 
von X und von y den Werth: 231,1 j durch drei Werthe von bÄf und y 
237,3; dm*ch 4 Weithe: 236,4, Durch virkliche Integration ab^ feiil 

* 

ich: 236,3. 



vp 



m » ■ 
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10. 

Beweis des Satze» No. 68. 2. Band, 4. Heft, S. 395. 

dieses Journals. 

(Von dem Herrn Ingeoienr Fr. Lleüt. v« Renthe zu Berlin.) 



Liek^Mts. Wenn drei Krdae rem gegebenen Halbmeaieni & einer imd 
diEMelbett Ebene legen^ nndron einer und deonelben g^mden Linie b^^ohrt 
%wie% <md A beaeicteiet den Fiädiea-Iiihdt des geradlinigen Dreiedu» 
in tosen Edken die Afifte^puncte der drei Krebe fiegen^ 9' hfaigegen den 
F1Scheit<*Inlialt des O^efdur, in dessen Ecken die Mittelpunote der drei 
Kreise dann liegen^ wenn sie in Teründerter Lage dfne beliebige Coordi« 
naten^Axe dar x^ Ik^l^hren, vidireud- Ihre Mitte^tmc^ in deriidben Eut- 
femmig VfMi der auf dieser Ijce seokMitibteD Arne der y bWben^ wie sni- 
vpri f^ endCch den FliiGiienr-fahalt den Ifceiet&s^ in doBM» Seken ^e 
Mittei|Mioli 4sr dsei Kreiib Kegan^ wenn laa wisdfer ikt>MiMhi«er Lage 
^ Coordinatok-Axe der y berohren^ wShrend Oire Bfittdl^unote in <gtai« 
eher Entfernung wie in der ersten Lage van der Axe der x üjod^ so ist: 

A* sss ^« + i"^ 

Beweis« Es seien r, r^, r" £e Halbmesser der gegeben»i^ dte 
gerade Linie ^B (Taf. L Fig. 10.) in o^ &^ o'^ berfihrenden KreiM^ ai de- 
ren Sfittelpuncten a, bj e die seukrec^|jtai.(iQordniaten jr^ y; a/, y's x'\ y'* 
gdiSren, und ü'^ b'^ c* und o^^^ b'\ c^' £e Mittdpnnete der drei gegd^ 
nen Kireise in der verSnderten Lage g^^i die Axqu der x und der ^ ; 
femer werden die Seiten der drei Dreiecke^ deren Ecken in den Mittel- 
j>iiuoten der Kreise liegen ^ durcb d^ am entgegengesetssten Scbätdl sfe-> 
licnden Buchstaben benannt* 

Nadi der Mig«tioiniD«nai BeKeidmung ist: 

«"• s= (P -. r'O* + (y' — V" ' , 
fhher 

a'* + «''•—«• = 'Kr' — r")* sss 2rf». 



.10. V. Rentht, Btwtis d*a SaUes JVo,i66. 2 Band, 4. Htft, 5.39ö. 97 

Eb^i SO 

Ä^ + Ä"«— Ä» SS 2(r— r'O» =s 2rf'*, 



r~r"+r'— r =a r^-^r". 



dfJ^d" =3t rf. 



//« 



Ferner 

txler 

£ndiebfa 

(BO ^(a** — rf^ -f /•(c'*— O Ä /•(6'» — d'% 
und (C.) /-y— rf*)+»r(c'^— O = /"(i'"— rf"), 

Durch Wegschaffen dpr, Wurzelzeidh^i ärhillt mim ans (^O- 
2 «•**+ 5 a V+ 2 i V— c*— A*— c*+ 2«<^d'»+ 2 rf*rf"*— 2 rf"rf''*— d'— d'*— d 
= 2 o«(<f'»+ rf''*— <^) + 2 *•(</•+ d"*-^d'^ + 2c*(<i*H- d'*— d''»), 

oder 

4Zi* = — a*d'i" + Ä« drf'' + c«rf</'; 

Alis (/?.) und (C): 

43'* = — a'*d'd"-\- b'*dd"^ c'*dd\ 

4 ^"* s= -^ «"• rf' rf^ + b"* dd" 4- «"• rf d'; 
daher 

»= 2(rf'+d"— d)dd'd" =^0, 
also 

Berlin, <W 28. MSrz 1830. 



■p 
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:^H H. SeKtefefp Bewehr' rinißc, geometrheh^ Saii^^ 

11. 

Beweise eipiger geometrischen Sätze. 

(Von Herra Th. Scheerer, Stud. inalh;) 

♦. X^elirsatz. Jede Ebene welche durch die Mittelpuncte zweier ge- 
genüberstehender Kanten eines beliebigen Tetraeders gelegt wirdj halbitt 
dasselbe. (G e r g o n n e ' s Annalen.) 

Beweis. ^BCD (Taf. I. Fig. 11.) sei em beliebiges Tetraeder, E 
:üid F seien die S'Ctteu zweier gn^euuuers..enender Kaum. Legt man 
lurcli die Xante AD und den Pnnct E eine Ebene, so wird, wdiasie durch 
len Schatel A geht, und die Grundfläche BCD halbirt^ das Tetrader 
Jurch dieselbe in wei Hälften getheilt: 

1. ACDE = ABDE ■=. \ABCD, 
Wird ^ne Ebene d urdi den Punct F und die Kaute BC gelegt, ' so ist aus dem- 
selben Grunde: 2. BCDF =t Al/Vl ■■=^\ABCD, 
ins (1. und 2.) folgt: 3. ACDE s= ABCF. 

Da aber ACDE und ABCF das Tetraeder ACEF gemem haben, so er- 
giebt sich aus (3.): 4, CDEF =: ABTI' 

fetzt lege man t»ue belid>ige Ebene EGFH durch iv and F, und flillc 
aus den vier Ecken des Tetraeders die vier Lothe.o, b, c und d auf die- 
selbe, so ist: c X EFH-{-d X EFH = CDEF, 

b X EFG 4- <? X EFG = ADEF, 
<uid deshalb nach (4.): 

5. (ff + «0 EFH = (Ä + c)EFG. 
Ott die Ebene EGFH die Kanten AD und BC in der ÜHitte' schneidet, 
iHid die Neigungswinkel dieser Kanten unterhalb und oberhalb j&ner Ebene^ 
gl^h sind, so ist a = c und dz=ibj woraus folgt : 

6. EFH = EFG, 
7. dX EFH — bX EFGy 
8. DEFH = JEFG. 
Sw» (1. und8.y aber folgt: 

9. ACHEGF = BBHEGF. 
n. Lehrsatz. Zieht man in einem convexen FieJIech alte, mog^ 
'ichen Diagonalen , und verlängert alle Seiten , dafs alle diese Geraden 
'inuttfler wo möglich paarweise' ^ehneiden: so entstehen^ im Allgemeinen y 



\ 
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innerhalb .des Vielecks gerade halb so viele Durchschnittspuncte als au* 
Jserhalby z.B. beim Zwanzigeck innerhalb 4845, aujserhalb 9690, (Ge- 
genw. Journal, Band III. Heft 2. S.209.) 

Beweis. Bei einem beliebigen /^Eck werden, bei Yerlangerung 
der Sorten und Diagonalen, im Allgemeinen nur solche Durchs€faiiitt8«)unoie 
.ent»|eh«rt, die von zwei Geraden. gebildet werden« Nun kann man be« 
kanntlich durcb vier Puncte iSechs G^*ade legen, und diese selmeidw sich 
paarweise in drei Puncteqi von denen einer mnerbalb und zwei auJGserhalb 
der beiden Puncte liegen. Zu Je vier Ecken eines n Ecks werden also 
ebenfalls ein Durchschnittspiinct in dorn Polygon, und zwei aufserhalb des- 
selben gehören. So viel mal, wie man ako vier verschiedene Ecken zu- 
sammenstellen kann, so viel Dur^Iiticiinitt^püncte . «ru es innerhalb, und 
noch einmal so viel auC^ei*iialb geben« Es lassen aber n Elemente, zu vie* 

r«i geordnet v erbunden, — — ^"äü"* vftrsc hiedeiie V«fcmdun- 

gen TW. Daher giebt es " j- "~ 4 ' "" Durcbsohuittspuncteim »Ecke, 

u,ij 2X "^"~|'^»~^^4"~^^ aufserhalb desselben, ßekn Zwanzigeck würden 
dies z. B. iuneriiaib ?liM.'ijiZ=:484r), uiul aulserlwlb 2 X ^5^^=9690 sein. 

ni. Aufgabe. Drei in einer Ecke zusammenstoßende Seiten^ 
kanten ein^r dreiseitigen Pyramide sind gegeben: man soll die der Ecke 
gegenüberliegende Seitenjlüche so bestimrhen, dafs der Inhalt der Pyramide 
ein Maximum sei. (Gegenw. Journal, BandV. lieft. 3. Seite 318«) 

Auflösung« Da die Grölse einer dreiseitigen Pyramide von ihrer 
Gruudfläghe imd Höhe abhängig ist, so werden die drei gegebenen Kon- 
ten nothwendig so zusammengefügt werden müssen, dafs die mögliehst 
gröfete Grundfläclie und Höhe entsteh<»t. Dies vnnl aber nur dann dev 
Fall seln^ wenn zwei Kanten auf einander senkrecht stehen, und die dritte 
auf beiden senkrecht ist. Denn sobald die dritte Kante iln't deji andern 
keuie rechte Winkel mehi: bildet, ist die Höhe, imd sobald <iie beiden übrigen 
Kanten nicht mehr senkrecht zu dnander sind, £e Gnmdiliiche kleiner als 
vorher. Sind n, &, c die drei gegebenen Kanten, so miilste also, für das 
Maximum des aus ihnen zusamraenge fügten Tetraeders, nach emem bekann- 
ten Lehrsätze, die gegenüberliegende Flache = 2V^(ö* A'-^- a^r^-^^ Ä*c*) sein *), 

^) Die neiuliche Auflösung Ist auch von dein iiogeneDuten Herm Verfasser des 
Atifi ^Atzes Nr. 7. in diesem Jouriml gefunden, und dem Herausgeber fast zd derselben 
Zeit mitgetht^ilt worden, uls er die gegenwärtige erhieft. Antn d. Üerausg. 

■ ■ ■ 13^ 
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12. 

Theorömes et pröbl^mes sur les noraibres. 

II II I — *— 1— *1*Mi II I I 

JLh^ordme 1» Si n est un nombre premier, les sommes des nombres 
li 3^ 3^ 4 • • # • A — ty pris deux i deux^ yuatre a fuatre^ six ä six etc. 
et divisies pär n, laissent un nombre Sgal de fois les restes ly 2, 3 • « • 

• • • n — 1, et le restes une fois de pluss et les sommes des mSmes nom* 
bres 1, 2, 3, 4, • ♦ • . /i-— 1^ pris trois ä troisy cing h cinfy sept ä sept etc. 
et divisdes par n, Inissent ericore les restes 1^ 2^ 3 • • • • /i — 1 un nombre 
egal de fois, mais le reste une fois de moins. 

Demonstration. Soit « une des racines imafoi^aires de requatiou 

on sait €fM les /z — i racines de Tequation 

2. a?^* + ir^* + Jc^"^ + ....+ l = 
sont a, a% 9l\ . . • . $6''^^ et que les coefificiens de re<(uation (^.)y expri- 
m^ par ses radnes,^ scmt: 

« + *• + *'+•• +ö^"^* = — 1, 

Si dans oes ^quations on fiut les prodiiits des racines , les ex])L'essions des 
pnissances de u seront les sommes des nombres 1^2^ 3 . » . . n — 1 
deux A deux^ trois a trois^ qiiatre h qiiatre eto« Mais puiscpie 0^"=: 1, ces 
produüs se r^uiront aux puhsances ay a% of?y • • • • «'^V «** ss 1 ; donc 
ces puissances se pr^enteront plusiemm fois^ oussitdt que les exposans.sur- 
passent 7z# Hais toutes les sommes de ces prodüits <5tant d^ quantit^ 
reelles et entieres^ il faiit qu'elles contienneut les puissances (t, a% a^ • • . 

• . • a""* un memo nomfcre de fois; car «I quelques mos des puissane^-i 
ny etoient pas^ il y entrerok des quantites imagijuaires^ ou au moins irra- 
^nnolles^ qui ne pourroient etre detruites par d'autres: d<mo il £aut que 
les ^quations (3.) aient la forme: 

/ « + **+»^+ •••• + *''~* = — U 
• U(a + a^ + «^+*-. + a"-*) + ^ — i = — 1. 
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ou p^ f . . . • sont des noBübre» cai^iefs^;; )0t cda hit TOir que b division 
des soimnes l+^> 1 + 3, • • # • 24-3, • • • « par n donnßftfi von n^&me 
nombre de fois les teste» 1, 2, 3, « • » • n — 1 et le teste une fois de 
plus; la dudsion des sömmes lr+ 2 + 3, t +-2 + 4^ • • • • 2 + 3 4*^5 • • ^* 
par n doiinera im mSme nombre de fois les restes 1, 2, 3 « • • • /t~-l 
et le reste une fois de meins eto. 

Theoreme II. Si n est un nombre premiePy les coejß^iiJ^ 6>» 
nomiauj^ (/n^--l)^y (n — 1)3, (n — t)setCm Stant divisSes par n, laissent -*-l 
pour rc^tes/et'ceuX'Ci: (n — •l)o'5 (/x-*-!)«, (/i- — 1)4, • • • • ^tant iivU 
s4es par n , laiseent ^ 1 pöwr restes^ 

D(^monstration 1« Les nomhros des termes u gauche dans les 
^uatioiis (3.; sont (/z — IX, (n — 2),, (ji — 3)3, .••• Mais ea vertu des 
eqiiatioDs (4.) elles pourront toujours etre r<Sduites a : 

< vXl +« + «• + «'+•••• + «''"') -hl =5+1, 
• %(l+a + «»-f«'+^.... + Ä^*)~l c=s —1, 



dont chacune n*a (jpie n fermes, apnk avoir altemativeiiient snpprim^oii 
ajout<$ im seiä terme ; dwic U^aut qii# (/f ^— 1)^ + 1, (n — 1). — 1, (/i — 1)3 — 1 • 
{n — 1)4 + 1 etc. soient divisibles par /i. 

Demonstration 2. (Par un abonn^.) tJn qiioleouque dei coef- 
fidens binomiaux de la puissanoe^ — 1 peut dtre e2:prim^ jfet 



1 » 2 • 3 •'•'. • m 

ou bien par 

7. n^~/y,nr-^+/y^ii'>-^-/gan'^>->>±l>2>3....m ^ . 

oü 3^, 0g, ßs « . • . sont des nombres entiers. L equation (7.) donne 

n'^^ß^re^'-^ß.rf^^. ..±K2.3....m 2=a *.1.2.3 .'• ••m, 
ou bien 

8. /^C/i«-*— ß.A^^+ßiÄ«-»^;.,l5^) t:=i(k + tj 1.2.3.... m. 

Cette ^quaticm €St divisiUe A gauche par n; mais les faoteurs 
I, 2, 3 . • ; • m A A'oite ne ]e sont pas, h 4itmA premier et tous les 
nombres 1, 2^ 3 .. . m m ^tant moindres que /i; dono fl &ut que le fiEwiteiir 
^^1 soft dmsible par J7, ö*est u dire ntie ('<— -4X— 1,' r/i-^l}^-{.1 
1), — 1^ (/i--.t)^-f.i etc. ,le sont* 
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Theoreme III, G^n^ralement, st n est un nombre premiery les 
fuantit^s suivantes: 

3) (n— 2). + ^, f«--2),— 3, (;2_2),+ 4, .... (/,L-2)„±,m + l, 

4) 2^«— 3X4-2.3, 2(;z— 3),— 3.4, 2(4- 3;,-i-4.5, . . . .2(n— 3)„±(w+t)(/w+ M;. 

5) 2.3(/2~4X-f-2.3.4, 2.3(«— 4).— 3.4.5, 2.3(/2-4;,+4.5.6, . 

2.3(/2— 4;„±(>»i-lX'7»+2)(OT+3), 



• • • • 



^) 2.3....(f»— 1)(«— /tX4-2.3....,tt, 2.3....0*— IX«— M)a--2.3....M, .... 

.... 2.3....(|it— IX«— /it),„±(/7:+iXw-j-2)....(/w-|-ft— 1) 
*07z^ divisibles par n. Les indices ä droite designcnt l'es coefficiens bi- 
nomiau'x- 

Demonstration« Le theoreme cle la premJere ligne est evldciu 
Cehii de la seconde ligne a ete Jemontr<5 precedemment. Aiissi esi-il 
contenu implicitemenl dans le tlicoreme gen^ral de la Lgne (fi); donc il 
ne s'agit que de demontrer ee demier. Cela se fait comme s^iit. en imi^ 
tant la seconde d^monstration du theoreme IL ci-dessiia« 

Xe m^^ coefficient binomial de la puissance n — ^ peut etre ex- 

prime par: 

in (n— ^)(/i — A^— 1)(^— ^^— 2)....(/i— ^ — m + 1) _ . , 

En d^veloppant, cela donue 

11. x/i±f*(it*+l)(itA + 2; ••..(/tA+zTi — 1) = 2.3.4..,.m(«~jÄ)^, 
^tant un nouibre entier, ou Inen: 

12. %n = 

{2:aA.... (jtx— 1 }(/!— |u^, T (/7i-h l)(/w-l.2)).... (//i+iw,— 1) ;i(/i+ i)(ft+2) ....nu 
La pattie u gauche de cette equation est divisible par n: lefacteur 

M(iiA+ \){iZ'\-2)....mj ne Test pas, ix^ ft-f-l, ^^ + 2, • . • . m etanl moiii* 

dres que n et n premier; donc il faut que Tautre facteur ii droite ie Wif: 

et cela donnc le theoreme general ci-'dessus (IIL ft*.)« 
Corel laire. On a 

j(l+ir- =: l+(,2-lX+(,2_l).+(,2_l),.. .. + („-.- 1)_^, 
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Cela domie en vertu du ih^oreme (TU.): 

14. i ^'^V^^^.^ + l— 2+^—4,. •.±(/2 — l), 

:2»-'^= i;j« + 1.2—2.3 + 3 .4— 4.5... .±(/2~.2)(/2 — I), 

ou i;, v^y ^1 > t/j • • . . v^ sollt des nombres entiers. Par U on roit que 
les quiindt^ 

2.3.4..../X— 1.2'^>'—*S„.^(± 1.2.3. .../x—l) 
sont diviSfUe^ J>ar n. 

frobiJtm^., II s'agit de«9avoir si les quantit^s (15.) peu- 
\Hdi Stra diVii^bles par n^ lEkeitie dans le cas ou h n^'est pas 
pr^miei^ mais u« nombre compos^. 

IT eÄt ais^ de voir qiie si les quantit^ (15.) n'^toient divisibles par 
n^ qu'exdfisiveinent dans les cas ou n est premier, on anroit im nioyen 
assez exp4ditif pour reconnoitre si un nombre donn^ est premier ou uou. 

Mais ce ne sera que la divisibilite de plusieurs ou de toutes 
les quantit^ (15.) qcii soit peut-etre exelu^ivement propre aux nombres 
Premiers /zi car on demontre ais^meüt'commi^ Ü siiit^ que n peut otre un, 
nombve eompos^^ sans quo la dtvisibiUt^ de la premiere quantite 2"^* — 1 
par n eessat d'aFpir ll^u,. S^t.p ex. p im nombre promier, on sait que 
fl'^* =^x/? Hh ^ > ou y 9(rt un nombre ejitier qui ji'c.'^t ^as neccssairemenl 
premio? Seit dont xz^ri^rj^ on ^ a'*'^ = ^/) g^ly ^one a^"^ divise ]^^fp9 
laisse 1 poüT res^e, ftenC a\ttisi t[^i"^\f ^^s:: a^'f ^ 6h ist par n laisse 1 pour 
reste; et si o^"^ di\Tse par n laisse ^gaTtm€oti.l poilr resfo, o'^'^^.ö'*' — 1 
rzrflPT-» — 1 gera diyisibie par p^. 'Mais a''"^ — 1 f*era cfFoctivement divi- 
sible par pj^ A g — 1 est un multiple de p — 1, et pufsque cela peut etre 
ainsi^ on voit que ä^ — 1 peut etre divisible par /z, memo si n est un 
nombre epmpos^ pq. 

Soient par ex. pt=ll, ^ = 31. Si o = 2. on a 2"-' >^=2^ et 
celä divise par 341 laisse 1 pour reste, comme il est aise de voir; car 
-2^=1024, dKis^ par 341, laisse 1 pour reste, donc aussi 2^*^^ = 2'^ 
divisi? par 341, laissera le memo reste. 
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Remarque 1. Nous remarquerons que le theoreme(nO d^des- 
8U8 o£fre une d^monstration du .th^reme de Format de la diwdbilit^ 
de <i"** — 1 p«: Tiy toute semblabte et ea ^oi^fie i^gale ^ ccflfe qQ'Eiiler a 
foiid^ sur la dtvisibüit^; des coefficiens n^^ rt^y n^.m • . n^^^ par n. 6ar ou a 

Blais suivant le ttieoreme Q\.) les coeiBciäDis faiiibmiauk (Ä — ^1), ^ (/i — l)^, . . , ., 
si en les äivise par ix^ laisseot dteeaatitooeDt -^1^ 4*1> "-^^ ^to. pour 
restei^; donc I'^quatiöii (16») donne 

(l+ar)'^~l = if/i_ar(l~;r + a^-^ + .....— a^*), 
V ^tant im nombre eafiery et eu multipliaiit par l*^^* 

17. (l+^)((l+^r* — 1) = Vx/^ + ^^C^''^*-!), 
cm Vi est ^galement uA noBibre eaüet. , Si ^kuQ)B tette i^quation on &it 

*= 1, eUe donne ,g^ 2(2-»- 1) «= v./i,- 

^nc'^*^— i ,est divifibl^'par n, ri » e«t tm>iMAnbce premier ^us grand 

qae 3. Itli'läbant Vss^/^ «ul»ätu»iit'(18.) 8«ai^ (17.), oh a 

19. 3(3-'— 1) feV.Ä — v.n Ä vj»; 
dono 3**** — 1 est divisibM par n» si ii est premior et plus grand^ que 3« 
En fidsaüit ip = ^ et snbstituant de nomveau. cm tröuve que 4*^^ — 1 est 
divinble pw n. Qu pcHura contiimer de'tette sdrte^ tt oti trouvwa Jusqu'd 
(n~i)"--'-^l 'quer ceft qüantit^ soat ilvInUes^ n; MUb hi svbstitu« 
tioB sufriifll^> ^«"^tant =3s/i— 1, dkma* 

Ici les term^ a droite sont divisiblei par n^ msis fl ne fi^eh suif pas que 
n"^ — i ie sdiif ^galement^ car räutve &otnir k gauAe Test äussu Bsi ir^ritö 
u*-^ — i n'est päis-^diviiiftle par ni «lu eoWtridrtf' ckstte ciuautii^ divft^ ^^ 
72 kasse — 1 pour reste. En contimiant, on ütmre: 

et les deux termes a drcnte ^t>t di^teibtes par n^ mais non pas le facteur 
/24-I ä gaudie, il'S'en siiii que (n^lf'* — 1 sera^visible par n. Pui« 
(/2 -|- i)*^ — 1 le sera etc. G^n^ralemeiit tf^*— ^ f, ^i gtSint icdi nombre 'prä- 
mier/ sära dSvisible ' [tar xt pour mie Trieiir quelCfinque db n non-divi- 
iHible par /i^ et c*est le th^reme -connu de Fermat*). . 



« 

. . ^ La d^QndMtioii* la plus simple, daire et elemeiitaire '^ theorem« deFetmat: 

?! ssVa est sSns'doufe'c^Ile qu^ donnee Mr. DItich7ct, toioe 3. de es jöur- 

n 
nal, cahierS. , pAge3d2. 
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R^marqne 2« NiNis rq>porterom encore en eette oocnibn qud-* 
qu|^ transiormotioiis des tb^ordmeB de Format et Wilson qpn se p«^ 
senteüt ais^nient 

L Si le nomlire entier n n'est pas divisible parhs m nombras 
fyremien iD^aux p^y p^j p^ • • • • Pn ^ 'V^, ^ ^^^ ^ P^ grand comimm 
diviseiir de />j — 1, /?, — 1, />3 — 1, • • • • />§•"! (1ä noMibr© 2 au moiiia 
en sera toujoiirs im diviseur commim^ pinque p^ t-I, /^"^^y Pä — ^9 • ••• 
. . « p^ — 1 sont necessairement panra)^ la pinssanoe 

27. a •""' =^, 

divis^e par le prodnit p^ p^p^ •• • »pn laiss^ti *}- 1 PP^ reste. Car smvant 
le tfa^reme de Ferm»! o^^*' diviso par p^ laisse +1 poup reste^ dono 
auMi toute j^iiissance d« v* .; et parcoiisequent 



divis^ par /r« loiiscra + 1 pour mte Mds mmsA (^^^^ di?is4 par p^ laiise 

-4-1 pour reste^ dono aussi o ^ ^ ^ "^ ^^ A^ diviw.par 

p^ laissera + 1 pour reste« Ou £ra la meme dbose ^ p^^ pi • • •• p^- 
et utf dtnt^ tt^parement par tous ces jitomlnres laissera -f*^ po^r reste« 
Dono utf-*-l est divisible par Pxy Pty p^^ m ^ . . pn ea meme tem»^ c'esi- 
i-^re par le produit PtP^p^ •^^•pn$ ou bien A divis^ par oe prodiut laisse 
+ 1 pour reste*)« 

II« Suivant le th^r^me de Wilson la quantit^ (it — i)^ — 3X^—3) • • • 

• • • 1*)^1 ost^ oomme oni»dt^ divisible par /i^ si ^ est uo nombre premier» BIlM 

ks qiiaiidtes ^ (/i— 2)(/2— 3)(/i— 4) .... 1 —1, 

2(/i— 3)(/i— 4J(/i--5; . • . . t + 1, 

2«. { 2.3(«— 4;(/i ^5)(/i~6) .... 1 — 1, 

2.3.4(;i~5)(/i~6)(/2— .7) .... l + l, 

le seront ^galement. 

Car si Ton divise b qiiantit^ («~l)(/2— 2)<ai^3) • • • •+* P« 

'*— 1+1=« on a (ä— 2X/I— 3;....l pour quotient et — (ä— 2X'»-'--3X«-^V» 

. • 1 + 1 pour reste. Donc il faiit que ce reste, ou bien {n — 2){n — 3)(ii— 4) . . # 

• ••1— -1 soit t^galement divisible par n. Si l'on divise eette quantit^ par 



...pÄ kisM 4*1 pour resU, La reraarque qua TexBOsant (p, — ^^l)(p»-— 1)(F4'^*)»;» 
*vLP« — 1) P^<>t Mcors itrs divis^ par c'*-' est dua a Pauteur de la aeconde de 
mdiMifatioii au tbeor^mell. ci-dessus. 

CrAlla'b Janmal d. lL^Vl.Bd. l.Hft 14 . 
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/<— 2+2ä= I», on a (/i— 3Xt~4).,..ltpour qaotient et — 2(ä— 3)(/i — 4}«,.»-~l 

pour reste) dane cett« quantit^^ ou bien 2(/2 — 3)(/2 — 4)«.«» + l9 seraaussi 

diyisiUe par /z. Si Ton divise de nouveau par n — S + ^^'^y ona 

2(n — 4)(/i— 5)....j| peiir quotient rt — 2*3(/i— 4)(/2~5)..., + l pour 

r«*ste, donc ce reste^ ou bien 2.3<n — V){n — 5),.,.l — 1, aera divisiUe par 

n^ En continuaut de oette sorte on trmivera les exprcssioiis (280* 

On tire les mSmes r^iltats do la consid^ration sxilvante. Stfohr 
(w— l)(/i— 2)(/2— 3)....1 + 1 ^tant diviaible par fl et ^gal k 

;j(/2— 2)(/i— .3)....l — (;i~2i)(/2— 3)....1 + 1, 

oa le premier terme est divibible par n^ il faut que les deux autres termet» 
(»—2) {n — 3) • . • • 1 — 1 le soient egalemeat. Ces de«x termes »oiit eg^ux a 

ä(/i-^3)(/i— 4) l_2(/i—3)(/i— 4) ••..! — 1, 

et de lä on conclut qiie 2(/i — 3)(7z---3)..«.l + l est dnrisibl«! par» eto. 

^ Pinsijue ;i est nccessairement impair, n — 1 sera pair^ donc unedes 
quantit^ (28.) aura la forme 

£9. ^-^.-—.-g- Ij^l, 

«i -"2~ ^t Impair, et la forme 

sa ^^^ mf pair • «^ Mir <|uautiu^ 5(^ront frisibios par n. J a preimere de 
oea qoantit^ est egale ^ 

Ol» ^"2 — •'"2 — *""2 — • •*• * — *•*/ \"~2"~* — 2 — *"ir" ••••*"!" *y> 
doDO^ Aant premier, un des deux facteurs sera divisible par a. iia so« 

coode Stallt divisibla par^, il fiaut que si Ton üivi&e — r,"-* — 5— •— ^^••••l 

par /i, le reste seit tel qua son quarr<^ divise par n läisse le restia — 1» 
Puisque la quantite (30.) est ^gale k la moiiic de 

o^» ^— 2" • —2-" • "2~ ••••* + */ + V"^""* • "^"' • ^2~* * * ' * / * 
on Toit ausöi qiie les deux quantites 

Stallt divis^ par n^ le^ restes serout egäux^ mais de sigaes düfereats. 

Corrif^nda* 

PK^poeil» «xpressiaiKi 1 1 

tfoJfwmi alScniHi iMtMim - 1 

•li dbfvtalM MgadwM imaiw x , «iMutiu iMtOTe m 

. ^ . Vv+o'jr- i 

Ml digMiitei Rspjiicu «psiut ^. • Qvcm •-< olqiionis inödoin rtc. 
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13. 

über eine neue Art, in der analytischen Geometrie 
Puncte und Curven durch Gleichungen darzusiellen. 

(Vom Herrn FroÜPssor Plücker zu Bona ) 



1. In einem Au&atze, der in euaem firühem Hefte dieses Joamais db- 
gedruckt worden ist^ hal>e ich mich mit einem neuen CkKnrtfnaten-Sj« 
Sterne bcschüftigl. Die Absiebt des vorliegendem Aufsatzes gAi wefiar. 
Wir haben es jetzt nicht mehr zii fhun blols mit einer neuen Bestnnmon^ 
weise der Lage eines Punctes^ wodurch man dben ein neues Coordintten« 
System eriiält^ s<mdcrn mit einer gänzlich verschiedenen Art; eine Clane 
durch eine €4dchung auszuch^iicken. Man denkt sich SjOnltoh^ i wfem man 
dne Curve wie gewöhnlich durch eine Gleichung zwischen verSäider« 
liehen Grfilsen darstellt, welche^ wenn man ihnen bestimmte Wertfie" bei« 
legt, die Coordinaten eines bestimmten Punctes bedeuten, ^ese. Curve 
als aus einer un^dlidien Menge stetig auf einander folgender Puncte be- 
stehend, oder, wenn man lieber will, als durch die Bewegung eines Puno^ 
tes b^chrieben. Man kann aber auch diu^di nicht mindw einfeche imd 
bequeme Gleichungen zwischen veränderlichen Grofsen, duroh w^diä, 
wenn man ihnen bestimmte Werthc beilegt, eine bestimmte gerade Linie 
gegeben isu unendlich viele gerade Linien darstellen, die nach einem Ge^ 
setze stetig auf einander folgen, und also eine bestimante Curve umhii 11 en« 

Auf diese neue Art ' wird eine Curve durch eine Gleichung eben so 
voUstSndig dargestellt, als nach der gewöhiilichen Methode: denn hier wie 
dort lassen sich alle £igeuschafton derselboi aus ihrer Gleichung voll- 
ständig ableitous Man durch^^cJiaut leicht, wie hiernadi in der Oieometrn» 
der Curven die Beweismittel sich verdoppeln;, vfie jeder EntwTckdkmg^ die 
bisher* gemacht worden ist, indem man die gd>rüuchlichen Gleichungen zu 
Grunde gelegt, eine andere entspricht, die auf den neuen Gl^ehungen be- 
ruht* Ich übersehe jetzt schon neue Entwickelungen , die mohr ab einen 
Band füllen, imd neue Sätze imd Constructiouen, die von allen Seiten sich 
darbieten« lu dem FolgendoTi will ich Einzelnes hervorheben« 

CrtlU*« Juimal d. M. VL Bd. 2.Ha. 15 
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Man wird bald erkennen^ dab die iti draa VomtelieBdeii angedeitte* 
ten analytischeB Methoden in naher Verbindung stdien mit^der Theorie 
der ReolprodtSit ( Theorie des polaires rM/n^ofues )« Es gingen aus den« 
selben die^ei^en Bntwiok^imgen herror^ die idb aÄ einem anderii Orte 
angedeutet hab^ und die jene Theorie einsohUoisUah en^ahen^). 

2. Die aUgein^e Form der GMchung einer geraden Linie^ belo- 
gen auf sswfA unter einem beliebigen Wifdidi sidi aehneidende Coordinai» 
ten«Axen ist folgende: 

indem wir durdi y und x Coordinat^n^ durch A^ B und C drei Gonsrtanten 

bezeiclmen. Wenn wir diesen €onstanten nach und naeh Tersdiiedme 

Werthe beilegen^ so können wir alle mugUGhen geraden Linien durch die 

vorstehende Gleiolitmg dtfrsteUen. IKeae Gleichung stellt auch dann nock 

unendlicli \iele geraden. Linien dar , die aber wie bekannt de dnrcii 

dmsäben Punct flehen ^ wenn zwischen den obigen drei Cönstantoif die 

wir übrigens ah ganz beliehig betrachten, oine Gleichung Ton folgender 

Form besteht: 

aA^bB + cC =s 0, 

in d<'r Oy l und c drei beliebige neue Ccmstaiiten beseidhnen« W^m wir 

also Ay B und C als veittaderüeh betrachten und denusach statt denelbcB 

Uy vvaA ic^schraben, ao können wir sagen^ es stelle die Gleichung: 

2« üU'\- bv '^ ciu =si Oy 

einen Punet dar# Je drei Werthen von u^ v und w^ die die letste 

Glm^hung befriMigen,^ enfspridbt eine gerade Linie, imd jede soldie gerade 

Linie geht durch den in Rede stehenden Punet* Iffir betrachten abo hier 

eintti Punct als einen geometrischen Ort, in dem uneudlidi vide gerade 

Linien sidi schneiden, wahrend man, indem man von der gewSbdiolien 

Gleichäng einer geraden Luiie ausgebt, diese als einen geomif^tiMehen Ort 

von unendlidi vtäen Pupoten betratufet. 

M^ir können eine der drei TerSiiderfichen a^ v oder w bdUebig 

annehmen, und der KSrze halbf^r such gleidb Eins setzen« .Al«<l^fiw ^r-^ 

.halten wir ans (2,) folgende < jloii j^ungen ; 



M**i 



^) Ttrh hoffe später Gelegeolieil ru fiedan, in ditssm Joarode anf fie TKeone 
der R«ciprofifiit curiicki'.iikoiDiiiea und «eter Anüerm auch die BasBUionf der tae mir 
ssgedewtefr» Theorie xb dar Tkeorit der HenwD Poncelet «kdCarfesae each-^ 
raweiseii« 



li. PiRpher, n€U€ jirt^ Ftmcie unä Curven durch GUithungen auszudrücken. 109 

C?/ -f- Ä -f CW zss 0, 

au-^ bV'^e =0* 
3. Wean statt der Gleichung (2.) eine beliebige^ in Beziehung auf 
tt, V und w homogene Gleichung g^el>on ish die wir durch: 

3. F{u,v,ia) = . 
bezeichnen n^fflen, so entspricht je drei Werthen von w, t; und w^ die 
die rorsh'honde Gleichung b^CriedigHi, eine bestimmte gerade Linie. SoU 
eher Linien erhalten wir also unendlich viele, die unmitfelbar auf einan- 
der folgen und also eine stetige Curve umhülien« Wir sagen, diese 
Curre werde dargestellt durch die Gleichung (3.). Wir sagen 
f emei' ^ die Curve sei von der zweiten , dritten, etc. Classe *), 
wenn ihre Gleichimg vom zweiten ^ dritten , etc. Gra^lf. ist, so wie mau 
sagt: die Curve sei von der zweiten, <lritteu, etc. Oidnung, wenn die 
gewöhnliche Gleichung derselben in y und a; vom zweiten, dritten, etc. 
Grade ist. Bear Analogie nath nennen Vfir den Pünct: geometri« 
sehen Ort erster Classe. Die Orter aweiter Classe werden 
durch folgeaide allgemeine Gleic*huiig dargestellt: 

au^ -{- buv ^ cv^'\' (iuiv -^ €vw -{^fiij^ z:=z Oy 
und enthalten alle Curren^ zweiter Ordnung. Die örtcir der dritten und 
höherer Classen sind im Allgemeinen nicht Orter dritter nml derselben 
böheren Ordnung ^). 



*) Ich gebrauche biet das %Voct Clause nach Hrn. Gergonne, der einer Caire, 
an di« sich im Allgemeioen toa eioem gegebenen Puncte ans jn Tangenten legen 
laaseoi den Namen einer Curve mter Classe giebt, dem analog, \?ie man einer Curve, 
die von eiu^r geraden Linie in mTuncten geschnitten ^ird, eine Curve mler Ord-. 
nnng nennt. (Mir ««rlwem» es passender, hiVr das Wort Ordnung statt des V ortes 
Grad zu gebranchen, "^»oil auch eine Curve mter Classe- durch eine Gleichung mten 
Grades dargestellt \\'ird.; 

^*) Ich kann eine Bemerkung, die nalie liegt tmd vielleiclit nicht ganz oo^r- 
beblich ist, hier nicht unberührt la^seii. "Wenn ein System von Parallel- Coordiuafeu 
gegeben i«i, und man sucht, gleichviel o.» nai-h der Poncelet-Gergonnesrhen oder' 
der rein analytischen Theorie, Me Polar- Figur desselben, so erlvilt xuan statt der hei- 
des Axen swei Pnncle. statt des Anfangspnnctes eine gerade Lini^ , die diese beiden 
Puncte Tarbindety und statt der Coot<]inateii Puncfe die auf äwei dufrh je»« ' beiden 
P«BCte gishenden geraden Linon liegen. Statt eines durch xwei C6brdinati$a gegebe- 
nen P«Dcte8 %(bSXi man eiiio durch swei Puncte bestimiDte gerade Linie;, stait ud- 
endlich vieler in gerader Linie liegendcfo Puncte, die durch. eine Mueare Gleichung 
gegeben iel: einen Pimrt, durch den unendlich viele gerade -I^ieu gd^n» md dessen 
Ti«eare Glekbaag tn büttaimeu die Aufgabe ist Stnlt ^iiM^r Curre, deren PwKte 
durch #fpe ^l«»!choiig f wiMhei den gfWobnUrben Corvintinaten gegeben Ist erhält man 
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$• 1. 

Disoussion der Gleickuag des Punctes oder des Ortes erster 

Ciasso (Taf.n. Fig. !.)• 

4. 0ie allgemeine Gleichung des Punctes ist nach d^n Yorste-» 
heiklen folgender 

Setzen wir w=iOy so kommt: 

au^ bv s= 0, 
initliiu : 

2 — — — - ~ 

h V 

Vfean aber w^szO ist, so geht die bezügliche gerade Linie durdi den 
Anfangspunct der Coordinaten, tmd ist also^ wenniU der dargosteiiiePuuct 
isty keine andere als OM^ mitliin ist: 



3. 4 



Mna 



h mß^ 

W&m a und ß die beiden Winkel sind^ djie OM mit der ersten und zwei • 

tau Coordiuaten<»Axe bildet« 

Setzen wir ferner iisO, so giebt (1.)-' 

bv'^cw SS Oy 
mitfain kommt: 

O V 

h w * 

und da der Bedingung £/ = eine mit der zweiten Axe parallele gerade 
lÄue^ abo HP entspriähti so kommt: 

4. • ' 



h OP 

Ilus (3. und 4.) endlich folgt : 



eisa Volat^Oatr^, deren Tangenten durch eine Gleichnng deeseiben Grades zu bestim* 
men alsdann üidit schwer sein wird. .Vennitteist der einen Glelchong bestimmt man 
die. Lage von runden in Beziehung auf xwei gerade Linien , rermitteht der andern 
die Lage von geraden Linien in Besiehuog auf zwei Fnncta. 

llTenn Trir dann ferner in dem Polar «-Systeme, am diesen AasdradL hier su 
gebrauchen, die lineare.Gleichung eines Fünttes sn Hülfe nehmeai gende so wie wir 
uns iiti Texte der liüIfs-GleicIiung (L) bedienen, so erhalten wir in diesem Systeme 
eine lineafe Gleichung für eine gerade Linie, und die Gleichungen der hohem Grade 
Mitsprechen hier wiedenim Curven derselben höheren Ordnungen. 

• Wir erhielfen nlso hiernach im Ganzen eine doppelte Bestimmnngi sowohl von 
geraden Linien als Ton Puncten , nemljch ein Mal in Beziehung nuf swei gegebene 
gesftde Linien . das ander« Mal in Beziehung auf zwei runde. 
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5« Es steOt die Gleiehiing: 

tt; = 
de» AnfangspoBCt der Coonimaten dar. Die bcideu Glou*.!i(snue]) 

Bteülen zwei Punote dar^ £e auf der zYreiten Axe und doi ersten Axe uiiead- 
lidi weit liegen. E& stellt die Gleicbuug 

irgend einen Punct dar^ der unendlich weit liegt. Es stellen die beiden 
Gleichungen: 4xu + ew z=z 0, ifv + cw ^ 

zwei solche Punc^e där^ die irgendwo auf der zweitci» äx<^ und der er- 
sten Axe liegen. 

6. Nach der 4» Nionmt^ sind die gewülinlichen Coordiuatcn des 
dnrdi die Glddiung (1.) dargestelltej^ Punc^tes : 

7. Wir erhatten die Bes&nmui^ einer geraden Linie ^ die dordi 
zwei durch die beiden Gleicluuigen 

g^d>eneB Puncte geht, weim wk zwischen diesen beiden Gleichungen 
die Werthe von u, v und uf^ oder yiehnehr ,die Werthe der Quotienten 
je zweier dieser drei Yeriinderlichen elimiiuren« 

]Es ergiebt sich hiemach für die Gleichung jedes dritten Punctes, 
der mit den beiden gegebenen in gerader Linie li^gt, eine Gleichung von 
folgender Fprfn: yLU^\i!U* = 0>. 

wo fA und \t! unbestimmta Goeffid^iten iiedeuten^ ^ deren dnen wir 
auch Eins nehmen können. 

8. Die Entfernung Z> der bdden Pimcie (6«) von einandei* ist 
durdi folgende Gldchung g^dben: 

9. Derjenige Punct, der ia der IVfilto zwischen den bädcu gcge« 
beoen C^» ist offenbar durdt folgende Coordiuaten» Werthe gegeben ; 






112 13» Fiüeher^ mtm Jbf^ Puwie und Curv^m (bir«A GMchun^ttk mhrt^Hicktn. 



«od biemach erhdteii wir T8r «lie Gleidumir am FuBctes: 

Flip <ieM TieriM banuedBchm TbethingspunuC, der m den drei 
dflMb Ibigende Gleidniogen« 

gegebenen INinofeji goliorf^ ergiebt sieb folgende Gleichung: 

wobei |ft mid y irgend sr/iret nnbestimmte Co^Hfidenien bedeuten. 

10. Wir wollen den Abstand einer goradf^ Linie, für viAh^ 

ron dem dordh die Gleichung 

Äti 4" *^ + ^•^ = 

gegebenen Punote bestimmen. Dieser Abstand, den wir P nennen yv f 4Ien^ 
ist ollienbar kein ao derer ab der Abstand den Ponctes (y', x^) von d» ge- 
raden Linie: 

ii'y^ z/ar 4- W sc 0^ 
wenn wir 

teteea« Wir erhalten ako^ nach bekanntem Anedmdke: 

p -« ^ yy+ ^^^4-»»^ 

Wenn wir k der letztai Gaoehung n^, t/ und «r" alg veränderüeh 
betrachten, lo stellt diese Gleichimg einen Kreis dar, dessen NSttelpima 
durah iblgfttda GleiehuDg gegeben ist: 

n«i + Ät; -f- cw tsa 0. 

!• 2. 

Beispiel von der Verbindung linearer Gleichungen» 

11. Ans dorn fidl^»iden bekannten Satse: 

,,Wenn man durch die drei Winkelpuncte eines Dreieclu und irgend 
mei feste Punete dreimal zwei gerade Linien zieht^ so begegnen diese 
Linien jeden der drei gegenüberKegenden flfeiCen fai swei Puneten : die 
sechs Puncto, die man auf diese Webe erhllt> liegen auf einer und 
derselben Lifne swttter Ordnung,^* 
srhSIt man noch d^ PHncip der Reclprociföt sogtsiA naohftehen<fcm Sataf 
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Wenn fecle der drei Seiten eines Dreieoks tob irgend 
zwei festen geraden Linien in zweiPunÄten gesohnittea wird, 
und man verbindet' diese Durebscbnitte mit den gegenaber- 
liegenden Winkelpuncten des Dreiecks durcb gei^ade Li-- 
nien, so nmbfillen die sechs geraden Linien, die man auf diese 
Weise erhUlt, dieselbe Linie zweiter Classe, oder bilden, 
was dasselbe heifst, Sechsecke, dereii direi Diagonalen in 
demselben Pancte sich schneiden» 

Es seien, um den Beweis dieses letztem Satzes direct zu ge- 
hen (Fig. 2.): a ^ 0, 4 = 0, r = 

die Gleiohimgtfi der drei Winke^acte dm giagebenea DreieGks« Es seien 
femer: ^ an 0, B = 0, C t= 0. 

J' ^0, B' « 0, CmzO^ 

tliV Gleichungen der zweimal drei PancC^ üe m gerndw Linie und auf 
den jenen drei Wmkelpuacien resp« gegenüberstehenden Seiten Gegen. 
Hiernach erhalten wir die Toraassetaungea des alugen Satzes auf folgende 
Weise Totlständig aus/fedrifckt: 

C rs=: a — *, C^ssa ~-iti4^ 

Bssiff — c, S^=:sa — VC, 

A z=:. h-^C^ A* SBfii — ycm 

Wir haben hierzu nnr zwei unbestimmte Coeflicienten fi und 7 aotfiig. 
Die sechs geraden Linien, die die Puncte A und ir, A' *and a a. a. w. 
verbinden, mithin nach bekannter Bezak^mnig folgende: 

(^,«), (./',«), tB,6), (B',*), (C,0, (C^r), 
wollen wir dur Kiinse h.tber durch: 

(1), (2), (3^ (4?, (5), (5) 
bezeichnen« Sechs gerade Liuiaa bestiimnen bekanntlich sechzig Tersehitt* 
den^ Sechsecke. Wir wollen Mer dasjenige betrachten^ dessen sedis Win* 
Koipimitta folgende sind: 

(1,2). P.^h 0>4), (6,6), (6,1), 
und beweken^ äak die drei geraden liniea, wskhe cBe drei Paare gegesK 
vberlieg€)ndfr Winke^am^ Terbmden, Bütfmi Ibigende drei Linien: 

[(1,^^(4.5)J, ((2,33(5,6)], [(3,4)(6,1>I, 
in damf^etben Pimcte mth scfaaeidam Vir fsne sechs IVInkeHpcnole erge- 
ben sich auf eia&dbe Weise die folgenden Cüeicbangsn : 
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(1.2) a«0, 

(4.5) a— 6 — V^ ätO, 

(2. 3) va -pfiÄ— VC s 0, 

(5.6) c = 0, 

(3.4) * = 0, 

r6, 1) a— ^Ä+/*€? = 0. 
Für die Gleichung desjenigen Punotes eodlich, In wdofaem zwei lietie« 
bige clei elicu bezeichneten drei geradai Linien [(l|2)(4,5;j, 1(2, 3) (5,6)] 
nnd [(3,4; (0,1 )j sich 8cbnddeu, erhält man sogleich t 

vö 4"f*i -hAtV^= 0, 
Dierdurdi ist also der obige Sata bewiesen« 

12. Weui»*von jenen. se^s geraden JLinien drei diuroh denselben 
Punct P ( Fig, 3. ) gelien , so vereinigen «ich die ilbr:gen äsfk in 'einem 
vswetteu Puncto Q. In der 3ten Figur gehen die drei Linien (2), (3) und 
5) durch drasell^en Punct, w däls also 

(2,3), (2,5), (3,5), 
Itir derc'ji Gleichungen irir sogleich folgende erhalten: 

(2.3) y« + AA* — i/c = 0, 

(2.5) 2*0 — /ii+VCs^O, 

(3.5) £1— . *-^ c = 0. 

denselben Punct bezeichnen« Diesem entspricht die ßedingungs«61eichung s 

fi « ~y, 
wodiuxsh die vorstehenden Gleichungen idcntlscli .^i^nieue Alsdami wer« 
den aber auch die Gleichung^ der drei Puncto 

(1,4), (t,6), (4,6),. 
^emllcli folgende drei Gleichungen; 

(1.4) a+ vÄ— j.'<? =5 0^ 

(1.6) a — iib '^ yic ssz Of 
(4,6) a — a6— • vc sss 0, 

identisch« Die drei geraden Linien (1), (4) und (6) gehen mithin durch den« 
Hclben Punct In diesem Falle erhalten wir also statt einer Curve zweitw 
Classe ein System von swei Punoten, so wie «itf iihnliohe Weise an die 
Stelle duer Curve zweiter Ordnung ein System von zwei gerade lani^ 
ireten kann. Hierauf werden wir bald zurückkommem 

Obrigens werden auch in dorn zuletzt betrachteten Falle durch die 
sechs geraden Linien (1), (2), (3), (4), (5) und ((i) noch sechs verschie- 
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cicnc Seehsodke bestimmt, uiul von dieflen ist nach clor Torigea Nummw 
als Iiowioson an/usohon^ dab in jedem d(U*selben die. drei Diagonalen in 
demselben Puncto sieb sclmeiden« Logen wir nuri din ConstruetioB so 
an» dafs >yir von den zweimal drei, in den beiden PunctenP imd Q sich 
schneideiidou, und als durobans beliebig zu betracbtenden geraden Linien 
ctusg{*h(-ii. so erhulteu wir folgenden bekannten Satz: 

\V<5nn durcli jeden von zwei festen Puncten drei bolie« 
bige gerade Linien gehen, »o la&sen sich durch die neun 
Durchsclmii:to dieser Linien achtzehn gerade Linien legen^ 
die zu drei und drei durch dieselben Punote c;ehen* 

In den G c r g o n n c sehen Annalen (Oct. 1828) wird der vorstehende 
Satz von llriu Steiner noch dahin yeri ollständigt , dals von den sechi« 
Durchscnnittspunelen, die man nach diesem Satze erhalt, drei imd drei in 
gorador Linie lii ;^oii, und dami zugleich mit demjenigen Satze, mit welchem 
er durch die Theorie de.v Reciprocitat verbunden ist, zum Beweise vorgelegt. 
Dieser Zusatz ergiebt sich olme Mühe nach der Methode der unbestimmten 
Coef licienten, ^ on der w ir in dem Torsiehenden ein Beispiel gegeben haben, 
das hier Tür unsere Absfchi hinreichend ist; oder auch unmittelbar aus den 
Siiizcn al)tr vu^ umschriebene und eingescluriebene Seckseok« 

§• 3^ 

Discussion der allgemeinen Gleichung der Örter 

zweiter Classe» 

( Brnrhsluck. ) 

14. VVir wohen fiir die allgemeine Gleichung dieser Örter lA dem 
iSaclistehenden folgende nehmen: 

!• Au^ + iJJüv + Cv* -+- UDuw + '4Evw + Fu/" ä 0. 
U*eim wir in dieser Gleichung m' = setzen, so kommt; 

2, A u' + 2Bu i; + Cz;« =s 0. 

Diese Gleichung bestimmt die Werthe für—, die denjenigen Tangenten 

entspreciien, weiche durch den Änfangspunct der Coordinaton gehen. Diese 
Tangenten sind reell^ fallen zusammen, oder sind imaginär, jenaofa^ 
dem der Ausdruck» gt aC 

positiv, Null, oder negativ ist; also, im Allgemeinen, je nachdem der \n- 
fungspuiioi der Co^rdinaum uufserhalb der Cm've, auf ihrem tm* 
lange, oder inncrhuil *i.^r«..i: e üegh 

4.ri?:ic'i Jüiiiuoi «i. .M VI. ß< ".l-^tt. 16 
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gciigT'.-J^tzten Zeichoii geDOynrooii) «2orj«*iHgpri fcajcte, in welchen dir rfer 
♦M'^.h*R Axe paraUek-n Tang»».il}»u m «lie zwmi*: Aice «»inv^hncir^iu iÜi^e 
Tai?<r^ntcn «ind reell, fallen zuHainmeii; oder siikI imaginür, je- 
.ria»^l»dojn der A«:>dnicfv: . j^ sp 

|H}^r/; Null, cxlw lif'gutiv ist. 

up'? diösc *»ln?chufj^» £'<?'^t ^J^'* W^rtliC fiii \ d- ^>» di« Al)^'«^*-«« «mit 
f» i* :jro<^»n^f ^;^^zt<*m 'AeivU^U' gciic.i?:.! >^*: ; <:•" f ">(.'i*j'. ''in^cfe, in r^'fiohen die 
d^r -•*• rit'-n -..^t?: j^^^raHf.!^ Tä» ^ ^ -c/j in ;! '^>i *•.•:*, ..a/H.ImWwi Diese 

d'^i dn- A;/d;;ick: ^^ _ ^ j^ 

iH>«hiv, Nall, <i<\w n6fi:ari\ ist, 

Jcch^d«^ bcidf: fiHeiotwmgPu : 

oder Hh &j.s<*n< zvt^ier ger»d4?» L»ni<»«> dar^s'.elM;, 
16. Wpb» ^ _ 

50 piebt die ^^lei'Jiung (2.; für it^ ^ Hrv*'' diircfi deit Anf'>ngspui«oi gehen* 
drn Tan^'»n(o eii.-<^ V/orih gif ^jh Wull-r Dh iH^hhisPtg (R.) gieJjt aI.«idaBn 
für ddi^ wif oim» Äer t^r^X^n Aice p^^ \Mi^ Taii^eirte ^cb benehende — 
fabelt fi^ vis ' äopn M'r'Tth j^h^ljh l^ull» 2x'^ePtV»i> wfieM^t aI^o atif zwI^^cHie Art. 
dafs aijdfSiin die Curve von der o,r?f:e?». ks e berührt vird« 

(\iif ähnUcho ^VoTs« prgiebl sich, dfitjs wonn 

C xr 0, 

d&R Oirve V9U 4^t z"^ eitern Axe berabtt wirclf« 
i? Wenn ^ ^ ^^ 

M erli^tiHr Tvir äo^oW ISt -' aue (3.) ais für — nua (4 J in^üinHfcbe W«rtl»e. 
Curt« h^ atso iM9V «uq Tjlfi|<»':VAy die pder dtr btiM^tt C^rdiRtten« 



; 



Axea parallel i^t; üf^ zys^üe Tatu^^nte liegt iH)<»7KlIieb weCt» Die Citrre 
kt, ün Allgenrieinen, eine FfirabeU 

Die (Jleichung einer auf rvrei flirw TaTig/^lon, als Coordinaleii'-Äfccn, 
beiofenen Parabel hat also folge^ixle drihdw und {»ymmeirsche Form: 

18. Wenn /> ^^ ,> 



V 



eo gieht die Gleichimg (2.) fnr — zifrei gleieT/o md entgegengcsefzfo ^"er- 

the, d^h.: in dem Falle r^*chtT\i?ikllgor Coortlinf teil, halUiren die bf»i- 
den A's:*::i üjtn rjji ^^on hoiflru, .iuroli mou Aiiiangspunct an 
die Cufvo gelegten Taiiaonif^i ^^^^hlldeten Wink»»l. In dem 
Falle e&i!?« I>ttltel)i;>eti CociuinUon- \Viii'<eIs hi!5»-n dlfi beiden Axeh imd 
jene beiden T^ugenten \\et IIa! monic alem 

19. WWm ^^^^ 

SO giebt die Gleiclnnig ^3,} f inr — z^^m glt^iehe und oirfg<^genge5e<2te Wöi^ihe ; 
es liegeu afeo die })oiden der ersiteu Axe parallelen Tangenten zu beiden 
Seiten derselben und gleich weil von ihr entfernt. Der Mittelpunct 
der Giirve liegt also auf ds^r ^r«:fen Axe. Wenn 

E = 0, 
»o liegt nach Gletehuiig '4,; der Mitfelpmet dor Currc ouf der z weiten A?fe. 

20. Die iiachiil*'!>endp» Gie\%hK\}v^i 

6. Au^'^'Ciß^Fw^ ^O 
stellt, naeb der vonj|[f*ft Nummer, oihiti Ort siwcrVu'nr Clas^e ilar^ des«on 
SfilteJpitiirt 'mvt^ ATiiJtJig^unrf der Coorditioten genommen fct- Dafs aiicb 
da« mit uv behaftete Gliet) fWdt, kfiiaKij tfir hi«r nidit uiimiitelbar nach 
der 18. N»immo-r deoten. STjin aioljt a/Hn? Iwcht aus der Fotoj dieser 
Gleichung» dafe die beaSgUcho CiMn'^e auf z^ei ihnnr Z!igoor«fnf?ten Durch- 
messer rfs dofwlinaten- Alten be-^ogfn i%j, und daJs fflc Oiia«^isif e «fer Ij^id-** 
gen diei'^r in die z^verte und erste Axe fulkj!(i(?ii t>,ineJti,jt?«»v{T rospnctive 

^kscb sitid \ — y) ^^*' ( — y)* ^-'^ t^Ji?ve i^t iu»a.j*ii)a*r, wenn A^ C 

und F dasselbe Zeichen Iirf»en; eine Elllps«, Trrnn 4 ind C, vras Ssff^ 
Zeichen botrilR, unfer «nancK'r ül>eroinÄ»';rnr»rn,, «iolit ai;'5r mit P; ^/iue 
Hyperbel, wenn F t>Bi\AX>i}<'V hyAyirx mit A o<\^y o^hiVh vAi o' Im Zeichen 
nberoin.*ilmmtv Wenn riner -diar <ireJ (>»^'i^<•:f^i:te^ -^^ C und ^ gii2«dri Null 
i*t| »t>.i*tellt («ie Uhvßbfsji;; {6 '» dp?, i*, >''H^eu: vo»? zvreJ Puncifiti?. dp*', 

16* 
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<Ii(', nach der 5. NuTnuioi-, unendlich woit m dem einen Falle , in den 
andern beiden Fällen beide auf derselben Coordinatcn-Axe Uegen* 
Es können aber in all'ni die.^on Füllen «üese beiden Puncto imaginär 
irerdeu. Die beiden Puncte fallen in dem .Anranas]iuuct der Coordinaten 
zusammen^ wenn zugleich -ri = luid C=s=:0; sie fallen zusammen^ liegen 
aber unendlich weit, und zwar auf einer der l^eiden Coordinatei?« Axeu. 
wenn zugleich mit 7'=0, auch -^i=0 oder C = Oc 
'iK Die naclistehouden Ghuchiingen 

7. Au^ + '2Evw = 0, 

8. Cv^ ■\-2Duw— 

Sioisen Parabeln dar (So. 17.}» Die erste derselben berührt die 
«weite A\e im Anfans^spuncte der Coordinaten und hat die 
andere Axe zu einem ihrer Durohmcssor; die zweite Parabel be- 
^•ilhrtdie v-»te V\e im Anfaiigsoj.m -le der Giordinaten und hat ili^ zweite 
Äive zu eiiinii ijuer Durchmesser (JNo. IG. ^ 18., 19.). 
22. Die «achstehcMdo Gleichuuj» : 

Stellt, was so'W'lcK «»us vier 16. mid 10. Niiniinür "^rsichtli'eV rt einr auf 
Ihr" bOMH'ii Ai} i«ptf'^^'" bczogeuo Hyperbel dar. 

2.;.. l>si (iU'iuijuug (3.) giol)t <lic halbe Sumnio. der Wertiie rou 
-- ^wwik ( '/): -b^^^ ^^ '»■''>•' ^^^ Glojcliung ('<•.) die halbe Summe de: 

W'erilie von — u^-:. i« l — y^). IH« nuK 1? erhlilt man für die Coordinaten 
•a^s MitieipuncUN der durcli tiic . ll-'^mviiic Ghrkium:; i.; dargestellten Ciune; 

y == '/. > ^ — 77 ' 

l)iC fiieicliung oif.HS jliiuMj.iuicir'^ Ist also folgende; 
24, Es sei wiederum (irip. 4.) 

die lüeichuug irgend einer Tlurve zwoiier Clause. Wenn >viir von diesei 

Gleichung folgende abziehen : 

11, Au^^r^UEuv-i-Cv'^ = 0^, 

HO kommt: 

12. w(2Du + iEv + Fw)=:0. 

Die Gleichung (IL) ^telh zwei Pmicte dar^ die (nach bestimmten Richiun- 
'en hin) unci-liicli uelt liegen. Die gen/ieinsi4iaftlichen Tangenten der 



13, ^iilck'jr, 71CUQ ^rit ^'unrU unUCiav*m äwch Gleirluoi^cn duszuärilcheiu JjjJ) 

boMon Orter (1. und \\.)y also liier iiiäbcsoiidero ^ Tangenten die sicli 

von jenen beiden unendlich weit entfertiten Pimcten au die Curve legen 

iws&kj bilden ein Fai'allelogranini. Da die Gleicliung (12.) eine Folge von 

(It und 11 ist^ so erbalten wir dasselbe Parallelograumi ^ wenn wii.' 

von den beldoii Puucten (12.) ans Tui.gf^iiten an dse Ciu've b-gon. Diese 

beiden letztgenannten Tunrto Rind also '/amA gogcniiborstehontle "Winkel- 

pimcte jcmc^ l*arallclogi*amuies« Die Foi^m der Gleicliung (12.) xoigt, da& 

einer derselben der Aniangspunci Aev Coonliiiaten hi^ wonach wir jenes 

Paralleiogramm ^ wenn <Ue Curve gegeben ist, leicht construiren können, 

und inithui auch den andern Piuict J\ dessen Gfcichuiig: 

13v 2Z)£/ + 2£2; + ^V/^ = 0, 
•erhalten» 

25. Weini in den Glercliisiigeu zweier oder mehrerer Cun'en zwei- 
ter Classe, von der Form der Gleichung (I.), <lie Coerficienton der drei er- 
sten Glieder diesell^en sind, so b«*riiliren diese Curvoii di'>seli>en beiden, 
ini ;iiilaug8l)uncte si«:h ?<chnel<leii(lea (reeilen oder imaginären) Tangenten. 

Wenn «!i<J Coonicieiuen der drei balzten Glieder dieselben sind, so 
haben nach der 23. Nummer die beziigliclien Curveii denselben Mitteipunct- 

26. Weim wir die ißloiclinrrg 

14. u^^i^+2/>z//z;-f /'V^* ='ö 
nn '\w Gleichung (1.) abziehen, so bleibt: 

15. v{l Ji r. ^ C/7 + 2 Ew) = 0. 

Die Gleichimg (14.) stellf /weJ Punctt^ (Fig. %) dr.r, die auf der anyeiien 
Axe ü'^ijen. Wenn man von diesen Funden aus T-»>igfM!t<"i uit die Curve 
ie^l hl? erhiilt man ein Viei-tuiv, In \^oichem zMei gcgiMiüberstehende^Vui- 
iw'ijiuncte durcii (,15.; dargc-siellt wt'*u'.ii. Einer dieser beiden Tuncie ij 
UeL>t aber, wie die Form div^er Gleichnng zeigt, unendlich weit auf dei 
ei-sten Axe: die Gleichung des andern Tiitüies P i:;t: 

16. 2/^« + ti; + 2£/^' = 0. 

Man erhsilt also, weim die Curve gegeben ist, die bei<ien durch (l4.) gcs 
gebcnen Pimcte Ä und *S, '\i'enn man an die Curve zwer der ersten Axe 
parallele Tangenten legi« Der Durchschnitt der beiden übrigen durch R 
und S gehenden Tangenten ist alsdann der Punct P# 
Auf ähnliche Weise stellt die Gleiclunig 

17. Cv^ + 2 Evw + Fw^ = 

die beiden aul der ersten zixe b'egenden Puucte M und -V dar, und die 
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Gleicliitng 1^^ j^ ^ ZBv+2Dw » 

den Pwcfc L. 

27$ WictoU Sa dm G^efchungen crweinr oder mchro ie r Cinnwi isfvret- 
ter Clü^e^ die Co^&)teaten ven ti% u v utid w^ dies^lbim sind, «o bmifa 
rtm ^iera CurrdB k\5^ fpst^ der efsten Axe paraUsetei Jg^wkt LMen: ai^ 
beci^irea ywei der »weiten Axe parallele gerade Limeni wenn die CotHT« 
fioifintoa vm uv^ v^ xmi i(A dieselben ?<ind. 

W^m ia mehvf^rea Gleidbimgim di« CotrfBoi<mteii von ^^ v% utm, 
VW imd w^ dSMe}|>en sind> imd nuthin nur der Goeffieiftit Vfm vv ir^imd 
«h?<*n !>s?Wf>5g^^ ly*»!**!? rraf, ^-c/plril dji)' Jbü^uglivhen Carrea alle dtOJi.iH^l- 
ben Pftrdttelogramme •ei»ge^*hriebeii , dessen Seiten den bevieii Coordin'<fr« 
ifTi-Axeo [»arallel «ind« 

28, Wwn isK Btelrtrem Gknchungen nur die C^effieieprten von vw 
oder !/£/' v^^rfriuodoxi st«d| so aind die bewigKoben Correa atte demseibeo 
raraliei-Trapes PHigeMhrjebon , dessen zwei panilleie Seiten <ler ersten 
oder xw^en Axe parailel umH^ uafl dessen beide andern Smten im An« 
fiingspiaicte sich scluieiden (JHo. 25. » 27.). 

29. Wenn m mehrem Gleichungen nur die Ce&lieienten yo» n« 
und if oder Ton t^"* und uv verfsehieflen sEnd, Stt iMtben die bezüglichen 
Ciirven denselben ftliiteipmict und bernbren dieselben beideti der ersten 
oder 2w«^i(en Axe paraUvlesi geraden Linien, eiiu eto. 

30« Theorie der Berührung. Da die eUgemeine Gleichung« 
die Site üreer aweiter Closse danteUt^ xwd die wir der KSrle hoMier dur^ 

1. £^ » • 
darrtiBen woUen, fat Beziektsii^ anf U; v lUid w boinogen ist, ni9 erbatten 
wir £iog]cich fnr d<e G.W*ichiir«g 'les Berähtungfipiinetes .auf einer diareli u\ 
v' imd w' gogf-benen Tangente tilgende: 

wenn wir, nach der Dlfrorentiation^ in den Au5drtteken der drei f8Hj^ 
len Difterentiai-^roefficienteu alatt der drei veränderliehen Grarsen, ii% w^ 
und «^' setzen« Denn, nach dmn Theorem nbev die liomogenen Func« 
tionen« werden die GJwJwngen (1. xmd 2»)- ySentiadh^ wenn wfr n% i^ 
und M^' für //, v nnd //^ schreiben. 50 daßi aho der Bnnot (2.) srnf der «e- 
gebeiien Tangente 'lieijt. >^'enn uJr ferner die Gltficbungen (l# und 2.^ 
volbfihKlig d5fl'er*ntiT?'^5 ?md n.'ioli derPifferentiatbn wiedemm u\-^ und 



u/ für fUe drei Tärancferlichen 9«rlire3>en, 30 erKalten wir ebenfafb z^rei 
identisohe Gleicfatmgpn» Es s(.hnriden sich n-lso srwei eoiisef^uttve Tangen* 
ten der Gurve (L) in dem Puncte (2.), d^r mttiiin der Berühr uiigs« 
punct auf dor gegebenen T'angente i«f. 

M'nnn vir die Gleichung (2*)l entwickeln, so licmnat: 

fSr dif» 6!eij!hnng des Bci'iihrungsjmnctes ain uci^ law^eutc («', t>', a;')« 

3K Die letzte Gleichung i»f, in Beziehung auf e/, t/, i^ tmd ä', 1/'^ 
s/i symmetrisch, so dafs wir nie aurch lolgendergestait schreibeti kJ^nnen: 

Biese Gleichung wird beCriedigti Wi*nn wir tvv uh drd Veränderlichen 
drei aolcbe Werthe i/", v" und W nfha>en5 ^^'^ sich anf irgend eine 
dfirdi den Bertf1a*nugs]nnirf gehende gerade Linie bo/iehcn. BetracfateD 
wir ferner u'^ v' «nd tv* ato voranilerlieti, tmd lassf^ aoff diesem Grunde 
die Aceente (ort, M Stellt die Gleichung: 

iik aie j&kh mit gleichem Rechte aiii' die Tangenten in beiden Durch«« 
Bcbüilten der geradeü Linie {u*'^ v''j iv") mit der CwTe bc^eht^ den 
Durchschnitt jener beiden Tangenten, den Pol dieser gerades JLi« 

nia^ dar. 

< 

32. Wenn dei^ Fol* Unen^icb wott liegt, »•:• j«t fene gerade Linie 
ein Durchmeftser, Der Pol Kegt aber iu)eiuiiich Meit, wenn die Gleichung 
(4.; folgende Form anniiomls 

9n n -^ nv =: 0, 
was niB dann genchielit^ wenn 

d. h. wenn die gerade J^inie {u'\ t^'\ tu"). dur«äh dt^n MittelpuneC gefct^ 
dessen Gleichiu^ nach der 23. Nummeo, na^hstt^hcmie i3t: 

5. Du ^Ev + Fio -^ j^ z^ Q. 

Vtenn der Pol a<if der ersten Axe Hegt, so mtxh die Gl^hwi^(4.) 

i^Afl^uäe Form: 

m tr -|- Ä «/ «= 0, 

amMdimm (Rro. 5.)» ^H* nur dann ge$cHieht, wen« 
IRlrftiarfi ali4k äfeo (Ae QfaicIiu»K: 



122 *5» Plickci, neucAiK, i'unch und Cutten tiurcit Uiiitltu>igtn ui,s.tiid.:ti.l-tn, 

6. ^u-\-Bv-\- n w =z 4" = 

du 

liiojeuige des PoJt:; clor erstou \\o \X\x\\ 
Ki)Pii ^o i^u'üs clio Gleicliiiii«; 

-;« 4- Ca + Ew ™ ''/- = 

■ ■ dv 

ocn Pol der zwo. ton A\o dar. 

33. JDliu'oh "\ orliindii'Jir dov OI<-Ic''iin^€ii (G. luid 7/» zu oliier tioiu^i 
imoarcu liloiohuiiK iTlinu man dl«» l'!?.'v iv>: ' y*.S^s hoiiobi«»/ u Vunacs der 
rolareii des .4nra!-;;s'» u..:;cs. i)ie Vm^-. v\\^r\ dieser Polaren eriMiIt inaD| 

rinioni mau zwiachou den 1>oiiImi, ebea «renannten Gieichuugou die Werthf 

>i»r -- und — (Miii;iiiirt. 

Wenn man die Gleicfauu}^ des ?r ii^l^uiurios (5.) wAl oine» dtr be'- 
«Jen i^h^idunigou (ß.) odc;- {7,) zw ciiior noucn lin^arou lil* i'!?ii;» - vrrliin- 
•'«t, so eriiait mau d^- D:»!^*! ■,>» - :.n* -^ / niri-t;:- - I^Jrh'le^» d-.-J- >* , f: I^iLch* 

iio?»:vi?'s^ der. die dci cijuju o\l * /weiloa (;<nirdiüaten«Axe j»araliel<^ 1 iiur- 

(eii iialbirt« 

34. Es ergeben sich aus dorn Yor^fehenden einige Siitze zu un« 
luit^elbar^ als dafs ich dieselben hier luierwuhnt lassen HoIIte. Gs scjcd 

r = 0^, U'—i), £7^'=. 

die (ileichuiigen dreier Orter zweiler (Jan^o. AUdann -^lud 

■ ±JL^o '-^-'^o ^''^(t 

div ' (Iw . ' die 

die Gloiclaaigoii ibror Mi(teI])uuol:e. Wemi jene drei Örter dies«."M»f:ij lier 

tjeradeii Linien berühren, so ist, wenn a und (Jt^ ii.il/««iftimde ^oc/ficieii>- 

ten bedeuten: 

uir + ^'U' + V" =0; 

es ist mithin audi: 

d. 1k die drei MiUeJ[>unol<^ ^lu^eii ui geiüdi^r Liiile. fÜermii isl aiso Ibl- 
'^eüder bekannter Satz gegeben: 

Die MifteI[iuneto aller Kegelschnitte (ürter zweiter 
Odsse), die dieselben vier geraden Linien boriii\ren, liegen 
in gerader Linie (Now^^on:)• 

Zu diesen ürtern zweiter Classe geboren auch drei Systeme von 
zwei Punden, nemlich die dreimal ffcwei jjegenilberstebenden M'inkelpuncte 
der roii den \Iei ;i< .;? Jj^ae/A v*'-..*.*'^:»»i ^ *. » ;^*i.'-'s«i'^ir*r vullsi-in .'Ii,.*'u> %ier* 
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■ 

seitigeu l^igiu*. Der Mittelpuuot ilos Sy»teiiii!( zweier Puncto int aber oflba 
bar^ «TBS auch sogleich aus dessen Gleichung sich orgiebt^ ctie Mitte zm*. 
8eheu den beiden Puneten des Systems» Wir erhallen lilernuch diejenige 
gora<le Liule, welche alle Mittclpiuicte esathsill, indem wir die drei Mitten 
«i'.^r drd Diagonaleu der von den rler g«gdl>eiien geraden Linien gebilde« 
ivn viersoirigen Flgui* durch eine goraaer.auio verbindtfin«. Wir sehen hiev 
beiläufig, dafs diese drei Mitten deivselbon geraden Linie augehiireu. 

35. Die Gleidiungen der Pole ii'gend einer geraden Linie (n", v*% 
u>'') m Beziehtuig auf dieselben drei in der vorigen Nummer betrachteten 
(Jnrvcn sind folgende: 

du dv ^ dw ' ' 

du * dv ' dw 9 

du ■ dv\ ■ dw ^> 

und in^m sieht sogleicli^ ilafs^ unter detihclben Voraussetzungen als bis- 
mv, auch; ^fr ,^^.yij^ yn _ q^ 

ijiii dafs also die drei Pole in gerader Linie liegent Hiernach ergicb! sich 
folgender Satz: 

Wenn bdiebig viele Cnnen zweiter Classe vier gegebene gerade 
Linien berüliren, so liegen die Pole derselben beliebigen geraden Linie in 
Beziehung auf alle di(^se Curien in gerader Linie. 

' Es ist im \llgemeluou klar, da£s alle Urlor^ die durch Gleichungeu 
dargestellt werden, in denen, als Coustanteu, auf dieselbe bj^licbige Wei?e 
imd iiberdios hlots linear, Gonstanten aus den varschio<1enen Gleichiuigeu 
fsolciher Örtör zweiter Classe die dohiseU>en Viereck eingeschrieben sind 
vorkonmien, alle dieselben gemeinscliatiliclien Tangenten habrin: luid also 
inslfcsondere, wenn diese l)rter Puncto sind, in gerader Linie liegen. 

36r Theorie der Oscuiation. Die Gleichung irgend eines Or- 
tes zweiter Classe, der die zweite Axe im Anfangspunct der Coordinaten 
berührt, »ei folgende (No. 16. 14.); 

Stellen wir mit dieser Gleichuug eine zweite ihr ähnliche: 

Au^^'lD'uw-^ITL'vW'^truJ' = 0, 

zusammen und ziohoii ab, so kommt: 

CirlU'^ J.mrna! d. M. VI. Bd. '^AUu 17 
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Diese Gleiclnmg stellt ein System roti zwei Puncten dar« Der Fartor w 
bezieht sich auf den Anfangsininct der Coordiiiaten, durch den zwei in dio 
zweite Axe zusaibmcnraneude^ gemoinschafthche Tangenten der leiden 
Cinren gehen. Der andere Factor, gleich Null gesetzt: 

stellt den Durchschnitittpunct der beiden übrigen gemeinschartiiohen Tan- 
genten dar, und ist reell, diese Tangen! en mögen es sein oder nichtt 
Weim dieser Punct auf der zweiten \xe liegt, so fallen in diese Axe drei 
Tangenten ziisanmien; die beiden Curven hal>en alsdann eine drcipunc- 
tige Osculation. Damit die Gleichung '].), dementsprechend, die Form 

annehme, ergiebt sich die Bedhi{;ungs-^ Gleichung: 

3, iE fi= E\ 
37« Wenn die Osculation eine vierpunctige iein soll, so muls, 
damit die vierte gemeinschaftliche Tangente mit den drei nhrigen zusam- 
menfalle, die Gleichung (2.) den Anl'aiigspunct dantellen und also folgende 
Form mmehmen: ,.. ri 

vonach wir neben der Beduigimgs - Gleichung (3«) noch nachstehende er« 
halten: ^ D ^ D\ 

38. Wenn blofs die letzte Bedingungs - Gleichung (40 zwischen 
den Qleichungen der beiden, sich im Aufangspuneto berührenden Curven 
besteht, so ist sogleich ersichtlich, dafs alsdann die beiden gemeiuschafr' 
liehen Tangenten der beiden Curven sich auf der ersten Axe schneiden. 

39. Ich werde in dem folgenden Paragraphen, durch Terbindung 
allgemeifter Symbole vermittelst imbestimmter CoelBcionten, allgemeine Sätze 
beweisen und aus denselben viele einzelne Coustnictionen ableiten« Doch« 
um ein Beispiel der Behandluugsweise zu geben, will idi schön hier ^nige 
einzelne Sät^se direct beweisen* Dies wird hinreichend sein, um zu zei- 
gen, dafe man hier auf eine ganz ähnliche Weise verfahren kann, wie ich in 
dem ersten Bande meiner „Ent^ickelungen^' §• 8* S. 222^ ff, verfahren bin. 

Die Gleichung irgend einer gegebenen Curve zweiter Classe, welche 
die zweite Ai'^e im Anfnngspimcte berührt, sei folgende: 

Ä. Au^ -^ IDuw ^lEvtv -^^ Fw^ = 0» 
Das System irgend zweier JPuncte die auf der zweiten Axe liegen« ItÄn-» 
aen wir dure!i folgende GWchimg darstellen; 
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Die beideq Gleicliiffigeu (5^ uad 6.) . vertlbti cUencu ziir ßesiimmuug der 
Tier gejueiDSchafUiGhen.Taiige&teii cfc^r beiden bi^ziiglicheu Ör.ev^ d. \\, der«^ 
jeiBgea beideiij Tangentea--PdaM9 vrelcfae man durch die beiden Pirnete 
des Systems an die Curve logen 4uc»u» Ziehen yiic diese beideiä Glei« 
Ghungen von einander ali^ so kommt: 

w{1{D—Df)u ^2Ev ^ {F^t^)w) == 0. 
Der Factor w des ersten Theiles dieser Gleichung, «Jcr, ;i' ich >iu^! gesetzt, 
den Aiiiangspiniet darstellt, entspricht den beiden in dJo zweite Axo zu- 
«iQmmenfallenden Tangenten. Die lieiden andern Tungontt^n scimciden sich 
also in demjenigen Puncto, dc^son Gleicluu);^ folgende ist; 

?• 2(D~/r)£i + 2Ev 4. {t—y)iv = 0. 

40^ Sie CoJ}£BcieUten von u und v in dieser <iiieu;Iimig iaidf^m sich 
nieht, waun man statt (5.) die Gleielumg irgend einer andern Curre nimmt, 
i¥elche die gegebene im Aufangspuncte vierpunctig osoidu*i (Ko. 37.). Es 
stellt ako (7.) einen solchen Punct dar, der für alle di^'seCurvon auf einer 
und derselben, durch den gemeinschaftlichen Osculationspimct gehenden ge« 
raden Linie liegt« Also: 

Wenn man von irgend zwei festenPuncten der gemein« 
schaftlichen Tangente im Osculationspnncto mehrerer sich 
rierpuiiotig osculirenderCujrven an jede derseloen noch zwei 
Tangenten zieht, sro liegen die Durchschnitte je zweier sol« 
eher Tangenten auf einer festen, duroh den Oscuiations« 
fiunct gehenden geraden Linie« 

H» Hiernach erhalten wir eine neue Construction folg'^nder Aufgaben 

Kitte Gurve zweiter Oasse zu beschreiben, die eine {ge- 
gebene in einem gegebenen Puncto vierpunoiig osculirt und 
überdies eine gegebene gerade Linie berührtr 

S«i OßfK C^B^Br ®^) fliö gegel)eue Curre, TS die g< gebene gerade 
Linie, ''velche der Taugetite im Osculationspuncte O im l^iucti^T^ bogogno. 
Man lege durch 7^ die zweite Taugente TS' luid ziehe eine beliebige dritte 
Taugente, die den beiden ersten Tangenten in 7^ uiul S' iM^oguM, 3 lau 
ziidie 0S\ die der gegebenen geraden Linie in S begegne, lind («ndlich 
TS, Diese gerade Linie ist alsdann eine neue Tan$:eütc der zu constnsi« 
renden Ciurve. 

Wenn die. bddf n Puiicte T und T' autfunMni^i&ilen, ao sind S' und 

ir* 
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iinä S Ptincte der gegebenen und der zu cou-itrulrenden Curye, die imin«n- 
noüh mit in gerader Linie liegen« Wir können hiernach, "wenn ein 
Punct der zu construlrenden Curve gegeben ist, in diesem Puucte 
die Tangente logen, und wenn eine Tangente gegeben ist, aui 
dieser Tangente den Berühirungspunct bestimmen« 

42. Die Coefficienten von v und w bleiben in der Gleichung (7,) 
dieselben« >Tenu die Gleichung (5«) eine Parabel darstelU, mithin Fz=z() 
ist, und wir diese Parabel mit irgend einer andern vertauschen, welcbo 
dieselbe im Anl'u i <2M>uucte dreipuuctig osculirt. Der Piuict (7 * ) - uckt 
aber alsdann auf eluer der zweiten Axe pai*aiiolen geraden Lüiie fori. Also^ 

Wenn man von irgend ziveien festoit Functen der Tan- 
gente im Osculationspuncte mehrerer sich osculiroDdcr r<i- 
ra/iein noch zwei Tangenten an jede Parabel legt, so liegi 
der Durchschnitt solcher zwei Tangenten auf einer festen^ 
iif^v gemeiiisohaftlichon Tangente parallelen geraden Linie» 

43.. ÜJornacL können wir Iblgviule Aufgabe constiniircn : 

Eine Parabel ;Fig. 7.) zu beschreiben, die eine gegebene 
in einem gegebenen Piiucto osculirt und überdies eine gege- 
bene gerade Linie ix^ruhr.. 

Sei MOiY die gegebom TaiaLci, die inO oscnlirt werden soll: »jV* 
*lie gegebene gerade Linic^ die der Tangente in O im Puncto T bege-'n^?. 
Mar lege durch 7' eine zweite Tangente TM an die gegebene Parabel, und 
an dieselbe noch ü*gead eine bsliebigf Tangente AS'iV, die der Tanc^entc 
7'M in S^ und der Tangent«; OT in T begegne. Man zielie parallel mit 
OT durch den Punct S' die gerade Lluie S'S, die der gcebonen in S 
begegne, und endlich ST. Diese Linie ibt eine neue Tangente der zu 
coDStruirenden Curve# 

44. Wenn die beiden Puncto T'imd T" zusammenfalleil, so erhalten 
-mv Startes uncJ.iS' zwei BerUhnmgspuncte auf den beiden ParaLclu. Also: 

Wenn man von irgend einem festen Puncto der Tan- 
gente im Osculationspuncte mehrerer sich osculirender Pa- 
rabeln noch eine zweite Tangente an jede derselben leg^ so 
liegen die Beriihrungspuncte auf einer der gemeinschaft- 
lichen Tangente paralielen geraden Linie. 

.Hiernach können wir in der letzten Aufgabe auf der gegebenen ge- 
raden Luiie sogleich den JÖeraiirnugspunci finacii und au<;h Sa.k. PaiaLoI 
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constriili^en ^ die einegogebene ia einem ge<jebcueu Piincte osciüirt^ uud 
überdies durch eiuon gegebenen Puuct gebt. 

45« Die Coefficienten von u und w bleiben in der Gleichung (7*) 
dieselben^ wenn die Gleichiuig (5.) eine Paral)el darsteiit, yvit an die Stelle 
derselben irgend eine andere Parabel scrzen^ die mit der gegebenen die- 
selbe gemeinscbaftlidie Tangente hat^ und |>ai'allol mit dieser Taugente die 
ei*Hte Axe legen< Dies <^giebt sich sogleich aus der 38« Nummer ^ wenn 
wir überdies berücksiclitigen ^ dals die vierte gemeiuscliaftiiche Taugentc 
zweier Parabeln luieudllch weit liegt* VI enn alier die CoefTicionten von u 
mid w dieselben bleiben, so stoüf (7.) einen Psuiot dar^ der auf einer der 
ersten Axe parallelen geraden Lini^ bleibt, liiernach ergeben sich leicht 
folgende bdden Satze. 

TVenu mehrere Parabeln zwei gegebene (jordäe r.rnii^»i 
berühren und uje erste ders^-^^i^ in pinon. gegebenen Puncte^ 
;< i schneiden sich diejenigen beidon Tangenten, die von ir« 
oHud zwei festen Puncten dieser ersten gegebenen geraden 
fiinie an jede Parabel gelegt werden können, in einem noK 
eben i'Mitcte, der auf einer festen, der zweiten gegebenen 
geraden Linie parallelen Linie bleibte 

Wenn man von irgend einem festen Puncto der ersten 
oegebeuen geraden Linie noch eine Tanjgente an jede Para- 
bel legt so r;e«j;en die Berührungspuncte auf allen diesen 
Tange aten in dorselbeuv der zweiten gegebenen gertfdeit Li« 
nin paralielen Linie« 

Aus diesen Sätzen ergeben aich wieder lun lineare Constructionen.. 
die wii' hior ühergehen 

4*1 ^\ ir können die Glr^ichimg (^0 aucliüoch aus einem andern Ge<« 
Uchispuu^ac dlscuUreu^ I^s «'indem sich iieinlioh in dieser Gleichung sb. B. die- 
Coeflicienten von u und iv nicht, weu»>i mau statt (6.) eine audere Gleichimu 
ron derselben Form ninnniL, in der man j^iur dem GoeCUcientcn D' irgend 
einen andern Werih beilegt; d. h* v»onn man statt der durch (6.) darge<> 
stellten beiden Pimcte irgend zwei andere Puncto der ziveiten Axe nimmt, de- 
ren AbstJinde vom Beriihrimgspiiooi ?.. in eit.ander mnltj[dicirt, dasselbe Pro- 
duct geben. Bc j>avclischuitt der i^id^^n Tangenten^ die durch solche zwei 
Puncto sich nofii ru« JIo gegeben;? Curve lej^eii lasMa-^ liogt ako auf einer 
teilen, der zw<^Uon.Vxe n^uaUelen« geraden Lane« 'ilse^ auch um^c^ikehrtr 
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Wifsnn man von irgend C'in<?!n Puncte eiu^'r gegebf^n^n 
{geraden Linie zwei Tangenten an ein« gegoboae (urve zwei- 
-ei* Clasne fegt, so Avird das von dieren beiden Tangenten in«- 
terceptirte Segment einer d^'iiten Ttirghulo, die der gege- * 
l;:r.'*en geraden Linie parallot t^t^ im Bcrühriiilgspunete so ge«- 
theilt, dafs das Produot der beiden Theiie ein constantes ist 

Wenn Mir insbesondere amielimeu, dais die gegebene gerade Linie 
t«t*'tndlich vreit Hoge^ so erlialten wir ein^n bekamiteu Satz. 

47. Den nachstehenden Satz eriiaiten nir auf eine ganz aluiliche 
'••eise, ^^i*^ wir den Satz der vorigen Ä^umnier Inhalten halieu« 

IVeiin irgend eine Linie zweiter Ordnung gegeben isi> 
und man cOTistruirt in einem beUebigenPuncte derspib^u dio 
Tangente^ legt durch denselben Punct eine beliebige gerade 
Linie und duroh irgend einen Punet dieser geraden Linii» 
/nei neue Tangenten au die Curve, so schneiden diese bei-^ 
den Tangenten die erstgezogene in solchen zwei Punoten^ 
;ür welche die Summe der reciproken Werthe der Absf«'ind«* 
\on\ Berührungspuncte constant ist. 

Wir brechen hier al)^ um sogleich zu einer atlgemeinem Verf>iii- 
dnng der Gleichungen der Orter zweiter Classe überzugehen^ weil hier 
aid eine ungemein leichte Weise eine Menge von Siitzen und Constructto- 
jien »ch ergeben. 

Bonn 9 den 11. Sept. 1829* 

§. 4. 

Verbindung der allgemeinen Gleichung der Orter zweiter 

Classe vermittelst unbestimmter C««eJfi«»ienten. 

48. Weim die beiileu Glej<*huug«*n 

1. A ^ ü, .i =5 o 
«ra *nd zwei Orier zweiter Classe darstehen« ^i sielll, wenn /u. einen unhe'» 
Muumten Coeificienten bodoutet, die Gleiciiun;> • 

'in^ mügiicben ihtcv det*i«eiben Classe dar, veicbe mit den beiden gefje» 
l>eiiFn dieselben vier gemeinschaftlichen THngtmtefi luiben« IVenn <ler erste 
Theil der (iieieliiuig (2*) sich in zwei Factoren des orf^i^u Grades aiiiiosm 
liWiHt 0o stellt lii^'s^lbe ein Srsiem von zwei jr^uuolen dar« Kin toi- 
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ches System ist also als oia Ort zweiter Oasso an?ni$^elioii. ( Es isi xiv ohi 
iiberflilssig zx\ Iiemei^kcn, daCs die beidoii Puncto aur4veino Weise als rer- 
schwindende liiJ;|»scu zu betrachten sind.) Wenn Av^t die in Rede ftte-' 
ficnde Zerlegung Statt linden soll, so erliallcn wh? r^ine ßediugniigs-GIei« 
ohung, die in Bozielumg auf a vonx dritten Grade Ist. Es reduenrt 9ic:!i 
diese Gleidunig nur dann auf den z^voitcn Grad^ wenn schon eine de»- 
Ixndea Gleichungen (1.) ein Sysrnu von zMei Pnncten darstellt. Wir er- 
halten also immei% Tienn wir die Gleichungen zwei<T solcher Örter zweitei 
Glasse, die Gurion sind. gehiJrig mit o-iuan'lor vorbinden, nmidestens die 
GI^choBg e.{ue^ System», von zm'oi Puiu;n?n* INur dürfen wir nicht über- 
sehen, dafs Ini Allgemeinen solche zwei Pmicto av.ch zusammenfallen und 
auch imaginär sein können. In dieseni letztern Falle erhalteti wir eine 
bestimmte gerade Linio weiche durch diese beiden imaginären Pimot^"^ 
geht^ statt dieser Puncte ; eine gwade Liuie^ die durch eine Gleichung des 
zweiten Grades dargestellt wird ^)* Man kann aber leicht zeigen ^ dafs 
immer eine resultii'ende Gioicbung (2). ein Syntf^m zweier reellen Puncte 
darsteOt« Menn die Beüingnngs^ Gleichung in u nur reelle Wurzeln 
hat^ so erhalten wir drei reelle Gleichungen von der Form der Gleichung 
(2«}« Alsdann haben die beiden Ciirven entweder vier reelle oder gar 
keine reelle gem^nschoTtliche Tangenleu. Im ersten Falle stellen jene 
drrf resnltirenden Gleichungen die dreimal zwei gegeniiberstehendefi Win- 
kelpunote der von Ai^n viev gonieinschaftlicheu Taiicenten gebildeten voü- 
ständigen vierseitigen Figur dar; im zweiten Falle erhalten wir ein Sy- 
stem von zwei reellen Puncten und aufserdem zwei reelle gerade Lonien. 
Wenn die Gleichung in (Jt, zwei imagioiire ^^urzeln hat^ so erhalten 
wir dinroh Verbindung iU-r ge^jebenen Gle?chui/gen nur eine einzige Glei* 
dbung eines Systems von znoi Piincten: die beiden andern Systeme exi* 
stiren gar nicht* Diesem Falle entspricht, dafs die beiden gegebenen Cur«» 
veu niu* zwei reelle gemeinsrhaftliolie Tangenten haben« 

Wenn die Bedingimgs - Gleichung in u zwei gleiche Wnrzda hat^ 



*) Dies wird deutlicher , weno wir die Gleicliung 
betracbieOf weldie zwei aaf der er.^ien Axe lief>eiide Puncto darstellt. Wena aber 
90 giebt diese Gleicbnng fiir v und w keine andere reellen Werthe, als 

V = 0, M,' = 0. 

Ei stellt also die vorstebend^ Gleichung blofs die erste Coordinaien-Axt dar. 
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80 berülii'ou sicli die beiden gogebenen Curyeu. Die drei resultireiuhui 
Systeme von zwei Fimcten sind in diesem Falle die beiden Durchscbiiitts« 
puncte der Tangente im Beriihrungspunote der CmrTen mit den beiden 
übrigen gomeiuscbalUicheii Taugenten dorsell>on (zwoimal genommen) und 
dann da» System des Berühriu]gs{)iiuuie8 ulv! iV.- DurclisehiiitTCä der letzt* 
genannten beiden Tati^euicn« ^Venn die bt^l^ien Otu*veii einen doppel- 
ten Contact haben ^ so sind die drei Systeme, der Durchschuittspimot 
der IxHden gemeinscbaTtlicbc^n Tangenten als uop[)eIter Punct betrachtet 
(zui'eimal genommen) und daiui das System der beiden Bcrühnmgspunete. 
Wenn die Bedingungs - Gleivhimg in /i drei gleiche Wurzehi Iia^ 
so haben die beiden . Ctu'ven einen droipiinotigen Contact« Von den 
Jrei resultirenden und alsdann identischen S^Titeuu'n besteht jedes aus dem 
OsculatipHspuncte und dem Dm-chschnittspuncte der Tangente in diesen^ 
Puncte mit der nocli übrigen einzigen gemeinsdhaftliciien Tangente. Für 
den Fall dner vier punct igen Oscidation &llen die beiden Puncte dei. 
drei identischen Sjsteme in den Oscidationspunct zusammen. 

49c Es tritt 'Uns hier cöch folgende Frage entgegen: Giebt esCur^ 
'/en zwdtä* Classe, die nur zwei gemeiuscliaftliche Tangenten haben, oder* 
bestimmter ausgedrückt, von deren vier gemeinschaftliclien Tangenten zwei 
imepdlich weit liegen, so wie es Curren zweiter Ordnung giebt (lihuliche« 
und ShnUch liegende), von deren vier Durchschnitten zwei unendlich weii 
liegen? Eine gemeinschaftliche Tangente liegt, wie wir schon früher *;(^ 
seilen haben, unendlich weit, wenn die beiden Curven Parabeln sind^ 
aber zM^ei gemeinschaftliche Tangenten könnt ii nicht unendlich weit liegen« 
50. Herr Poucelet hat schon bemerkt, dals wenn zwei Öi-ter 
zw^ter Classe denselben Breunpunct haben, dieser Brennpunct als 
der Durchschnitt zweier gemeinschaftlichen, ünaginuren Tangenten anzu« 
neben ist« 

Wemi die beiden gegebenen Cuo'cn ähnliche, iihnlich-lie* 
geade und concenrrische sind, so ist ihr gemeinr^<;haft]idier 5bV 
telpunct dei' Durchschnitt zweier Paare» gemeinschallthoher , unaf^iuK^er 
Tangenten« 

Wenn in den vorstohenden Andeutungen irgend etwas dunkel os 
scheinen sollte, so verweise icli auf die ganz analogen Erörterungen über 
die Terbindimg der Gleichungen von Örteni zweiter Ordnung im ersten 
Bande meiner MEntwickelungen,'' 
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51. Auf dem bisher EntwIokeUon bentheii Erörteningon, die de- 
nen des letzten Paragraphen der eben angefuiirten Schrift cutsprechen. 
In dem Folgendoi "wM ich einige Momeiite heryorhebeji. 

Es sdlen 

l, AzszO, ^'=0, A''z=0 

die Gleiohiuigen dreier solclier Curveu zweiter Classe^ welche dieselben 

beiden gemeinschaftlichen Tangenten haben^ deren Divchschnittspunct dural» 

die Gleichung _^ ^ 

dargestellt i^mde« Alsdann erhalten wir, durch gohürige Verbindung ver«. 
mittelst unbestimmter Coeffidenten je zweier der drei Gleichungen (l.)^ t^ 
eonde Ausdrücke: 

2. A'^ii"A'zszc.a''^0, 'A'^fL'A'^c.a'z^O, A'^fWz^e.a^O. 
Wenn wir die beiden ersten dieser drei Gleichimgcu von einander abzie-^ 
hen, so kommt: /. ,, ^ j^ / ^ /a /^ 

eine Gleichung, die, was ihre Form zeigt, mit der dritten der Gleichuiiir 
gen (2.) identisch sein muis; wonach wir 

erhaltene Es liegen also die drei, durch folgende drei GleidbuQgen roqi 
ersten Grade dargestellten Puncto 

Ä =: 0, a' = 0, o" Ä 
in gerader Linie« Hierin ist der nachstehende Satz enthaken: 

Wenn irgend drei Örter zweiter Classe dieselben zwei 
gemeinschaftlichen (reellen oder imaginären) Tjangenteii 
haben, so Liegen die Durchschnitte der mooh übrigen drei« 
mal zwei gemeinschaftlichen (reellen oder imaginfiren) Tan« 
genten in gerader Linie* 

52. Wenn drei Cunren eine gegebene gerade Linie in demselben 
Puncto berühren, so habeu je zwd derselben ^ersdta dlMdb^ zwei 
^tuammeniallenden Durchschiitttspuncte und andrerseits «wei kusaminen- 
fallende gemeinschaftliche Tangenten. Es gehen aboT acht nMein, wie be- 
kannt, die drei gemeinschaftlichen Chorden je zwdw dersetben dturoh den^ 
selben Punct, sondern es liegen auch die drei Durohschnifte der drei Paare 
gemdnschaftlicher Tangenten in gerader Linie« 

53. Wir woDen mehrere einzelne Fälle des Satzes der 5L STum- 
mer genauer betrachten. Wenn die drei Örter zweiter Oasse Parabeln 

Crclle't Jonraal d. Bl VI. Ba. 2. Ilft. 18 
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sind, 80 liegt eioe gemefnschafitliche Tangente je zwdet derselben unend- 
lich i^eit^ und den Yoraussetzungen des obigen Satzes gesohidit Genüge^ 
wenn die Parabeln eine einzige gemdoschaftCcbe Tangente baben. Also : 
Wenn irgend drei Parabeln 'dieselbe gerade Linie be« 
riihren^ so liegen die Durchschnitte der übrigen beiden ge« 
meinschaftlichen Tangenten je zweier derselben in gera- 
der Linie» 

54« Es ist bekannti von welchem YorÜieile es in der llieorie der 
Örter zweiter Ordming ist^ da6 xaan Sjsteme von zw^i geraden Li- 
nien mit Curven dieser Ordnung zusammenstellt: ein Yerfahren, daa man 
auf die Betrachtung der Gleichungen gründen oder audi durch allgameiney 
rein geometrisdie Betrachtungen rechtfertigea kamu In dem Folgenden 
werden wir gleichen Yortheil daraus zieheD| dals wir^ was früher noch 
nicht geschehen zu sein sdieint^ mit Curven zweiter Cjasse, oder^ was ^bs» 
selbe heilst^ zweiter Ordnung, Systeme von zwei Puucten zusam- 
mensteOen: ein Yerfahreni gegen welches sich audi nidit der germgste 
Einwurf madien liilst, sobald wir zu den Gleichungen zurückgeh^i« 

Um die Bedingungen der 51 • Nummer zu befriedig«» ^ mossat wir^ 
wenn wir mit zwei Curven jI und B (Fig. 8«) dn System von zwei Fonc« 
tOi Cj c' zusammenstdl^i wollen, diese beid^i Puncte auf zweien gemein- 
schaftlichen Tang^ten der bddeuCurv&i annahmen« Ziehen wir alsdann 
von solchen zwei Puncten noch zwei Tai^enten 'an jede der beiden t^xt^ 
ven, die ach in den beiden Puncten 8 und S^ sdueidea, ao Begen diese 
beiden Puncte mit den Durdischnitte defj^gen beiden geineinschafilichen 
Tangenten^ auf denen c und c' nicht Uegen, mitO^ }m gerader Linie. Abo: 
Wenn man von irgend zwei Bnnct^n nweler gemein* 
schaftlichen Tangenten nwoier Curven zweiter Claaae nooh 
vier Tangenten an die l>eideii Cnrven legt^ so bilden diese 
Tangenten ein Tiere^k^ dessen eine Diagonale durch einen 
festen Puniet geht^ der nnverfinderlieli derselbe bleibt^ ^\^ 
au oh jene beiden Puncte enf d^n gern ein seluiftliolien H^an» 
genten fortrücken mögen« 

Wir erhalten dne lMh>di£cation dfeets Salzes^ wenn ^ir for ^ 
Puncte €y c' zwei BerSmmgqmnote auf den beiden Tangenten ndbmen« 

Fiir den Fall zweiw Parabeln orhaltan w&p eine dappdta Con« 
stniction; einmal kSnnen wir nemfich die beiden Puncte Cp ^ pä nweien 
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der drei gemeinadbafilidieii Tioigenten annehmen: alsdann liegen die bei« 
den CansfructiouG^imcte «9 und S* auf einelr aioh immer parallel bleibenden 
geraden Linie* Oder wir können auch cteen Fonot c wt cmer bt^Ugeii 
gemeinsdiaftlidien Tangente und den andern Punct c^ auf der unendlioh 
weit entfernt liegenden vierten gemeinschaftlichen Tangente soinehmen, d. h« 
nadi belidMger Richtung zwti parallele Tangenten an die beiden Parabdn 
»dien« Der feste Punct ist alsdann d&p Durchschnftt derjenigen b(4deii 
gemeinscfaafilliohen Tangenten^ auf denen c nicht angenommen worden ist» 

55« Nach dße vorig^Di Nummer ergiebt sich^ wenn wir zwei ge« 
meJMchaftlidie Tangenten zw^er Cun^en zweiter Classe kennen ^ eine 
lachte GojBstruction des Durdiscbnittspunctes der beiden übrigen gemein- 
sdüiUidben Tangenten ; und abo können wir auch die^e Tangenten selbst, 
in dem BUIe dab dieselben reell sindi constroireiu 

56« Der Satz der 54^ Nummer leidet ModificatKoncn^ wenn zwf- 
sdien den beiden gegebenen Carren besondere Besiebungen Statt finden« 
YHrwolloiso^eidi zwei rieh dreipunetig osculirendeCurven(Fig.9..) 
betradbten« Ahdami fiedlen irA gemeinschaftliche Tmgenten iu die Tan- 
gente des Osculationspunctes ^zusammetti. Und es giebt aidserdem nur noch 
eine dnaige gemdnschaMche Yangente« Nehmen wir also die beiden Puncto 
Cy c* auf der Tangente im Osculationspuncte au^ «o ist der feste Punct O 
der Durdhschnitt derselben Tangente mit dc^ noch iilmgen gemeinschaft'^ 
liehen Tangente. Also: 

Wenn man von irgend zwei beliebigen Puncten der 
Tangente im OsoBlationspunote zweier oder mehrerer sich 
dreipunetig oaculirender und überdies dieselbe gerade Linie 
berähreader Kegelschnitte, an jede derselben noch zwei 
Tangenteo zieht, so liegt der Durchschnitt dieser Tangen- 
ten auf derselben geradenLinie, und diese gerade Linie geht 
durch den Durchschnitt der gemeinsohaftlicben Tangente 
mit der Tangente im Osculationspuncte, und «Ireht ?<ich um 
diesen Durchschnitt, wenn die beiden beliebigen Puncto auf 
der letztgenannten Tangente fortriicken« 

Nach diesem Satze können war einen KegebchnJH bifsoluc *I>on, der 
«aen j^ebenc» in einem gegebenen Puncto o«culirt urid über*« 
dies zwei gegebene gerade Linien berührt» 

Construction. (Fig. 9.) Es sei der Punct, in wt^lchem die 

18^ 
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gegol>6ne Curvc OM oscuürt werden boU ; die Tangente in diesem Punete 
werde von deu beiden^ idoli in 3 schneidenden^ gegebenen geraden Linien 
in den beiden Pimcten c und c' geschni ticMi ; yon diesen I>eid«i Puncteii 
kge man an die gegebene Curre die beiden Tangenten €S* und c^S^^ die 
sich im Punete S^ schneiden« Zielit man endlich SS', so l>egegnet diese 
Linie der Tangente in O in demjenigen Punete 0| in welchem diesellie 
Tangente von der gemeinschaftlichvxi Tangente der gegebenen und gcsudi* 
t<^ Cunre getroffen wird. 

Wenn die eine gegebene gerade Linie die gemeinschäniiche Tan- 
gente der beiden Curven ist^ so bietet sich unmittelbar dne ganz einfache 
Gonstruetion beliebig vieler Tangenten der g<?suchten Curve dar« 

S7. Wenn wir annehmen, dafs der Punct c^ mit dem Punete c 
zusammenfalle 9 so erhalten wir die Berührungspuncte o* und (r^ statt der 
Punete 3 und S\ Also: 

Wenn man von irgend einem Puncto der Tangente im 
Osculationspuncte irgend zweier Kegelschnitte zwei Tau- 
genten an dieselben legt, so liegen die Beriihrungspuncte 
auf diesen beiden Tangenten mit dem Durchschnittspuncte 
der gemeinschaftlichen Tangente beider Curven und jener 
Tangente im Osculationspuncte in gerader Linie« 

Nach diesem Satze können wir in der Aufgabe der vorigen Num- 
mer auf jeder Tangente den Beriihningspunct finden« Wir erhalten z. B. 
den Beriihrungspunct tr auf cS, weim wir durdi $ und den Berührungs- 
punot tr^ auf der gegebenoi Curve die gerade Linie Qfcr legen. 

y/it können ferner auch eine Curve l^eschreiben, di(3 eine gegebene 
io einem gegebenen Punete osculirt und ülierdies eine von fol- 
genden Bedingimgen erfüllt: 

1) eine gegebene gerade Linie in einem gegebenen Punete 
berührt, 

2) mit der gegebenen Curve cluc gi-gcbeue gemeinschaft- 
liche Tangente hat uiiu dui'cU irgend einen gegeboniiu 
Puttcjt geht« 

Es sei, um nur den zweiten Fall hervorzidichvM. Oo"' die gegebene 
Curve, O der Oseulationspunct, <X> dt^rjenige Punct, iu welchem die Tan« 
gente in diesem Piiucfo von der ^o^obenen gemeinschaftlichen Tangoote 
T^ gcvscbiiliion wird, ixad ciidiich «r ucr gcgolvoue Vutict« Man ziehe die 
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gerade Linie c(i^ wm der die gegebene Cune iii o*' iioJ <r, gcscimitcea 
werde« la diesen beiden Puuoteu constriiire mau die Tangeuteu an die 
gegebene Curve^ welche der Tangente in O in zwei P'»uicu-n begegnen. 
Wenn man diese Puncto- (\im deneii c der eine Ist) mit dejL^i Pimcle r 
verbindet^ so erliSlt mau zwei Taugoii}'^:i derjenigen beiden Gurren^ die 
fien Beduigimg^ iler Aufgabe ontepreckon. Die Aid'gabo hat abo im All« 
gemeinen zwei Auflösungen; sie hat nur eine Auflösung ^ wenn dtop ge« 
gehene Pimot «if der gegebenen Curve liegt« 

58. Wenn man die beiden Pimcte c und c* (Fig. 10.) auf der Tan« 
gente im Osadationsj)ui](cte ihkI der gemeinschartlicken Tangente zweier 
^ich dreipmictig oscuürendor Curven anulniiat., sa erliält mau statt des 
Satzes der 50« Nummer fc^gendeii: 

Wenn man vou zwei Puneten der Tangente im Oseu- 
lationspuncte und der gemeinschaftlichen Tangente zweier 
sich dreipunctig osculirender Curveu an jede Curvo noch 
zwei Taugenten zieht^ so schaeidea sich die zweiiuai zwei 
Tangenten in solchen zweiPuuctcu^ die mit dem Odculations» 
puncte in gerader Linie liegen. 

Hieraus ergebt l^cli eine neue Constmption der Aufgabe der 56« 
Niunme* die .such dann ilire iinwendbarkelt behalt, wenn der Durch« 
schnitt «der T«ngeiite ifti OBculatiouspimcte mit der gemeinscbaltiiohen Tan«< 
gente der gegebenen und tu construirenden Curve sdur weit liegt« Es sei 
wiederum OM die gegebene Cur ve^ die iuO osoulirt werden soll; Sc und 
Sc^ seien die bddeu zu berälirenden gerttden laulen«* Man verbinde den 
Ourcfascluiitt S dieftcr beideii geraden Linien mit Oj lege von c, dem Durch- 
schnitt einer (beliebigen) diifsoi* beiden LitJeu mit diu* Tangente " in Oj die 
Tangente caS^ an die gegebene Cm^ve, die der OS inS^ begegne und end-* 
lieh dtfrclh S^ die zweite Tangente S'c' an dieselbe Curve« Diese Tau- 
gente begegnet der gegebenen 3c^ m einem Puncte c', welcher ^Punct 
der gemeiuschuftlidieu Tanj^eute der go^ebc^neii und gesuchten Cime ist. 

Die Modilication di<>siv C>ji\.siruciIon i üi' den Fall, &A^ statt der bei-* 
den Tangenten eine ein;:!ge und auf dv^rselbeu der Beruh: nü^s^iunct gege- 
ben isty ergiebt sMi voa selbst , und hlei tKic!i fM'*.^eben si'jh endileh auch 
neue Construetionen für die in der 57» Numi:\ci* behandeUen AiJkabe. 

58U Wem wir dnnehmeiiy dafs alle Cur^ea !^a rahein sind^ so er- 
telten wir aus Ko; 58* mul 57. die bereits in der 42* ^ 43. und 44. Nummv':* 
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tmndttdObar iMvieseneu Sätze uad Constructionen^ und aus No« 58. noch 
ieiiiigs 116060 

Es kann aber auch die gegebene Curre irgfiid eine bdieliige sein 
und eine Parabel verlangt werden« Dies kommt alsdann darauf hinaus^ 
in den vorstehenden Constnictionen statt einer gegcb<»ien zu berohrendea 
geraden Unie eine unendlich weit entfernt liegende zu nehmen« Wir woU 
len zwei Aufgaben hier hervorheben« 

Eine Parabel zu beschreiben^ die einen gegebenen Ke« 
gelschnitt in einem gegebenen Puncto osculirt und über« 
dies eine gegebene gerade Linie berührt« 

Construction« Es sm OM (Fig. 11.) die gegebene Curve^ die in 
osculirt werden soD; c3 die gegebene gerade Linie , die der Tangente 
im OsculatioQspuncte in c begegne« Man ziehe die Tangenten cS' imd 
€^S^, letztere parallel mit der Tangente im QscuIatiottspuiiotQ^ ziehe S*^ 
parallel mit eS, wodurch auSOc der Puuct $ bestimmt wird« Legt man 
durch O eine zweite Tangente an die gegä>ene CurvCi so bwuhrt cEesdba 
auch die zu beschreibende Parabel. Den Beruhningspunct P auf cS m^ 
halt man^ mdem man 2V^ den Beruhrungi^unct aTif cS^ ^nt ^ durdi evie 
g(%rade Linie verbindet« 

Eine Parabel zu beschreiben, die einen gegebene« Ke« 
gelschnitt in einem gegebenen Puncto osculirt und iiberdiea 
durch irgend einen gegebenen Punct geht» 

Construction. Es sei (Fig« 12«) der OseuIatioiMpiinct und JH 
der gegebene Punct« Man zidhe, paralldi mit der Tangente in O und 
ihirch M eine gerade Litii«^ die der gegebenen Cinrve im AOgemeben in 
z^vei Puncten begegnen wird; man lege in diesen Puncten zwei TangeoK 
ten an die gegebene Curve, und verbinde diejenigen beiden Pnneie^ m wel* 
eben diese beiden Tmigenten die Tangente m Kcfaneiden, diotli. swei 
gerade Linien mit dem Puncto M* Diese beide» gaataden Limen TMt und 
'PM beL*äfaren alsdann diejenigen bdden Parabeln^ d£e den Fot d erimgep 
der Au%abe Genüge leisten^ in dem gegebenen Puncte» 

60. "Vfenn wir einSystmn von zwei Puncten mit zwei sich dop» 
pelt beruhrendoB Cnrven zusammenstellen^ so erhalt» wir fotgende 
beiden Sätze« 

Wenn man von irgend zwei Puncten der beiden gemein« 
schaftlichen Tangenten zweier sich doppelt berShrender Ke- 
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gelsc&nitte noch zwei Tangenten in Jede derselben legt^ so 
schneiden sich diese zweimal zwei Tangenten in solchen 
vwei Puncteni die mit dem Durohsöhnitte der gemeinschaft« 
liehen Tangenten in gerader Linie liegen« 

Wenn man von irgend zwei Functen einer der beiden 
gemeinschaftifehen Tangenten noch zwei Tangenten an jede 
derselben legt, so schneiden sich diese zweimal zwei Tan« 
genten in solchen zwei Functen^ die mit dem Berfihrungs« 
puncto auf der andern gemekischaftlichen Tangente in ge« 
rader Linie liegen« 

Es ergeben sich ans diesen beiden Sätzen und ihren ModiAcationen 
eine Reihe Ton einzelnen Constructicucn^ die wir Sbergehen«. Wenn die 
beiden Gurren statt des doppelten Contacts einen vierpunctigen haben^ 
so erhalten wir die in der 4fK und 41« Nummer unmittelbar bewiesenen 
Sätze und Constmctionen« Als letztes Beispidl wollen wir noch folgende 
Au%abe nehmen* 

Eine Farabel zu beschreiben, die eine gegeb#3ne Cnryo 
zweiter Classe in einem gegebenen Puncto rierpunctig be- 
rührt« 

Construction« (b*ig« 13.) IVIan lege in dorn gegebenen Punde t> 
eine Tangente an dfe gegeben« Curvci und poralicl mit &r eine zweite 
Tangente; construire femer irgend eine dritte Tangente, die der ersten m 
dem PnncteT^, det zweiten in dem Puncto «9 begegne; zidieOS und par- 
allel hiermit eine gerade linie durdi T. Diese Linie ist alsdann eine Tan- 
gente der reriangteii ParabeL Man erhält den BerSIirungspunct P auf 
dieser Tangente I wenn man den BerShrungspunct iV auf der obi^n dnU 
ten Tangente durch eine gerade Linie mit O verbiDdet« 

61« In dieser Nummer wollen ^ir nut einer Curre zwei St« 
a|eme Ton zwei Pnncten zusammenstellon« Nach den Yoraussetzun« 
gen der 51« Nmmner mHssen die Punkte der beiden S^ütemoi etwa wie' 
in der 14« Vigar^ auf zweien Tangenten be und b^c^ angenommen werden« 
Die drei Pinicte5 die in gerader Lhue Uegai| sind abdann 1) S derDorch- 
schnitt dv neuen von b und b^ an die Curre gellten Tangenten bS und V3i 
2) ifl^ der Dorahscbnitt der neuen Ton c und c' an ^Curve gelegten Tan- 
genten cS^ und c^S'^ und endlich 3) <!> der Durchschnitt von bc^ und 6^c« 
Der Ueria mthaltenie Satz ist der iiakaiinte von Brianohons 
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Die drei DiagouaJr^n eia^« um cineo Ke|(ßUchnitt be« 
ftchriebencu SeoJisecks geheQ äurou einen und denselben 
Punct. 

62. VTiv ICinmen endlich nocb drei Systeme von zwei Puno- 
i^n flr und a^ b und b, c xaiik c^ zusamin^ii&tePea , die^ el^ra wie in d^ 
15ji Figur, auf zwei geraden Lii.ien vertiielit itegen. Die drei in gera-« 
der Linie Hegenden Puncte siod (dsdann: {<h^'^ ^\ ^)y (flt^'s o\ e) und 
(6, c'> b\ c) odor S ^ S' und »S". Da wir beÜ-iMg die Puncte jedes Sy* 
hiexLVi mit einander yertauschen können^ erkalten wir secbsmsd «kci solcber 
Puncte und fiiernach folgenden bekannten Satz: 

Wenn man auf J^der von zwei gegebenen geraden Lf« 
nien drei Puncte I>ei>cl>ig annuiiuiil, und diese Puncte durch 
neue gerade Linien Acrblndet, so erhiilt man secbsmal drei 
Durchsciiniite dieser Linien, wel<'he in gerader Linie ii6gen,t 

63» Wir geben zu einem zweiton Sdiema über. Es sei: 

^ = 
die Gleiöüimg irgend eines Ortes zweiter Classe, der von zweien andeniy 
' deren Gleichungen folgc^iiao seien: 

^' = 0, A" = 0, 
dopi>elt heriUirt \vir«K Alsdann erhalten wir, bei schicklicher Bestimmung 
%'on fJtf uihI ii'*y folgende tiloichimgen: 

. iA^fi' A' =/>• = 0, 

• U—ii.'^A"^ r == 0, 

indem wir durch ^ = Wid 7 = die Gleichungen des Durchsduiitts- 
punotes der gemeinschaitUchen Taugent^i des ersten und zweiten, und des 
erste^i und dritten Ortes dai'steilen« Wenn wir die letzten beiden Glei- 
cbimgen von einander abziehen, so kommt: 

2- li/A'—fi'^A'r^ 9' — P\^ (7+PK9-P) = 0. 
Da diese Gleichung ein System von zwei Punct en darstellt, so ist sie ideo- 
tisdi mit einer Gleichung von folgendem Form: 

aa' =s 0, 
indem asaO und o'ssO die Durcfasohnittspuncte der zu zwei und rwei 
genommenen vier gemeuischaftlichen Tangenten des zweiten und drittel 
Ortes darstellen. Hiernach müss^i die Factoren i9+p) imd (f^^p) vcir- 
mittelst gehöriger CoeiCcienten den Factoren a und a^ des ersten Theües 
der letzten Gleichung identisch werden, wonach also die vier durch 
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fx = 0, ß' = 0,. ;> = 0, 9^ sxs 

dai^estellteii Fimcte in gerader Linie liegeiu Also : 

Wenn ein Ort zweiterCiassc zvei andere^ uincl beide dop- 
pelt berührt^ so liegen zwei Durchschnitte der vier gemein^, 
schaftlichen Tangeaten'der letztern und diejenigen beiden 
Puncto^ in welchen die gemeinschaftlichen Tangenten des 
ersten und jedes der beiden andern örter sich schneiden^ 
alle vier in geradei^ Linie« : 

64« Statt der doppdtea Berofarong können wir eine vierpnnc- 
tige Osculation nehmen; an die Stelle des Durcbschnittsiiinictes der 
gemeinscliaftiicheii Tangenten tritt alsdann der. Osculationspimct» Ves» 
wir mit einer Gurve ein System von zwei Puncten zusammenstdleu^ 
so eriiettt [mmiittelbär aus den Glelchongen^ dais alsdann die beiden Pancte^ 
wenn von einer doppelten B^^rahrung dSe Rede ist^ anf der Conre enge- 
oommen werden müssen. Stellt man zwei Systeme von zwei Pancten 
zusammen^ so müssen^ imter gleicher Voraussetzung , aOe vier Poncte in 
gerader Linie Hegen« Hiemach »geben sich mehrere einzelne Satze« So 
erhalten wir z«B.^ wenn wir als ersten Ort eine Curve und (5r rlie her» 
äen andern Orter zweiPuncten-Sjisteme nehmen^ so dals aho ^eGwe 
and auf dem flnifimge derselben vier Pimcte gegeben -sin^ ^olsend^ hpim 
kannten Satz: 

Wenn man in eine Cirrve zweiter nraanng em Tierock 
beschreibt, dessen Winkelpuncte di^ Bei*iihrungsptii$ota et« 
nes umschriebenen Vierecks sind/so Hegen die beiden Dnreh^^ 
schnitte der beiden Paare ge^^enuberl.iegencier' Seiten des 
erstgenannten un^zwei Winkelpuncte des letztgenannten 
Vierecks in gerader Linie. 

65. Wir wollen in dem Fclircnrlen nur noch den einen Fgrf! her- 
rorheben, wo eine gegebene Curviv(Fig. Ui.) \on i^iner amlcm dc^ppelt 
beriihrt wrd, und wir überdies auf lieni Va fange dprselbeo jrwmiJ^miciv 
twVdebig amieJimen. Ans diesem FnUe '\ -ollra wir nxohreirc Om^lwictio- 
nen herlesteu^ und zwar zuerst die (Jousin^oiiim folg<^ft<i^r Av^f^ih^z 

Eine Cnrve zweiter Ciasso zu beschreiben^ die eitie 
gegebene vierpunotig osculirt, und überdies dnrt.h irgend 
awei ge.jeb^iie Puncto geht. 

lEs sei OniN eine Curvp, die von OPQ iierpwictig in O oscnliri 

CMU'f Joarnal ') V VI. Bd. 2.W 19 
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wird und auf deren Uml'ange die Jbeiden Functc M imd N liegen. Die 
vor. M und N tti 4i6 zweito Curre gelegten Tangonten bilden cmo vief^ 
«eitige Figur^ deren zwei Winkelpimcte S imd S"' mit dem Osoidations* 
puncte in gerader Linie liegen (63.). Hiernach erj>(oI)t sich sogleich 
folgende Construction. der vorstehenden Aufgabe^ wenn OPQ die gegebene 
Cunre kl und M und IV die b^den gegebenen Funclo sind. Man lege 
von jedem der. bdiden Piincte M und IV zwei Tangenteu rni die gege- 
bene Curve. Diese boirlnj) Tangenten -Paare schneiden sich in vier Palle- 
ten, durch Welche sich noch aswei gerade Linien SS' imd S^'S*'' legen 
lassen« Diese beiden Linien schneideu die gegebene Curve im Allgemei- 
nen in vier Puncten: 0, 0\ O'/ und 0"'s und diese Puncte »uid dieje- 
nigen | in welchen die gegebrne Curve von denjenigen Curven, die den 
Forderungen dw Aufgabe Genüge leisten, und deren es also im Allge- 
meinen vier ^bt, osculirt wird« 

Niobta hindert uns die vorsiehende Construction immittoIt)nv auch 
auf den Fall zu ifl>erfragen| wo ein gegebener Punct oder auch beide ge- 
gebene Puncto unendlich weit liegen; d. h. wo eine Hyperbel ver- 
langt wird und die Richtung einer oder beider Asyn4)toten dersel]>en ge- 
geben ist» 

66« Eine Curve zweiter Classe zu beschreiben ^ die 
eine gegebene zweimal berührt und iiberdies durch drei f;o- 
gebene Puncto geht. 

Construction« Indem wir nach euiander die gegebene Curve 
mit zweimal zwei der dreii gegebenen PuM^te zusammenstellen ^ erhalten 
wir v*ie vorhin zweimal zwei gerade Linien , die sich in ricr Pimctoo 
schneiden^ und diese Puncte sind ofFcnbar diejenigen^ in welchen die ge- 
meinschaftlichen Tangenten der gegebenen Ciu^e imd jeder der vier 
gesuchten Curven, die im Allgemeinen muglicli sind) sich schnoldent 

Da drei gegebene Pimcte sich auf dreifache Art zu 7avoI <^oir.!v£?f- 
ron lassen 9 so erlialten wir dreimal zwei gerade Linien, die notin voikL'j? 
diffch dieselben vier Pimcte gefieu müssen« Diese vier Pimctc sind die- 
fenigen, in welchen sich die drei Diagonalen von solchen umscIu*ie}K;rM^2i 
Seclisecken iM^hneiden^ die durch die sechs von den dre^i gegebenen Puiio 
«oti an die Curr^ gelegten Tanjjen ton boslimmt worden. Wir haben hii*r- 
nach auf iudirectem Wege den Briauchon'schenSatz vom iimsohrio-- 
beneii Sechseck dargethan und zugleich die geometrische Bedeutumr 
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des. Durclischnittspuiictes der drei DiagonaleEi , nachgewiesen« Es ist nem- 
licli dieser Pimct der Purclischnitt der (reellen oder Ima^iiiaren) graaein- 
schaFüichcn Tangenten der gegebenen Curve und dner aoadan^ "Vfdohe 
dieselbe do|>pelt beruhet und außerdem durch die drei Durcfasdmitte der 
gegenäl>erllcgenden Seiten dos umschriebenen Secfasedks geht» 

67« Damit das Sdi^oaa der 63« Nummer roUständig werde^ müs- 
sen VFir in den Gleichungen (1.) die Ausdrucke p^ und f\ w^enigstens 
einen derselben^ mit dem doppelten Vorzeichen nehmen. Statt der Glei« 
ofaung (2.) erhalten wir alsdann folgende allgemeinere: 

li'A''—ti''A'' = + (f±p') « 0. 
In dem ^en bisher unbeachtet gebliebenen Falle, wo in dieser Gleichtmg 
/>• mit dem Zeichen + vorkommt, stellt diese Gleichung nicht mehr zwei 
Puncto, soTuK».^ 'MM? ^^lolbt^ goi r.iic Liuie dar. Es eind alsdann dieDiurch« 
schnitte der (imagiDarou) gemeinschaftlichen Tangeuten der beiden Cur- 
ven J[^s=0 i;nil A'' t=:^{j inuAginüT, üe|;eu aber auf einer reellen geraden 
Linie (No. 48.)^ die zugleich die beiden Fuucte /» = Ü und ^ ss enthält. 

68# Wenn wir zu den beiden Ortem zweiter Classe^ die einen 
gegebenen doppelt berühren, noch einen dritten hbizunehmen, so erhal- 
ten wir nach demselben Schema, welclies in der 385» Niunmer meiner 
,,Entwickclungen'* ausgeführt worden ist, folgenden Satz: 

Wenn ein gegebener Ort zweiter Classe von dreien an- 
dern doppelt berührt wird, so sind diejenigen dreimal zwei 
Durchschnitte gemeinschaftlicher Tangenten je zweier die- 
ser drei letzgenaunten Örter, mit denen (nach 63.) die Durch« 
schnitte der gemeinschaftlichen Tangenten dea ersten und 
jeder der drei übrigen in gerader Linie liegen, die sechs 
Winkelpiincte einer vollständigen vierseitigen Figur. 

Diesen Satz ausführlich zu discutireu, verbietet hier der Raum. Niv 
einige besondere Fälle kann ich nicht ^anz unberücksichtigt lassen« 

09. Wenn wir für den ersten gegebenen Ort zweiter Classe ein 
System von zwei Puncten nehmen, und demnach drei Gurten erhalten, 
wekhe eine gemeinschaftfidie, reeMe oder ideale Ghorde haben, so liegen 
viwmal drei Durclischnitte -der gemelnschafilidben Tang^iten dieser drei 
Ciflpvm in gerader linie* Und endlich auch dann, wenn jene gemein- 
schafUidie Chorde uiendlidh weit liegt, d. h. wenn die drei Gnrven irgend 
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4rei ihnliohe uii4 SlinUcIi liegende^ iusbcsondere also Kreise »ad, besteht 
(>I)j«>er Satz und erhült akdaim folgende Aussage: 

Die Durchschnitte der äufsern und innern (reellen und 
imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten je zweier von ir« 
gend d(rei Kreisen sind solche sechsPuncte^ von denen vier» 
mal drei in gerader Linie liegen» 

Wir begegnen also hier emein von jenen beiden Uauptsritzony die 
sich auf Zusammenstellungen von Kreisen bezieh fm< In solchen YrntoMm 
pfungeii von schetiibar sehr versciüodeucn Säiz<»i fiegt der ef^enthliaiiiche 
(;huraeier der neuern Geometrie, 

70. Wenn >vir für den ersten gegebenen Ort zweiter dane eine 
(Wve nefuTieiK und für die drei u!>rigmi dr^ Sjniteme von sweiPmoten, 
die abdaiui auf dem jÜmfange der Ciunre angenommen werden rnnflsei^ lo 
erholten W'r v^K^I^m den Pascalscbcn Satz ^om eingeBchriebe* 
neu Sechs e eil. der tms eben so oft und inigesuclit begegnet, ab er eine 
gpoisM» Rollo in dieser Art Ton Untersuchungen spielte 

71. WcTPjL wir fSr den ersten Ort ein System von 2wei Punoten^ 
vuA lur ilie drei übrigen zwei Gurren in^ ^^ Vuncten- System uetoneui^ 
HO mSMea, den obigen Voraussetzungen p;^m?J&, dioJ*e beiden Ciirvfn sich 
» den beiden IHmoten des ersten Sy9te^^ schiieiden, und mit <lduselbea 
PonoteB mcissen die Tuncte des zweite ^ Systems in gocadcr Linie lieg^u 

hierdMch t^rludten wir folgenden Saus: 

^"^ enu iUu' w-fii »••goiid zwei Punkten einer gemein- 
sthafftlirbc ü Cfkordo zw eier Curven zweiter Classe vierT«n» 
g^atea an jede derselben legt, so erhält man zwei vollstäa-» 
dige vier«eiti22:e Figuien, von denen jede, aufser den beiden 
Pancten des zvvcitenSysiems, noch zweimal zwei gegenüber- 
tifi\o<ide Winkei|Miuoto hat. Zweim?^^ zwei Paare dieser ge- 
f»ßt>iU^cr<ie}[end#n Wink^-'*»ancte Luooii mit zwei Durchs 
sehnitt<^fi der vier gemeinschaftlichen (reellen oder imagi« 
iiaren> Tangenten der beiden Gurren die sechs Wiukelpuncto 
zweior neuen vollstaudigen vierseitigen Figuren» 

W\mn die boldoii Puncte des zweiten Functou-Sy «Sterns zusammen^ 
faBen, ^ gt'hi der vorsiehei^at Satz In i'olgendc u Til^ei : 

l^enn m'xn von irgend einem Puncte einer gemein« 
^chmfi*.i\.beu ^wirklichen odor idealen; >^bt.r:siQ zweier Cur« 
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Tea2;vreiter Ciasse zwei Taagenteu au jede derselben legt, 
so schneiden sich diejenigen vier geraden Linien^ welche 
die fierührungspuncte auf der eincu Curve mit den Beruh* 
rungspuncten auf der andern Curve verbinden, in zwei 
v^ Durchschnittspuncteu der vier gemeinschaftlichen Tangen« 
ten der beiden Curven. 

(Nach der Theorie derReciprocitSt erhiilt man aus diesem Satze 
dessen Umkehrung; diese findet sich direct bewiesen: Entw« Ifo« 387*)« 

92» Nadi der bishevi|gen Bezeichnung stellt die Gleichung 

einen Ort zweäer Classe dar. Diese Gleichung mrd befriedigt wenn wir 
-^«SHdi A'^J^ii^A'zszO und ^ = 0, 

A'' + t^Az=sO « A'z=:0 

setzen. Die beiden Paare der durch die in derselben Ze&o befindfidiou 
Gleidiungen dargestellten Örter hal>en also mit dem durch (!•) dargestell- 
ten Orte dieselben gemeinscfaaftUchen Tangenten« Also; 

Wenn irgend drei Övter zweiter Classe gegeben sind, 
•c ^at jede der beiden ersten nrit einem beliebigenOrte, der 
mit der andern und der dritten dieselben gemeinschaftlioht^n 
Tangenten hat, vier gemeinschaftliche Tangenten; die acht 
gemeinschaftlichen Tangeuten^ die man auf diese Weise er- 
halt, umhiillou denselben Ort zweiter Classe. 

73» Aus fiesem allgemeinen Satze ergeben sich mehrere zicriidie 
Construotionen. Wir wollen zuerst fiir die drei gegd^enen örter drei 
Systeme von zwm Puncten nehmem Es mSgen <fie Puncto a und q\ b 
und b^y c und c^ (Fig« 17«) durch die Gl^chungeu 

^ = ü, A' = 0, A'' =: 
dargestellt werdeu« Zieht man alsdaim: 

cb und c'b^ die sich im Puncto m^ 
cb' - £?'Ä - - - - m\ 
ca - c'a^ - - »^ m n^ 
ca' -*'--- - - nf 
fidmeiden, su Löimen wir dio bei'lws Puncli^u- Systeme m und w'f n und 
n' duirl' d«<. beiden GIeiclmi«^<Mi 

A" -f fL'A' « 0, A'^^i^A SS 
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darstellen« Zieht man endlidi am^a m\ a^m, Q^m\ b n^ bn'^ b'n und b'n'^ so 
berahreu diese acht gerade Liuiea eine und dieselbe Curve zweiter Classic. 
4us diesem Satze lassen »eh mehrere einfiM^^ versdneden nen^ 
dificirte Construotioncn folgender Aufgabe herleiten! 

.EineCurve zweiter Classe zu beschreiben^ die fünf ge* 
gebene gerade Linien berührt« 

Construotion« Es seien am^ umf^ a*m^ ofm' imd bn die fünf 
^egcb^ien, zu berührenden geraden liniem Die ^rste und zweite dieser 
fünf Linien schneiden sich in u^ die dritte und vierte in a\ die erste imd 
dritte in m^ die zweite und vierte in m\ Auf der fünften geraden Linie 
iielune man beliebig die beiden Puncte b imd n an» Man ziehe: 

an und bm die sich im Puncte c, 
afn "^ bm* ^ ^ ^ -^ c\ 
cm' •» c'm ^ - - - Ä', 
ca* m v'a • •- - . // 
schneiden« Zieht man endlich bn'^ b' n und b'n'j so berühren diese drai 
«rerade Linien die verlangte Curve» 

Aus derselben Figiur ergiebt sich sogleich eine zweite Constniction 
der vorstehenden Aufgabe , weim man fünf andere genide Linien ab die 
SC^dienen betrachtet* Es seien nemlich amy a'my bn^ b'n imd a'mf i^ 
geben. Die erste und zweite dieser fünf Linien schneiden sidi in m, die 
dritte und vierte in /i^ die zweite und fünfte in a'. Man ndime. einen 
PuDCt c beliebig an, dehe cm und em^. Man nelmie auf dieser letzten 
geraden linie einen Punct & befiebig ao und zidlie 

c'm wodurch auf Vn der Punct b\ 
eV - • ^^n'm' - - m', 

cfm* * •- cm • - b^ 

c' a ^ m cof • • »' 

bestimmt wird« Zieht man endlich dfe drei geraden Linien hn\ b'nf und 
a'm. so b<»rüfareQ dieselbeh die zu bestimmende CSorve« 

74. Nach der 72. Nummer können wir auch eine Curve zweiter 
f blasse beschreiben^ die mit zweien gegebene dieselben vier unaginoren 
Tangenten hat, imd überdies eine gegebene gerade Linie berührt. Als be- 
sonderer" Fall gehört hieitier audhi legende Aufgabe t 

Eine Curve zweiter Claase zu beschreiben, die mit 
einer gegebenen vier imaginüre gemeinschaftliche Tangen* 
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ten hat/ die sich, in z^rei gegebenen (innerhalb clor letsstge» 
nannten Gurve liegenden) Puneten schneiden^ und überdies 
eine gegebene gerade Linie berührt« 

Die Curve in dter 18« Figur iiverde G«u*ch die Gleichung 

Az=Oy 
die beiden Puneten* Systeme b und b\ c xmA c' werden du^h die beiden 
Gleichungen ^' = 0, ^" = 

dargestellt« Alsdann können wir die beiden Puneten -Systeme m imd ^'. 
n und nf durch die beiden Gleichungen 

A''+ ijJA' = 0, A''^ t^A=zO 

darstellen« Und hiemach erhalten wir acht gerade Liiuen^ welche eine 
und dieselbe Gurre berühren^ nemlich die rier reellen geraden Linien 
bnj bnf^ Vn und Vn^ und vieri im Falle der Figiur wo die beiden Punctf 
m und 771^ innerhalb der gegebenen Ciun^e liegen^ imaginäre gerade Lutiien. 
die vier ima^ären von m und inf an die letzigeuaniite Cmrve zu legen« 
den Tangeuten« Hiemadi ^gießt sich iblgondc Constniotion der vorste- 
henden Aufgabe^ wenn m und mf die beiden gegebenen Puncte sind luni 
£/z die gegebene gerade Linie. !\fan nehme auf dieser Linie zwei Punc(<^ 
b und n beliebig an^ lege durch n zwei Taugeuten an die gegebene Cun'<N 
ziehe bm welche der einen Tangente in c^f und bmf welche der andern 
Tangente in c' begegne« Durch c und d lege man noch zwd Tangenioii 
an die gegeliene Cinro, welche sich in n% und ziehe c'm und crfv^ 
^velche uch in V schneiden« Alsdann erhalt man drei neue Tangenten 
der verlangten Curve^ weim man bn'^ b' n und V nf zieht« 

» 

75« M'^enn man annimmt ^ daCs die beiden gegebenen Pimcte n, 
-md m* zTrsammenl'allen^ so modificirt sich die vorstehende Constvu« > 
tion. Man orhsilt alsdann eine Ciu^ve, die mit der gegebenen einen do|»- 
pclten Contaot lial, der iinagiuiir Mird, wenn die zusammenfallenden Puncte 
innerhalb der gcgnl;<aion Ciiri ^- angenommen werden* Werden dieselben 
auf dem Umfange der OnTe ri«,^(.noinmen., so erhalt man folgende neu*' 
Constriiction einer Cur^e, die eiue gegebene in einem gogebenei^ Puncto* 
vierpunctig oscuiirt und • überdies eine geebene g^radfj Linie lierührt. 

Es «ei (Fig* 19. )> ^ der ti;egobeno Osoniat»onspunct auf der gege • 
benenCurve, /i6 die gegebene, gerade Linie« Von Einern beliebigen Pnnct'* 
derselben, von n^ lege man zwei Tageuten an die Curve, die von eine: 
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|>elidbigea durdi m gclieui1<n g^aJen Liiilc, die der gegebenen in irgend 
einem Fonote b begegne^ in den Puncten c und c^ geschnittoi werden« 
Durdi c und c* lege man noch zwei Tangeuten an die gegdiene Cunre^ 
die sich in irgend einem Puncte nf schneiden. Die gerade Linie bn' ist 
ftkdapn eine neue Tangente der verlangten Curvr^. 

76. Die Aufgabe^ einen Ort zweiter Classe zu beschreiben^- der 
mit zwei gegebenen dieselben vier^ ideellen oder imap;uuiren^ gemeinscfaalU 
Brfien Tangenten hat und eine gegebene gerade Linie beriilirt, hat immer 
^no einzige redle AufUisuug. M^c^n insliesondere die gegebene gerade 
IJnie durch z\tcj Durcbschnitte Aet gemeinschaftlichen Tangenten der bei» 
den gegeb^Qim Cur\en geht^ so ist der v^langte Ort kein anderer ^ ab 
zwd Puncte dieser Linie oder diese Linie selbst , je nachdem jene beiden 
Tangenten ->Durchsdmitte reell oder imaginär sind, und es giebt abo keine 
andere Tangenten des Terlangten Ortes als die gegebene Linie selbst« Hier- 
nadi orgiebt sich folgende characteristiselie Eigenscliaft einer solchen Linie. 

Wenn man von einem beliebigenPuncte einer derjenigen 
geraden Linien^ welche zweiDurohsohnitte der vier gemein« 
sohaftlichen Tangenten irgend zweier Curren zweiter Classe 
enthalten^ zwei Tangenten an die eine Curve legt, und von 
einem andern Puncto d<?rselben geraden Linie z^voi Tangen» 
ren an dit$ anderre Gurve; und man legt endlich von zwei ge- 
genüberliegenden Durciischnittspuncteu dieser beiden Tan« 
genten«Pa«re noch zwei Tangenten an jede der beiden Cur- 
ven; so schneiden sich diese zweimal zweiTangenton in zwei 
neuen Puncton derselben geraden Linie. 

Durch diesen orst^u Au&alf* ,,iTber eine iie\ix> Src Citren durch 
Oieiuhuugon darzustellen/' in weichMi icli nicht ül)er gewisse- Grenzen hin- 
aus^t^hcui wollte, ist der Wo« zu aligenioiuern tuior>'uchiU)geii angezeigt 
ßonn^ im October 1825- ^). 

^ '^ Der gegoii^biüge Aufflrtz ent/iiruToiliereyuiii^erj zu riou^^-M^t^M Ai helfen upvi» 
diesen Ge^itusUiinJ, die der Ht ri' Voiiii-ser ia don? unter <'«^.' ^^'v^a hxfuiMth^w stwe^ 
im Bfiiide «eiDer j,Analv«i«ch-geometrJechejiliniwickeluijgen'' zu fieiVm im Begriff l^f, 

Aüin d, Ueraosg» 
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14. 

Beriierkungen über höhere Arithmetik. 

(Von Herrn Dr. Stern , UniversilL'ts -Docenlen zu GStünfen.) 



Die folgendea B^uerkuiigen bezieh^ sich fast alle auf UntersuohungeD^ 
die mau ia i!eui berülunteu Werke yyDis^uisitiones arithmeticae^* von 
Gaafs iiudet« Ick werde dalier^ diese Untersuchiuigen als bekannt vor« 
aussefs^t^nd^ im Folgeudeu blols die Stellen dieses Werkes^ aui die ich midh 
jedesmal bezleiie^ audeuteiu 

1. 
Es sei g eine Zahl^ die zur Potenz d gehurt^ d. h. deren ^te Po« 
tenz die niedrigste ist^ welche für den mod.p (unter p verstehe ich inv-^ 
mer eine Primzahl) der £inlieit cougruent ist. Hat die Periode dieser Zahl 
eine unpaare Anzahl von Gliedern^ so kann man diese^ wenn man das 
erste Glied a°=l ^^egla&t; jiaarweise so ordnen^ dals das Product eines 
jeden Paars ^^ 1 \niod. p) ist. Jlat sie aber eine paare Anzahl von Glie« 
dern» so kaim mau^ wena dtis erste Glied o^ = 1 und das mittlere 

o"^ — 1 weggelassen werdon^ die Sbrigeu wieder auf die angegcbeoie 
Weise ordnen (vergK I)i^^ avithm. art.lh^. 

Im ersieu Falle kann mau immer zwd Glieder muUipIidren^ die 
ilie Form a'^, a"-'^ haben ^ also ist ihr Product sssa**^! {mod.p). Im 
zweiten Falle ist^ wena m^=z\d ist^ auch d — /7i=:^if; für alle übrigeaf 
Wer die von m ist d — rn^^nii also entspricht jedem Gliedo o*^ ein ande« 
res von ihm verschiedenes a'^"^^ so dafs ihr Product ^ 1 ist^ 

Für den mo^, 23 gehört die Zahl 2 zur Uten Potenz, und ihre 
Periode besteht aus den Gliedern 1^ 2, 4, 8, 16^ 9, 18, 13, 3, 6, VX. 
Hier ist: 2.12~1, 4.6sl, 8.3^1, 16.13 = 1, 9.18=1. Für den 
mod. 41 gehört 2 zur 20sten Potenz, imd die Periode besteht, in diesem 
Falle, aus den Gliedern 1, 2, 4, 8, 16, 32, 23, 5, 10, 20, 40, 39, 37, 33, 
25, 9, 18, 36, 31, 21. Hier ist 2.21 = 1, 4.31sl u. s. w. 

2. 

Ist m Primzahl asu c2, so ist auch, wie sich leicht beweiserir ViSsf^ 
d — m Primzahl zu if, folglich gkehor^m a*" i»d ü^^^ zur Pot^iia^ d {Disf. 
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arithm. art^Ü.). Hieraus erbSlt man folgendes Theorem. Das Pro« 
duot aller Zabten^ die^ffir dtki mod^p zur Potenz d gehören, 
ist ^1^ und zMrar k4iBn man diese Zahlen paarweise so ord- 
nen« dafa das Product eines jodon PtiHrs ^1 ist. Es versteht 
sich yon^-Sfäbst, da£s d9fe Flflle cf s:s 1^ tf =^2 ausgenommen ^ihd. Einmi 
ein;;elnen Fall dieses Theorems findet mim in i%'^7« orithm. art. SO. 
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Wenn für <leu moü^ p die ZhIiI x äup Potenz -*/, dfe Zahl r xvat 
Potenz B geliörf, so gehört die Zattl ^r^r zur Potenz AB^ weim A uitd B 
^rimsabl^ zu einander sind. 

Es sei :^=s:o^6'^..., B = ö'''.ä'' ,,., und fl, A ••.., ö', ä' 
. seien imter sich i opschiedene FritÄzahlenv Da r^^^ 1 (worf. />) und 

j '*''= t (mod,p) ist, 80 ist auch (xy)^=(.r %)""-*^ •• "^ ** — -^1 (nt<?rf.;, 
^dif^rte dry zi} einer Potenz ^ die kleiner als ^B ^Hre, so mülste noth- 
• ^ve«tlig s = o-*. 6'\ . . . a'*". «^, . . . mul c"/-. A*'. . . . c'X b''''", ... ein Fao- 
tor ^on c"** d • • . . o' '. 6^ \ • • • sein 3^ also Ts^enigstens eine der Zahlen 
a , , ß,; • • • . m^,, y ß„, . . • * kleiner als ct^ 3 - o ^ « «, , ß/ • i> ^ • 'res|i. ; es sei 
z.B. «,<«> tnan erhebe die Zald (jrv)ö''". A ,.-. ö'^'^i'^*',... zur Po- 

lioh wich ar*""-^ ••••"•* '—• s 1, weil y*'-*"— •==! ist. Da aber 

a'"\b*"\.^. kein IVfuItiphim von Q\b ist, so kami auch x^* •^' •" nichl 

:/ 1 $^^nj also miitHto a:* "* "•• ^ 1 sehi^ gegen £e Varaussotznog. 

lileri^us ibigt^ daJ&y ^enn überhaupt n Zaliteri zu n rersohiedenen 
HicponenUn ^eb^-creii, die alle unter sieh Primzahlen sind^ alsdann das Pro- 
duct rÜL's^r Z'ali'f'u zu <5lnem Exponenten gdhSrt, der dem Producta dar 

nPve» iHSi.im L'fHcl: ist. Man habe z.B. ar** * ••==.1, y*' •*' •••-3: 1| 

»*" ''' ••••"r f , so clafs Ä-, j", 5J resn iiu i't:« Kxpoueatei^ 0%.'» #.... 

« '. // . '. V^ "• . , . gehor^n^ uud a, /;, . . . ^Q\h\.... n^\ i'^ . ^^^ 

unter f:.i< h v ir.di'i^IfMio IVönzalilon bedeuten, ^o jL^ebört xy zum Kvpo- 
iii->tCM •; . fc. - ..^7"'. i'^ --.M folglich a-y^ «um f*Npone/itea a^Ä'', ... 
a' .ü' '. ... c .:/;'• ü. s. w. Divse Bomerkung führt zu folgendem 

X;\^ ?: >i:*rj?re ^Her Zahlen, dis zur Pnfcna rf gehgranj ist 
€ritw<»^or ":-'0{mod.p) (wenn a durch ein Quadrat Avi^Vbi^r ijt) oiizr 
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3r 4 1 {mod.p) (x^enn d ein Produot aitf untar sich vei^hi^^neo Prim* 
asaklen ist), und 2war muff das poiltfve ^Hlee negativ« Zeiohr^ii goi^oxnineo 
\rttden» ja iMtelicteili die AnzaU ümet Primnihlen {^aar xkier unpaar Istik 
SnäD «iaaebiaii Fall dSfesas .Theorems findet man in Disf^ arUhm, an. 81« 
Der dort gegebene Beweis IS&t sich ofaiie Mühe atn^h aiif <hn aligj^mein/v» 
ren Säte ansd^hnen« imd idi über|;ehe äiu daher ^r Kürjs£ halber r 

4. 

Gabört die Zahl a jm äkier impaaren Poiens d^ mt Vani» (n ihrer 
Periode Hiebt ssugiäck tt» isdd p^^m ^KDrkomm<>n^ venn cif^r Mc-^e'^sx;.^ i^ti 
Denn ra mn a's; iw, o^h^h — ^w, so wird af^i^a^^£^m% und d^^(l — o*i':*-''i)?^=:e>, 
odai* a*VI--«i*^'-'^)äEHO^ fe oa^Mfem /2> 'oiciL- <i ist, &J5.> im ersten 
FaUe o'^T^ssJi^ weldhes unmügüch isli da ä— /<ö ist, uxtJ also 2i/t^l) 
kmn fhiitiplum ¥011 tf sein Icann, Eben so imroogKrh istj im si^reif^n Fdle» 
die Cotigmotiz a^'^^^ss 1« Sit 1 in pdar Pei-iode vorkonmit, so kam 
p — 1 nie in der Periode einer Zahl Torkommeni (ii,e BMm KxpcmenleQ 
2n^i gdiJurL 

5. 

Kommen die Zahlen &• c in der PorfActe eiacr .^ahl n vor* so komnat 
auch ihr Product, oder dessen Rest (wenn es ^p ist), rTtiriii vor. Di« 
versteht sidb von sdbst. Kommt b m der Pene^e Jcr Zahl a vor, und 
€ mdbtp ae kann auch bc nicht darin vorkommen. D«nn e^ gehb'r^^ a zur 
F^tew; «^9 ao ist, nach der Toranssetznng i'^l^ wäre auch (bcY^^ly ^ 
mobile c^^i f^ei»» tü^^^o^ die Yoraussetz^ing« I^f ;7.= 2//4-l und c eine 
Zahl dii) zur Potenz 's gehört ^ so mufr das Frodnct ^w^*i(-r Z«liiGn e^ d^ 
die nicht in dt?r Periode der Zald a vorkommen^ ij^ ^jrfiii'r Periode vor* 
konmen« Die Zahten c, d müssen zn ExponenU^ii r^ ^^ re^iu gehören« 
die Factoren von» 2 « undl mcht Faotoren von n sind , da c*^ zBy 1 , rf*" .-i? t 
ist iDisf. arithm. art 50.) ; ist nun 2 /z = 2'"*"'. o''. i^\ . • • und ^ind a, b 
mKp$Mrey witer sich vorschiodeno Pnnizahlen. so mui^ r ':=iT'^'.. a" ,b' • . • •• 

* = 2^^\ö-'.Ä/K.. . sr,m, also c*' ^"'''^'-i - I , rf^^^'"-^' :i ~1 , and 
firil '/"^. /i/* / ^ ß* '•% Ä/?-«^" unpaare Zahlen wüd, auch 
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6. 
Wenn man Ale Zahlen voh 1 big p — 1 mcK mat nion Valenz er* 
hebt 9 die dadurch entstehenden Zalil^m cluieii p diridirt luid die Keste 
nunm^ so heifsen dieäe letzteren^ Reste der /iten Potenz^ die übrigen Zah* 
len^ die <^ ;9 sind^ Nichtreste der /2tcu Potenz. Will umii die Anzahl der 
unter sieh verscbiedencn Zahlen wissen ^ die unter den Rosten eoäialten 
lindj 80 BMiCä» man drei F(tlle unterscheiden» 

I« Ist n Primzahl zu p — 1^ so giebt es ;> — - 1 Tersdiiedeue Reste» 
Gäbe es zwei Zahlen a^ b^ so beschaffen^ dafii a^^i" wäre, so 
hatte man auch^ wenn die Zahl e znr Potenz p — 1 gehörto^ z>veiZaIüen 
^m^ e"^, die resp, ^=flr, =^6 wären, also *?'"» ^^^'"+') und e^'^nzHl; du 
aber n za p — 1 Primzahl ist, so miiiste e^ zur p — Iten Potenz gehören, 
und es kann daher nidit (e^y =^ 1 sein , da e immer ^ p genommen 
werden kaim« Man kann also sageu^ dafs, wenn n za p — 1 Primzald ist, 
die Reste der /2ten Potenz identisch sind mit den ZaMou, dh In dr// Pe^' 
rrode eiofir Zahl yorkonunou, welche zur p-^iten Potenz gehört» 

H. Ist n ein Factor \on p — 1, so jriebt es ^^^^ irerscUedenc Ri^ste, 

<iud 2r\Tar kommt jeder Rest n mal vor. Sucht man z. B, die Reste der 
4ten Potenz fiir den mod. 13, so findet maa die Zahlen: i, 3, 3, 9, i, 9^ 
J^ 1, V, «I, o, 1« 

Gehüri; die Zahl a zur Potenz ^^^^^; so kaau man (üadi D/s^. arit/im. 

üvU 71.) immer eine Zaiil e finden, die zur Potenz p — 1 g«)hürt, und de- 
rat /ite Potenz ^ a ist. Da also a .=h e" ist, so sind die in der Periode 
Ton Q enthaltenen Zahlen, die alle unter sich versclüedei) sind, und de« 

reii :Viizalil =s£-"'- ist, n»«i), congrueni mit (<?*/, (e*)" u. s. w. Es giebt also 

in jc'dt^ni Falle wenigsten» -^"^ rerscbiedene Reste der ßten Potenz. Mehr 
als dieso kaim es nicht geben. Denn da für jede Zahl r, /*''''* ==1 (mod^p) 

ist, so ist (O '' ^1, also die /tfe Potenz jeder Zahl, oder deren Rest^ 
tu der Periode ven a enthalten. Jede der p — 1 Zahlen, die zm* Potens; 
ji erhob»! werd^i loUen, ist congmient mit einer Potenz von ^, aber 

y-^^ == \£? " ) ==:^.^..'^Ei\e " y ; also kommt jeder Rest n mal 

vor^ Man kann daher sageu, daCs, wenn n ein Factor i^ron p — 1 ist, die 
unter sieh verselüedeueu Rebto der Potenz n identisch sind mit den Zah« 
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lea« die in der P^i-Iodo einer ZaU rorkomn\cu« 'i^'elche Zi'i* Votesat ^ 

gehurt« 

I1I# Isi 72 = flf 5., /?— 1 = fl e?, u«d sJri'i Ä, c unter sJcb Friuizahlen, 
«o giebi es c yerscliiedeiio Keste der Potenz /2, mia jeder lieser Resli* 
kommt a mal vor. Ist z. ß. a s= 2^ Z» = 2^ c-=s 5^ so sind die lleste : 1, 

9^ Hf^ %j^ \i^ «/^ O^ 4*^ 0^ X» 

Deun^ erhebt man zuerst alle Zahlen von 1 bis p' — 1 ind. zur Po- 
tenz Oy so erhalt man (nach n.) c versdiiedone Werthe^ die mit den Zah« 
len id^iinch siiid^ Avelohe die Periode einer zur Putotiz c gehurendou Zaid 
A ausmachen; erbabt man alle Zalilcn dieser Periode zur Potenz by bo 
erhalt mau dieseibeu Reste, als \ronu man aiie Zahlen von 1 bis p — 1 
mclr zur Polen>! ab erlu>be; diese Äcste müssen abc?r alle miter sich vej*- 
schieden imd foIgUch =s c sein. Demi da 6 zu c Priuizalil ist, so gehört 
A^ zur Pot*;nz ^, wäre aber die Potenz b zireler Zalilon -r/'", A^^^ di<? 
m der P<*riode von // vorkonuneu;, congnient. also (J^)*^i'^(A^f , so 
Wtii'C {yi^} -T:.- 1 , welches iaunöjrK<'h -s(, da / immer <Cp — 1 genonjiueu 
werden kaiui. VVil! man dalier die Keste de? Potenz ab \»iss(m, so 
}>raucht man m.^' die der Potenz a zu suchen, oder die Kosio *iur Potenz 
a b shid sdent>cn mit den Zaiden, -weiche die Perlode einer zur Potenz c 
gclios'eui^fyii Zci^ au.jmf\caen, M"?en p — l=5Co ht «nd 6, c unter sich 
Primzahlen sinu> 

7. 
Aus 5, mid 6. folgen monrere Theoreme. 

a) Das Product zwi^l^v Reste der Poi^^uz tu ist wieder ein Rest 
«lieser Polen/. Das Pfo<hict eines Restes UAid eines Wichtrc^tes der Po- 
tenz /// Ist ein ^"Ichiresl dieser Potenz, Für <li<* zweite Potenz ist da» 
Product zweier iVichtre^ste ein Rest di<*ser Potenz. 

&) Ist /> = ;7i /z -|- 1; »o mids, wenn a ein Rest der Potenz 'n sein 
»oll, a"*5Sl sein; ist /2ä2, so ist ui jedem Falle o^^^nl, also 0*"==! 
oder ^ — 1, je nachdem g ein Rest oder Kiehtrest der 2ten Potenz ist 
(wg^ Disq. urithm. an. 106.). 

y) Es sei n eine unpaare Zahl. Da p — 1 immer eine pasire ZuTd 
ist, %o sind die Reste der Potenz n *'*'>ntisch mit den Gliedern der Pe-« 
riode einer ZaId A^ die zu einer paarcil Potenz, z« B. zu 2 f , gehurt, folg- 
lich, da ^'^^ — 1 ist, so ist In diesem Falle — 1 immer ein Reut der Po- 



tcwz «. M aller n dne jwarc Zsihl =ir.i>/, p — 1 ssr 2' -A^^ und iTf, 7V^ sind 
uQpaart Zahlcrv, so ir^l — 1 ein Rest oi^r ?Ti<'1itreät der Potenz n, ^9^ nai^- 
4em ^' j:;;för5'3r oder nicht grö/scr ab r ist., Dicft^s Resultat Xaffn man 
tur^ auf fo1^(*nde Wei^e ai vtpfedbgn } Ut /? eine urp^ve Znh!^ so i\t dBo 
Congru^nz jp x «— 1 (moi.f) immer auflSsBar^i un^^i^war bai x nur einen 
WeHh der <ip ut, venu « ku p — 1 PriniMW ist, u Wertoe^ wenn 7< 
ein Factor von p — 1 ist, uiid aWeilKe^ wenn ?i*ä a4, p^^l tss ac, und 
ö der grtJfete gemcinscfcaftlufliC Fa<?tor der Xxilen Aj p — 1 ist, Jst aber 
n eine paare Z^hi^ Sf> kt ^ie Congrutti? ä"* .^1 nur dann auflösb^r^ 
wenn m /^ — 1 tW Factor it ^a einer höijtren Potenz erlioi^A vorkommt 
nte in ni ivr^ efil£fv:\f'?i^<^"".-^(?.r«i;i ?<?*!*? Ist »?o urraaHÄsibÄr, 

& 
Das Prcdurt der v?ir*cr sich ver^< biedcner. Rc5t€ der 
Potenz n ist r±i:i + 1, vtid »wä?^ im»i«r * . -^1, wenn n eine unpi^&re Zairl 
ist; ist aber asssL%\M^ p-'-l^l'üf^ ?sf?d sind dü^ N iji«»p3we ZaUlg/i, 30 
ist das Product h::^ — 1, odff^? . -. -j- 1^^ ji» n^chdeni rf grSrf-er <.*c?er wAt 
gHifser al* r \%i. Divs fof^ au9 1 v^id. 6» 

9. 

Die Summe der Rjft«tp <^er r*t<^n Potenz, ist (mod^p). 
A.xtHg^mxlmti^n ht di^ir F*»' ft--^/. — J, m'^H ^h4(\nn alte /».— 1 ilc*.^^ ^sl 
sind. (JSaiAi ßU^. ariihf^:. ort. 79.) 

Es ;??t hel^ar^i-^t^ dai?« <»;-. . lO' ii« >venlj^i;:. F^fUn 'r^cghA ist, die jpri- 
föft'vcii Wursjdii diivct zu hi^niimirr^T" (vergJ. Vi^'.uriihu. art.llZ^» Pics 
i»f aber sehr JiMaßg VTtni,lx<*h^ N-'-pnr» ^^ - 1 :^- ? . ^ . c. . 1: . , , * fM% «ni o, i^ c, ,. * 
vntw slrlx v^'iirficliJr^l?»'.'^? utipari?« Vr?m^5W<*r h<»<i5«»^r>» Ärj?r# f%#hme *4n» 
Le^'eblge TSah!, «. fJ. 2, "-Vhtt^ dtV« ^ur Tofews 2^c,,, mA m sä 



•1 



Ist nun keMie dor ^Jiiitcn rn^ n^ (.,/,- .z.\. -^c !.rv 'Ja'? Pf .--»duci {y — "V] ^1 n^L^^.y 
oder dessen H^Pt noch Jera n^^n.p luna srimit'V'ö Wu sf t 

Nach 6. !l. l^ominl m irt dar Periode einer Zahl rf vor, die xiir 
Potenz Ä tjehört, uo-l gf^hört ii'^lbst sur Potenz u da c inePrimtaW ifit)^ 
wenn nieht m «*. d. b. ::^ i ist, Hritei' di^rselben Redlngr.'^^ t^ettort n 
«nrPotenr. f. ^ «ur Potenz r u., s. w,; ;> — 1 aher gohört uv «vf'eitenPov 
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tenZj folglidi {p —\)rn.nj...,^ oder äessea Rest| zur Potenz 2.0 •3.^* ••• 
sc f'—l (nach 3.). Sucht m^n 8. B« eine pncujtäve Wurzel für den n^ä^Ziiy 
«o-fct ^—1 Ä ?.a,5.7, X^.3©t7l;, ü**^l«4, 2^«3»19$. «ir»d 
t2i-184.l96.210&^40«— a?*.— tS>— J 35.164^ 

Ist «ine'clar ,ZuMcp m, ^rA • » » • «» l, z* B» dleSBahl I9ii ^m> tfriofie 
mtu swr »t^ X^'-^ eine CMit^ene Zuhf, xr^^. ä' *"'*"; ü% aucb fliess is4^ »(> 
nehme xos» 5^"^** uiul fafare «(a iävt Im Biibi eine Fiimzaid ^ ^\yfi^ ^ 
reu 26c.«.#ierof%FiRZ lücht ^n: 1 i>t^* r^d «t^stituii'e dtese odei^&ren fie0|t 
statt m ja doi» Produck 

Ist ^—1 =: £'. flr«.6^* c\ . •• und <md ©, ä,:c • • * . tsypwrey unter «ich 
WKdbidleiiJe PrbfisdH^^jrii j»o kann man ia jedem Falle durch ei» dem ^tuge» 
IQinbclieff Yet&firon fvüe 7.A\\ iinden, die zirr Fot^nz 2*a.i.c«««« ge- 
burt^ und auch d»'08 istXöim Auf;>uchon 43^*r prirnitiven Wnp/:clii. von Nutzen. 

11. 

Iflt p4ESi3^+ ^9 1^^ ? e!Y>9 an()a9re FrimMh >. sc isi; 2 oder r-* 2 
^no primitive Wurzel ^ Je nachfiem ;!>ä?S/i + 3 o^fr 8^-4-7 ist. Vprm 
dne S5ali4 a tuni» i^p den mod.p nur >tn* iteu, '^ten^ fiiöa odäk' 2^lcm 
Polenz gebären^ iii^n gehabt (vai^U Z/^^f. <2rit>im. arJ. ll'Jt, IVi.) för 
/iK=8n + 3 die ZsAI 2, wxi far,f^^8n + 7 die Z4M --^2 jiitihf «Mr Pö- 
tefoz g, fiemer wnd^^ und (—2)* jlmjq* iilr Jen mofi.%j s^i^, abo ffeköi^t 
>tx)der -—2 zae F©f^?:*x 2gr, fe Tiat?*<3em ;i=.= 8/e-|«^3 oi^r %n^l fct. 

Igt ^s=:.4^'f' 1 '*'*<^ f eif%- Pn«7!3rnf\l^ ?:o kainß eine Za*d fl für die- 
sen mdm'VUJt zu einf^r <ler Poicns^^n j, ^^ 's f. 2 7, 4 9 goliiiren. Httix 
J}is^. aritbm, art. 1 12. geliörf + Sl. vrcdier %nv Potena 9 noch zur Potenz 
Jlf, ÄwrPotew! 2 gehört nur ^ — t, uml <la (i2)*Ä:l6 ist, so gebort 4: 2 
ü^ur föf den mod^b »5ur Potenz 4^ aJsv #5t für yed^n ^i>^-/jÄ2 4y+ 1, 
so^cAl -f 2 ab -^—5^^ erne priinitive ^Vura&e?- 

Es laasen sich sehr leicht auf dienem Weg^ noch hindere Fftile flnr- 
deii| in welchen man eine primiHve Wurzel direct hesiimmen kann. Sa 
cB« ist (nach DU^. arithm. art. 118.), wenn /j=s:12Ä-f-5 ist, j:3 ein 
NidilNet der Sten Potenz; i^ nun. /?:::=: 4(3 <^ f 1)+ 1 und 3/2 -f 1 eine 
Primzahl =59', so Jcann i:3 nur zu ein^r der Potenzen 4, 4 7 gehören^ 
da nun 3*ä81 ist, so ist für alle Zahlen ;>c=r4y-f-l, ^;e>8l stindL so- 
wohl + 3 als — i prirpriiyp Wurzel; Zahlen^ die <8l smd, giVht 
es nur drei der angegebenen Form^ S, ?9, 53^ \\i<d auch für diese ge- 
hören ±3 zur Fotienz 4f« 
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Will man iüber die Th(\>rle der cid}isclien Reste oder der Reste 
der 5ü>/i rptenz ÜiU<^t*^iH;Iiiiii«»cc* anstellen ^ so mnb man (nach 6«) \m 
d'.u modd. zs^'oi Classen imterscbeuteD } scur ersten Classe gehorea die 
modd. /j sei: 3 «+2, und für bliese Ut jede Zabl <;;9 ein Rost, zur audt^- 
ri?n Classe gehören die modd, /j = 3 /2 + i > fwi* welche es unmer n un- 
ter sich Tei*schie(]one P»es(e der 3ten Potenz gieJ^t, Idi vrerde im FoU 
genden unter p immer cl^ie Zahl der xnrejiten €!a$se rersteben« 

Da in der Fornv/.' rs^^Zn^l^ n eine paare Zaid ist^ so folgt au&( 8. da& 
•—1 für jeden mod.p ein cubisöher Rest is^ 
uöd afiTs 7, ä), daüi überhaupt^ wenj> /w ein cuM^cher l^est ist, audi— /^ 
Olli SO' ^or ist« 

13. 

Sticht mau die Zahlen p , für welche + 2 ein cuhischer Rest ist. 
40 findet man, dafis unter den Zuhlen 7, 13, 19, 31,* 37, 43, 61, 67. 73, 
79, 97, 103,. 109, 127, 139, 151 folgende: 31, 43, 109, 127, diese Ei- 
geusdiaft hal>eu,^ und man entdeckt bald durch Liduction, >vodurch sich 
Ict^ere Zahlen von den übrigen unterscheiden. Es ist bekannt, dafs jt^do 
Primzahl von der Form 3 'i + 1 unter die Form c* + 3 &• gebracht we-r- 
deu kaun, und 55>var nur auf Eine Weise {Dis^. arithm. art. 182.). Wen- 
det man dieses auf die oben angegebenen Zahlen an, so findet man: 
7 =2*+ 3.1, 13= 1 + 3.2% 19= 4*+ 3.1, 31=2^+3.3% 37=5«+3.2% 
4:3ä4*+3.3% 61=7^3.2% 67ä8"+3.1, 73«i5^+3.4% 79=2*+3.5% 
97 = 7^+3.4% 103 = 10* + 3.1, 109=:t + 3.6% 127«10' + 3.3% 
139 = 8^+3.5% 151 =2'+ 3. 7% und mau bemerkt sogleich, daf» bei 
den Zahlen 31, 43, 109, 127, und bei keiner d» Übrigen Zahlen, b — dm 
ist. Ich werde nun beweisen ^)^ dais +2 immer ein cubisoher Rest 
ist, wenn />z=;a*+3Ä% und Ä==3/?i.iat, mit anderen Worten, wenn 
p^asz a*'\^27m* ist; im entgegengesetzten Falle kann +2 kein 
cubischer Rest sein. 

^*enn ff eine Zald ist, die zur Potenz 3/z gehört, so isiiid.die oi- 
bischqn Reste resp. cougruent mit den Zahlen g*, ff\ ^, • • . • g^^^ 
(nach 6. IL), der lubegrifF dieser Zahlen heifee die Classe ^. Miilti- 



*) Der folgende Beweis ist eii)e bloHie Anwemiang der Fi'iQcipi^n, die;6aurs 
in seiner Abhandlung ,jDe residuis üiquadraiicis^* {Comm. soc GotU rec. VoL f^I.) 
gegeben hat. Mau rergleiche auch Disq, arilhm, art. 358. 
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[ilicirt luaii üUe Glieder der Classc ^ mit ^j so erhalt man die Zahlen : 
ffj ff% • • * • g*^"~*i der LibegrIiF dieser Zahlen heifse die Classe Ä 
MuUiph'cirt man aUo Glieder der Ciasso B mit ffy no erhiin man die Zah- 
len ff\ §•%•..• g-^*""% deren Iiil)egriff die Glosse C hei£sen niüge. Be- 
zeichnet man luui unbestimnife Zahlen aus drr Ciasse .^^ durcli a, tx!^ 
et" etc., tind eb^n «o durch ß, ^'^ ß'^ etc., y, y', •/'' etc. nnbesilmmto 
Zahlen aus den Classon B. C r-^^sp. . f;o \i klar, djfs flu* Jon //tod. p 
a.a' = a", Ä.3 = ß', «7 = 7^. ß3'=y, ßy = a5 yy'=ß isl. 

11. 

Die Menge derZolilen aus der Classe-^, welchen unmittelbar eine 
Zahl aus der Classic l, D^ C folrjt^ soll durch {^.I)^ {AB), {AC) re»ii. 
bezeichnet werden? oben so soll (ßA), (ß^)y (ß^) die Menge der Zahlen 
aus der Classe B ])ezei«3hniMi^ » idcffeii eine Zahl aus der Classe Aj J?, C resp. 
immittelbar .folgt, imdman sieht hieraus leiolit, was durch {CA), (CB), {(JV) 
aiisgedriiciit werden soll. Behalt man die in 13. angoge!>e]U^ Bezeiciumug 
bei, SU bezeichnet {AA) die IMeiige der AufiiJsungeii^ ^reiche die Gleichung 
a-f"l=Ä'' zidiiist. Da aber a und p — a nach 12. immer zu derselben 
Classe A gehiJrea, so kami man sagen^ u^^ bezeicluK^ die Menge derAul- 
lösmigen, welche die Glelclumg et + 1 = ;? — a' oder die Congruenz 
^ -|. a' + 1 =^ ^ (/werf, p) zulä&t. Eben so bezeichnet {ABj, {ACj die Menge 
dw \uf liisimgen , welche die Congruenz l+a + ß^^ö, l+^ + y^^O 
resp. zuliifet. Sucht man eben «o was (BA), {CB), {CA) bezeiclmet, so 
findet man sogleich {AB) = {BA), (AC) = {CA), {BQ = {CB). 

{BB) ist die Menge der Auflösungen, welche die Congruenz 
14.ß-{-ß^=?=i> {mod.p) zuläist. Man suche eine Zald m, welche der 
Congruenz ß/n^l {mod.p) Genüge leistet (m juilb nach 13, =7 sein), 
imd setze 3'y = «'', so hat die Congruenz l-f-ß + ß'^==^0 eben sp viel 
Auflösuugen wie die Congruenz v+l + a^'^O^ also ist (BB)=z{AC). 
Eben so findet man {CC) == {AB}^ 

Auf diese Weise smd die neun Gröfisen {AA), (AB), f^AC), {B4) etc* 
auf ner {AA), {AB), {AC\ {BC) zurückgeführt. 

Ajuf jeck' der in der C3asse A enthalienen Zahlen, p — 1 ausgenom- 
men, mufs eine Zahl aus einer der Classen A, B, C (bigen, also ist 

{AA) + {AB) -j- {AC) ÄS /i — 1. 

U.: .* Juuniül ü. .\l. VJ.ßd. J.IH'. 21 
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Eben so ist (B.4) -}- {BB) + (BC) -= '.W} -i , >/C') + (J?C) ä /> , uiwl 

daher {BC)^{A^1) = 1. 

15. 

Eine andere Gl^ion lOg er bah man^ wenn man die M^nj^je der \\\U 

löwngen suchte m- eiche die ('ougnienz l+a+ß-j-y^^^O znUi&t (wo «, 

8, / dasselbe wie in 13, bozeichuen)# I + ä ist notliwcudig en^-weder 

i= a', oder = ß', odtr =: y\ iHan mufe daher untersuchen^ %vie viel Airf- 

lösungen die CcMigruenxer a'-f 3 -{-"/::= 0, ß'+ß + y^^O, y'4-ß + y^^t) 

zulassen 9 um die Auzah' der Wertlie zu fiu<Ien, welche d.^r Congnienz 

l+Ä + ß+y^O (T(in%o ieJsToa. Bio Co;^«^i'iiAüz a'-pß j-y=^i-:0 kann 

auf el>en so vielxirten aufgelöst wnvlon, wie dioCongrueaz l+ß'+y'^^'O 

(wenn ß=:«'ß', y = cit'y' gesetzt wird), d.h. s?e hat (BC; verschiedene 

Vafiösungen. Die Congruenz 0'+ ß -f y ^^^ hat eben so viel Auflösun« 

gfji wie die Congruenz 1 -j-Ä + ß^O, d. h. sie hat {^B) veradiiedeno 

Aul1o8uugen (wenn iy\/ft = ß, ß'ß=--iy gesetzt wu-d). Eben so findet man, 

dab die Congruenz 7'4-3i- ^ ~:^0, (J'iC) verschiedene Auflösungen <iaf. 

Da aber die Congruenzen o. -!- 1 ;^=. ä', j^ r ' =ß^ a -f- 1 =/', (-^-^5 C-'^'^yj 

(AC) Auflösungen resp. haben ^ ^so iiot ^ii':^ Congruenz 1 + <* + 3 + y ^^^ f ^ 

4.fj{BC)'\'{ABf'\'{Aty verschiedene Aullösungeu. Die Anzahl dei 

Auflösungen der Congruenz l+^ + ß + yEi-O kann man aber aueh orhal 

ten, wenn man 1 + 3 ^lucocvssiv = a', s= ß', = ^ setzt, und darm imtei • 

sudit, auf wie viel Arten -Uo Congrucuzeu a'-f-a + y^-O, ß'-j-Ä + y :=?t). 

y'-|-« + y^O aufgeföM -Tdr« ?J>mien. Auf dj'^<<^T»j Wege findet inan, 

dafs die Congruenz l + a + ß + y^-O, ( 4B)(AC) -f ( 4C)(BC) + {AB){BU, 

Aufli «sungen hat, folglich ist 

: .^ 4) (BC) + (^B)'+ (^C/ = (Aq (BC) + (./B) (BC) + (AB)(AC:. 

Substihürt man für AA seinen Werth BC — t, so geh» die obi^t' 

Gleichung in folgende über: 

ißr/ + {ABY'[^(AC/^ ^AC)(Br-^^.^ -m^hi ^ i ^n):ACj j^^BC. odei 

nBC + 12 AC + ViAB 4 4 

=5 %(r7?{7)^+(^JS)»+(^C')*— (^C)(ßC^ iAB)(AC) ~(AB)(pf ji 

_ 24 /?C + 12y^C + 12-rfB + 4, 

isvi da ABl AC l-BC—Ji äst, 

ä -> fj .:. 4 s= :6 B6 — 3 AB — :^.4C'~ 2)* -4^ 57 ( ^B^- /V v :^, p 4. V : f.)* 

v^n„ man ,r,Bf;„ 3,41;^ 3 4«^ :?^ ™ + P, 



netzt. Da \A>{\ry wie sich leicht boweispii lafst, 19 ^-|-* nur aur oliio Wriho 
imter die Fo*ii> ^4"-^^'** gebmclrt verdon ^wfinn, so siucl i^ vubd Q^ be- 
stimmte Zahl< lu Nimmt man kaino Tluoksiclit c^if die Zeichen vonP nud 
O, 80 kann mftj> An vier GröfKon (^^j ( /B), (^CJ^ (WC) aus den vier 
CleichungoP ' ./w', + {AB) + (^Q — n - 'I , -'R-f^ + {JC, -{- (BC) == /', 
6 (BC) — 3 U73} — 3 f^O -^ 2 = JP, ÜB) - 4C)=t() bestimmen , uad 

« 

»war ist ; s :,4J) — 2 P~ 14 + 6 /^, ^ 

][«r.^C) = 6Ä— 2 — 9(/— P, 
:^ er) = 2.^- J - • '. 

16. 
Die Zaiücn P und Q msA nothwendig entweder 4>eide paar oder beide 
ttni»aar ; im'erst<>n Falle kann /> = 3 /? + 1 immer unter die Form o'-f- 27 iw' 
gebracht werden (indem man 05=:-^^ 171 = ~ /»etzt), im zweiten Falle 

iitomaift (weil sHnst 12/2+4- auf zwei Artiai durch <lie Form ^•^ 27 ä^ 
aii'ijietlrückt ^vorden konnte). Aus der Gleichung [)A^=^P — ?+3/i 
folgte ;!als (/i^^) paar oder unpaar ist, je nachdem P unpaar (Mier paar ist, 
dh n inunor paar ist. Sind aber die Zahlen ^ und a -{- 1 in der desse ^ 
enth'ilHenj so sind -uich p — «, p — ^ — 1 in dieser Classe enthalten, also 
%>i {J^4) iiiriior 'nuo paare Zahl, aufgenommen wenn ä = 2__ jg^* 



4l(0»em letzteren FaD^^ gehört 'abw nof liwendig audi 2 zur Claase ^-i, folgt» 
hl/h -ist (JA) unj^üar oder paar, )e -nach« lern 2 in der Qasse ji^ oder in 
Mner der andern Classen enthalten is(, und imigekebrt; die Zahl 2 ist 
also ein »lubisjofaer Rost oder Niebtrest, je nachdem p in der 
Forni '^ i-27w* nrh reiten oder nicht enthalten ist, oder: wenn 
4^«sg> -j-i7Ä«^ SU i'-\ ±2 ein ciibischer Rest oder Kichtrest, je 
nachdem die Zahlen g^ h paar odemnpaar sind« D9 8 eineCu« 
bik/ahl ist, so ist 4 immer zugleich mit 2 ein cubischer Rest oder Niclit- 
res! (nach 7. a.). 

17. 
fifi scxfen «, j[% / un^estimnue Zahlen aus dcnOastaa ^, J3, C resp., 

f»o ist Ä^ asel \^'?/tfrf. j!>); ist tera^r i3* -352:^ «a ist P^.::\ ^noApj «nd 






SubMituirt mnn ui d»^m Aandrikke !L(.v'+l>^ fiir^* alle f«anzeZab* 

21 • 
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Ion Tou I his p—~i lud., hO ist 

Si;a?*+ 1)^^—2^ 3(^^+3/(^5) + 3/*(^C) oder 
— 4^6 (^^) -f 6/(^ß) + 6/* (AC) (mod, p) *). 

Es ist aber 1 +/+/* ^^^fZZJ ^ ^^^^9 ^^ / nicht der Ein&dt gldch 
sein kann und /» = ! ist, l+/+/'=0 (mod.p), also /" — -.(l+Z); 
setzt man dalicr in die obige Fonuci — (l-)~/) ^^ /*> und substitujrt zu- 
gleich für (-rtf^). f^B)^ {ACi die in 15. «rof'nHlenep. Werthe, so erhält man 

— *sP— 4-!-6/C)4-HC), also 

P = _30(l + 2/)- 

■vp-jt) 

Femer ist 2(ar*+l) " 3=— 2— Ä, wo B den Bmomial-Cocffi- 
cienten des Gliedes bedeutet, iu dem s?^* rorkommt. Man hat daher 

— 2^B=h3(.<^ + 3/*(-^B) + 3/(^C), imd erhalt hieraus durch Sub- 
stitution, ~4— 27i~P— 4— 3()— 6/Q=P— 4+P, also P=— Ä. 

Walirsoheinlieh Ist es möglich, auf eine ähnliche Weise auch Q auf 
direetem W^e zu bestimmen, jedoch ist es mir noch nicht gdungen, dcii 
Ausdruck dafür zu finden. 

Aus 2 (x'+ 1) •'' ^ 3 {JA) + Zf{AD) + Zf* (AC) folgt : 
S r.r'-4- ly ' 5= 3 (^ -^ + 3 (AB) + 3 (.'itT). 
Entwickelt man aber (sc'-t" 1)'^* i^^^^l^ ^^ Binomialformel, so haben die 
zwei Glieder, ib. welchen a^~* und x*^f'~*^ vorkommt, gleiche Biuomiäl- 
Toefficienten. Setzt man diesen Coefficieuten s=s 7*, so ist 

S(x'+1)'^'2E— 2 — 2y und 
— 2 — 2 7'^3(^^; + 3(-^) + 3(^C)s3« — 3 (nach 14.), 
folglich U—2Tr=0, vmä T~t (mod.ü 

18. 

W^n 4»?r= r»-l-?7A* f;K Ko isnd d:c Zahlon ^, // entweder Leiuo 
cuiüschß Reste oder beide cubische Nichtreste der Zahl p. Denn es is? 

g«* = (— 3)'. Ä*, oder 5.~=(— 3)^.ä' (mod.p); 

p^\ ' p—t P^X 

aber (-^3)* ist ~=1 (/;"•. /;; {T)is(/\arithm. crL 119.), also ^^ ==:Ä ^ • 
Ist daher eine der Zahlen g^ hy z.B. ^, ciu cubischcr Rost der Zaü' />, 

SO ist 5*^ inz 1, üüJ daher aucii/i^ =^1^ *>der ä ein cubischev Rest dei^ 
Zahl />• 
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15. 

Bemerkung über .die ALwlckelung krummer Linien 

von Flächeil. 

(Von Herrn Dr. Minding zu Bedln.) 



■ ^1 



JLlie GroJse ^^^ urelch'e im Sinne der in dem Aufsätze 22. des vorigeu 

Bandes gebrauchten Bezeichnung den umgekehrten Werth des Krum«« 
mungshalbmessers ^ euier auf die Eliene abgemckelten Cunre bezeichnet^ 
ISist sich auf ühulidie Weise aUgemein ausdrüdLen^ Vfie das Maals dei 
{mensura curvaturae) in den DUquisitiones g^nerales circa superficies 
curvas von uraufs dargestellt wird« Setzt man nemfidi^ wie in dieser 
ifiiiHiKiiung geschieht: 

dx^sstadp^a^dq .dyz=: bdp^b'dq . dx=s: cdp'{-c'dgj 

inüem mau die Coordinaten Xj y^ % ^Hb gegebene Functionen zweier Yer« 
änderlicheii p und q ansieht; t&nx^&ti 

so hangt ^ von den Gröfsen C^ F^ G\ und ihren Differentialen^ so wie von 

den DÜFerentialquotieuten ^» -j^ ab^ welche durch die bi.ichung der 

Curve bestimmt M^erden. 

Ist die DiflVmitialgleichung der fluche: 

}% GX+ Ydy + Zdz = 0. 
so orhült man: 

YtTjJ^ ä cy—bc'iac'-^ca'iüü -^ab'^ 

miüiin fiir di^ Ton^ojttlai- "^iMiO: 
fiir 4lie anschliekeuci.'! Ebene at man : 

wo Azssuza''y — dyd^x^ Bri^dxä^z—dzd^x, C=:dyd'x^dxd*y4 
Drilckt maii nun die Coordinaten durch />- und g aus, so erhalt mani 

A = (edb~bdc)dp^+{c'dl'~b'dc')dg* 
'J^{cdb'+c'db'^bdc'^b'dc)dpdg^icb'—bd)idpd^rf^d^i'f^).- 

D :z^ (adi — cuo df/ '\-{a'äc' -c'aa-)a^^ 
-j-(ocrc-tü'<:t' — f;r/ri' — e'düidpd^ -i- iau'~ca''}\dpä'o ^'i^fcf\,/jä 



J(iO J ;. iiipiilirtp, über dif ^l- iickeli/fp knimmer TJiien iim Fiüihtn. 

^n,da''\-b'da^adb'^a'db)dpdq^iba'-^ab'){dpdriy^djd^p)» 
>rit llülfi» dipsfsr ^usJi'ücIi'i erliält jnan den Zäliler Z von cos«; 
Z = (cÄ'— Äc',^+ (oc'— ca',ß+ (Ao'— aÄOC = 
\fEa'— In, du + 'JA — Z'i) rfA + (Ec'^Fc) de] dp* 
.^ /'/'•«'— C^ö/r 7'+ (J'b'—Gb)db'+fre'^Ge)dc']d9* 

4. ) ^. rKi,'—/'bjdb'-\' (Fb'-^Gb) db ! rfprfy 

I 4. (Ec'— fc)rfc'+ (Fe'— Gc) rfc ! 
4 (EG—FF)(ßpd*g--d^d'r,, 
Nim Iial xiYAix^ vomiögo dw Bc(Jciitin:g «K'r f»rvf«»Mi <7, ä, c, 0', b\ «f: 

tia jy»' dh ^yV i/c ^ de' 

'I q dp ' rfg ~~ o'/» ' rfj "" dp * 

»vorniiK «H'l» <»rgifl>l: 

.„/«'+ 4,//,'+ c<(c' = 4 f^«,' + (^- fjf)''», 

. ,ia+ ^■d,:^r C.U. = . ;| ,/, o. (;;£ _ . ^i|)rf„. 

D'JifiP oriliill mau i^iulli^'l^ lür -^ iolg^udcn Werth: 

MiH^ lial IUI« . y 

(uTM4>i* |iu( man für don Krüinnuiiig»!ialbmower A: 

wo 

n ~ Y '~ SriTi 'VFTdP^" 

nuui luK'Ii dr.'t IrMiori? Ur.:rie!)mmtie!i /> -ac c^ /r :=:>/., $^ frbJiIf it*an. 

/VT=: I, / =0, 6^:=tip", /r-^rfi» 4-<5v/^Jl/% 
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vrenn man d'-4^zxO sedet^ l'cvner bat rxiRn: 

tfp~^ (IP 1 



Aus clw Vergleichuugdiwer beiden Vovm*»> nh* — geht herror», (Maman 

für eine Curve, deren Gleiclunig in dorn Aiisinicke: ^ = coii^t» enthalten 
ist, wßix die folgende Relation Eit'i : 

^ ^ diP ^ at da (p 

Der auf da* Fechten Seite stehende Vusdmok onthült im AllgemoiiuM:.^ 
aufeor der veründerlichon Gr(ifse ^//, auch noch die Coordiuaro» dos Mit« 
telpimcts der Curve, welche noch vermittelst der Gleichungen .v = ooiist.i 
imd ds^szi) eliminirt werden muJsten, wemi (^.) die aHgemciiie Di£Peren« 
tfalgleichnng für ^eine Curve von constantem Riulius nut i\er Fläche »ein 
«tollte. Die GröJaen oty ß^ 4^ falleji al^^r aus doinseihon «on selbst himvc^g aui 
denjenigen Flächen^ auf welchen das iMaaÜs der Krümmung constant ist. 

Rezeichnet man dasselbe mji i, so lehrt der 19te $• der «Tnälui; 
ten fibliandiung von Gaufs^ dab aUg^mein: 

£?+*? = 0. 

Die Function <p (welche dort mit m bezeichnet T^ird) mxdk so beschallen 
sein, daßj für ,y =:=(), ^ = und -• 2=;1. Hieraus folgt, wenn k constant 

ist , O = ^r t?iu s ^k. In dieseni Falle geht also die Gleichung {ji.) über in: 

Daher gilt auf diesen Fluchen d<?r Sai?.-, we1eli«*n aU^«*niein oufzu- 
stellen ich durch sein« 'Voraussetzung verleitet v^arJ, deren Grund man 
ito 303« des vorigen Bande?» kuns ange<leutet findett 
Berlin 9 im Mai 1830. 
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16. 

iüeorie der Poieaziai- oder cYkliscIi-liyperboiih«.*!>er» 

Fuucüouon. . 

;^Vün Herrn tioi. Guuerwann zix Cieve.) 
(Forint tzuTig d«r Ahv>iiti(iiuLrg No. 1. im vori^teii HefU,) 



• f 



J>i c u A £ t L' *i b g c h X) > 1 1. 

Vermittel uug /.wische a <!eti hy,;c boiiscüen und cyKiiöcheii 

Fuuccioneri diirciv LiOij.iau-.^aiairtiiiriioneii. 

i/ie Beziehungen iiiitei' den Iiv|><.Tljoii:*\,ijioii i^.iuciionen oinos und aessei- 
ben 9frcuö lassen sich ii» «ihiiiieiior Weise, ivic (üo Bezieliiingen unter den 
cyklischen Functionen eines %\c\xii aa eluoiu ebeiiou Dreiecke nachweiseu« 
Es sei ABC (Taf. II. Fig. 20.) ein elienes i)roiei)k, dessen Winkel durch -^, 
2?, C hezeichnet seui mügen; die Seiten liei£soi)i a^ b^ c^ und z\far in der 
Onlmmg^ in weiohev sie doü {ihiJich boni^anien Winkohi gegenubei-tiegen 
Wäre nun eiwa der Winkel C ein rechi<T, so. M'äro 

sin -4 = — ; cos A=s — imd tang A cfc -r-« 

Die drei c^rkllsdien Functionen sin^, coB^i^tang:^ VfSreu also aul 
den Winkel A^ oder richtiger aid" eine unljonaimto Zahl ab ihren ge« 

A t - 'O 

meiusdiaftliehon 9ttCic6 l)ezog».'K, welche diurch -j^ ausgedrückt >vird^ wenn 

. • . . * ^ An 

A in Graden der alten Eiiiiheilinig angegeben Mird^ und dm'ch-Tgr^« wenn 

der Wink'^l A in Grarfeu der neuen Kiutheilung gegeben ist. 

Man lasse nun aixjr eüiui^»- 'leii Winkel C unbebtiuinii^ damii et 
nicht gerade ein rechter sei^ nnd denke sich eioen von dem Winkel A in 
anderer Weise ebenfalls abhängenden fäxcM sp, nuf welchen die hyperixi« 
tischen Fimctioneu bezogen ^rerdcn sollen. Setzt man dann vtiodi^r: 

L ©iiiwi — — , €ööx= — und Sait9flctc=-|-, 

und wird die Abhiiiigigl;eit des ^UxiSsff Tom Wlukcfl A oder vom vorigen 
TltiUe etwa durch x ^=^(pA vorgestellt • so miissen den Beziehungen unter 
■ üesen drei bji^erboüschon Functionen dit* FJozielicmgen unter den S.iM?ü 
?ni? Winkeln des Drol^-oks augemessen seiur 
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JXuii ist aber^ ?ieuQ dar WJuJ^el C ein unbestimmter isti 

also liat mau aucb^ tvcim diese Wcrthe substitidrt werden: 

Die eiue jewiftclien den !iyper]>olischen Funotionen Statt findende Besie* 
liung, Sangd?=::^^^y ist wie man ftifilit erfüllt^ und es kommt aütp nur 
noch daraqf au, da£s auch der Gleicbung fb>ix^ — ®\nx^z=zl ein Genu^ 
gesobclie, und bjoruacli miils also die Grüfse des vorliin unbeötln^mten 
Winkels C bestimmt werden» Substituirt man in diieser Gleichung dto 
Wertbo (2.), so erbSlt mani 

wn(^ + t;)*— flm^ = sinC^. 
Da nun aber sin?/-/*— 9int>*=xsin(a; + r;),8in(2^; — v) ist, so ver^'^delt 
sich di(^ gelimdene Gleichung offenbar In 8in(2utf-{-C).8inCs=sinC^'oder 

i«;n(2ui+C)— .siuCj.sinC = 0. 
Es ist daher entneder sinCssÖ oder aiich 8in(2^-|- C)— 8inC=0^^ 
erste Voraussetzung ^iebt Cs=0 oder Cs=^ und ist nicht zu gebraufsheiii 
weil in {edem der beiden FiiJIe das Dreieck ABC in eine gwade Lini^ su* 
sammenfalien ^FÜrde« 2)ie\isweite Bestimmung sin(2^-|~^)^^ suifP ist 
gleid^eltend mit 2A+C^9^C^ woraus ^+^=-5-, d.h^ B=-?- folgt 

pio Seite BC des Dreiecks ABCj welche bei der früheren Apwen^un^ 
der cykllschen Fimctioncn auf u^C senkrecht sein mufste, muCs also, wen]|,mm 
die hyperbolischen Functionen aui' den Winkel ji in dler durch die Gleidiun^ 
;ffs»<f>A bestimmten Wdse bezogen werden sollen, wSAB senkrecht se.ia. 

Wird weiter der Werth Css-j — A in den A.i|sdriicken (2.) sab« 
stituirt, so erhalt man: 

Die hyperbolischon Functionen eines tSrcuö sind alsu der fielbe nach 
gleioh gewissen cyklischen Functionen' eines ^Tinkels Aj imd es bleil)t d«r 

Zitsammenliang zwischen demSIrcüßrr und dem 9(rcu6 j^^, welcher dm^h 

die Gldchimg x = <^A angedeutet wurde, nur nodi allein zu erforsclien ü|iri^. 

<;re.t!<.*> JfiMiial d. M. VI. Bd. S.lift. 22 
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f. 36, 

Zu denselben RoAultaten fuhren auch rdn arHlimetfaohe BotracU- 
timgeti. Die FuncHon siny ist =0 filr y = iind nähett sicli wach- 
send der Grenze Eins, weitn der %xaiiy zwischen d%fi Ctrekizeti und 

-y TFiicIist; für y = -^ hst siiiy=+I. Die hyperbdli»cl»Ftanctloii5ancjx 
ist auch Nidl für xr = und nähert sich wachsend ebenftills der Grenze 
VAvMy nur daCs der 9lxai€ x dabei ins Unendliche wuchst« Gelit man vom 
positiven Sfrcuä zum negativen über, so werden beide Fimctionen negativ^ 
ohne ihre aI>sohite^ Grinse zu ändern. l)aher wird es filr jeden wiUkür-> 
lieh gewählten (ifiöglicheu) Werth von a: allemal eiinen zwischen den Gr^i- 

zeh —"2 *"^^ +~ befindlichen Werth von y geben 5 der so beschaffen 
int^ idals er der Gleichung Zan^x=^smy Gebnge lebtet* 

Unter der Yoraussetzimg aber, dafs op und y sdtctie Xfw isusam^ 
tnengehörige 9(rcug sind, lassen sich andi die iibrig^i hypedboMschen Fuoc* 
tiOnen des %xiui x durch cyklisehe Fnabttonen des %x<vA y ausdrucken. 

DA, um zu demiSorinuö Sberzugehen, 1 — ^^>^d^ = gXA^^ 90 hat man 
a,L a =^1 — sin y* SÄ cüs y • und also <Jo< m =5 — -- • Da weiter fHiaf. Xati^x 

I 

s=(Sinar, so hat man @mxr= «smy testangy* 

Wenn man weiter die abgeleiteten Formeln, ans deren cmer mau 
imiher die übrigen viird finden können, etwa in folgender Anordnung zu- 
sanmienstellt: 

Ginor sc tangy sin j ss Xan^atg 

doix = mid eosy 

rnn V «r 



San0jrt=s: sin/ tangy= ®mar, 

so lueht man, dab der Übergang ron den Functiimeii dei 9rni( x zu 
denen des 9frru< y ahnlich ist dem Rückgänge von diesen zu jenen ; es 
kommen nemlich dabei immer dieselben Benenmmgen in Anwendung, nur 
dals die Bozeichuimg im einen Falle da durch deutsche BuchstisJieu aus« 
(^rückt wird, wo sie im anderen Falle gleichlautende lateinische Buch« 
Striaen enthalt und durch sie auf die cyklischen Functionen hinweiset« 
Wp^en dieser WecIiseII>eziehung , welche dem Gedächtnisse nicht wemg 
711 llülfo kommt, empfeUipn sich die aufgestellten Formeln ab eben so 
viele Gnmdrormolu» Da sie femer sammtlich aus einer hergeleitet sind. 
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SO drücken sie Midi alte denselben. Ziisainmeiihaiig zrviiohai deu beiden 
S(tcu£ X und y a\u# Was ncudi melir ktt vensi nian eine einzige Zah« 
lenoolumne anfertigte^ aus dj^t maxi im jeden wiHkiirlich gowaUteu Werth 
Ton 4P den zugehörigen Wertb von y enliiefamen konnte, dauh wSren <Re 
sainmtlkiMri bypet boüsiAeB FuEMtiouen «Qf eyldiRcbe mid umgekehrt diese 
auf jene in gan^ ^nüicber Weise ziu*ückgebraoht. 

§. 37. 
Da die Zahlen oder %xi}x6 x iiud y so von einander abfaiingen^ dab 
man die eine aiis der anderen wird berochüen köunen, so wseheint x 
als eine FunctkMi von y und lungekolirt y als eine Function von Xp Ob* 
gleich man diese Funt^tionen noeh niolit in der zu ihrer Berechnung ge^ 
eigneten Gestalt keimt ^ so wird es dennoch, gestattet sein, für die im<* 
mUtelbare Boziehunjg zwisdien x mid y m ihren beiden Wechselformen 
schon jetzt eine einlache Bezeichnung festwsefz^i, WekAe q)ftev anver** 
lindert b^ehalton werden soll,- 

' Da jp und y %xvxi bezeiclmeir, so^ mGgen cKe AnCangilaiiäbstaben 
der Wörter ,,Längo'' und ^^longitudo" allein jene BasiMmngen aittdrSok^ 
imdzwursei: -^ « Jy «nd y = /^. 

In Auwendiiog diettör BeztSchnungsart eMOftänen die obtg6a Fpnneln in. 
folgender Gestalt: - 

1) ^inA = imuglk, i) «inA^ = SangJAr, 

I 

v3) %MLOik^ fäalh, 7) tangA = ©(nS/r, 

Man wird aber nkfat vergesMn^ dals diese acM Fovmeln , enit dann hA 
Rechnungen in bestimmten Z^ahten niibKn kQnnen, wenn man die Func» 
tionen £/r imd Ik^ deren erste man dfe dem %xi\xi k zugeliörige Llinge« 
zahl, und deren sweite maii die dem 9rcQ< k zugehörige Longitudi* 
nalzahl nennen wird^ so kennte da& man flure Werthe ffir die duwlneii 
Werthe von k anzugeben vermag. Die Charactere t und / können auch 
als Zeichen od6r Andeutungen gevrisser Operationen .angesehen werden, 
durch welche man ans einem 9frcud k die ffrcutf f^k und Ik linden kann. 
Sputor i^-ird bewiesen Wwdea, dtals dsä[ Zeicftiea ^h dbfe Yepgröisorung, 
und dab hingegfen das SBeidien Ik emeTerkldneMag^ d0st(rru8 k verlangt. 

22 '^ 



Weiiu man dio LogarULuK^u durch die Y(irs}llie log bieaseichiiel ^ so küu* 
Dea die ''Funotiouen Ik und. Sik mit log Ar iiicbt remedbis^k werden* 

Man libeBsdeht auoli sdbon jetzt leiclit^ daß« die so eben genannten 
Udcen Operidonen Lander dergestalt entgegengesetzt sind, dalli aie bei 
fhieni .Zusammenkommea ge^renseitig ihren -j':i(iflu& auf eine Zahl k gans 
iflniiditen« Es ist immer: 

Demi (da nach den Fimdamentalformehi (Sin ^s=: fang /0 is(^ so setze majii 
£kfur ^y und man erhalt @m£A:=:tang/i^^; da aber (StnlS^sstang/: 
isl^so ist auch tang/tssümg/S/r^ oder eiufiicher lStk:=k. Eben so wird 
bffwieien^ daCs £/^==Ar sd« In aliulichcr Art beweget man auch die bd- 
deaFiHineb: jj(_;^)^_£y^ «nd l(-k) = ^lk, 

urazaus man uehi, dais man nur die Lauge- oder LongUudinaizahlen der 
poaifiyen STrcuö.isu berechnen hat# 

$. 38, 
Nehmen wir clie j^leichung 5;an3KA = smÄ vor, so ziehen wir dai* 

AUS durch Umkehrung: 

Zk = ^u (Sans == sfnÄ), 

Nuniit aber immer Sfrc($aiifi=s«)«Iogj/(£~) (nach |. 6.)> also hat 
mmaochi 

Sioser Aiisdrudk kann aber mehrfach umgeformt werden^ nemlich; 

£Ar sss log r =^ log— ^— = logr — r-r# 

1 — läng-- 

luder einÜBM^hsten Gestalt ist abet der Ausdruck Sk der folgendet 

ik = logtang4(|+Ä), 

'Waren also in den gcmolmlicheu trigonometrisclien Tafehi neb^i den bri;>-« 
j^M&en. Logarithmen der Tangeuten und Cotangentai die naturlichcii Logu- 
xithmen dieser cjklisdhen Functionen enthalten, so konnte nian für jedfu 
wittkärlioh gewäiilten W^rth von k zwischen den Grenzen ArssO oih) 

A« — den zugeliurigon VVwdi der Function ik aus einer solchen Ta- 

heUe fa&i olme alle Recluaiug, etwa eine unbedeutende Interpolation ;iui 
Corrccti\ 11 -'ei' Ici/teu Ziffern dei* Dtv:*imalT>rJ>^bi!? abgere«)lmet| entuehm«\n, 
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» ■ 

Üa mall die leiste Formel 'oudi ako ausdrückeu kami;^ 

logtaiig4{y+//r) = /r, 

«o würde die so euigericbtete Tabelle aiudi dazii dienen^ die einem geg<H 
benen iAnai h ^gehörige Lon^tudiualzald Ik mit gleidber I^eiditigkeit sa 
iittdeu« Es 4>doImt daher die Blohe^ den gewiiluolicheu trigonometrisohen 
Tafioln iMck di« zweckmalsige Abänderung oder Erweiterung zu geben, 
dals in iünen itBcli eine Zahlencolumne fortgefülirt wird, welche £ar die 
dn2sdneD von dUaute zu iVIinute wachsenden Werthe des SCtcu^ od^ Wiu« 
keb k die zugehörigen Wertibe der Function SA:, und zwar den W^rthen, 
von Ar, logbrigg.sinAr, logbrigg.fangAr und logbrigg.ootA gerade gegen« 
über, und also in einer und derselben Horizontalreihe mit ihnen befind- 
lieh enthalt« Eine also eingerichtete TabcdUe hat einen doppelt so grolsen 
W^ertfa als vorhin, . iqdem sie nun auch zur -bequemen Realisirung der 
Werthe der hjperboliscken Functionen dient, statt dais ihr Gebraudi fini« 
her blols auf die Realinrung der cj^klischen Functionen besehriinkt war« 
Wird nun z. ß. die hyperbolische Fun<^oi| Sang Ar, odw vielmehr ihr 
briggischer Logarithmo fiir dneu gegebenen Werth von k' gefiorderty so 
wird man die Zaiil k in der so eben, besohriebauen Qi>lumne aa&uchtti; 
ihr zur Seite steht dann d^ Winkel. Jk m Graden und BGnuten angege« 
ben, und in. derselben Horizontalreihe steht nun augleicb Jbog br^« sin / Ar 
als Werth von loigbri]^« Sang Ä« 

£ine solchii Abundehmg der trigonometrisdlieti Tall^ wSrde eine 
neue Ausgabe dersdbeii nothwendig machen 9 statt dessen ttt abw in den 
.Von dem Verfasser entworfenen cjklisch * h} Iicrholischon Tafeln dne Tabelle 
endialten^ weiche ttir. beide Kreis -Elntheiiuiigeu zu gebrauchen ist, mid 
worin man fiir alle um eine Centesimal -Minute wachsende Werthe des 
Winkds k z)vitehen deli Grenzen Ar sc Of^ und AcsslOQP (der neuen Hn- 
Äeilung) die zogdhorigen Werthe der Funciion 1^^ findet, und welofae^ da 
die Di£Eerenzen dies« Function bei einem Wachsen des Winkels Ar um «no 
CSenteiäknaUSecunde, oder auch um eine SexogesimaU Secunde darin eb^i- 
fidls durchweg angegd:>en sind, in ähnlicher Art die Kinschaltimgen «leidi-» 
fer^ yne die gemeinen trigonometrischen T&fehh 

Wollte man z« B. die Werthe dc^r h^erbolisohen Fnnctionea des 
SuUÖ 1,9736427 berechnen, so wSrde man S^~ 1,9736427 setna, waü 
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■ 

k = 82" 42' 09", 2 14 nach der neuen, oder auch k «= 74» 10'43", 785 iMidi 
der alten Eintheflung finden. Die Ixnden Rechnungen sind nemfidi: 

Mit der Zahl £ Ar =^1,97364S7 stimmt der genannten Tabelle gemSb 
am uuchsten überein d. Zahl ssl,973:)896. '. 

Die Differen« ist . • • • 531. 
Zii der Zahl 1,9735896 gehurt aber als Wbikel 82^ 43' nach der neuen, 
oder 74'' 10' ^'\ 80 nadi der alten FJotheOung. Zugleich werden die 
entsprechenden DjfTerenzen aus der Tabelle für ein Wachsen desWinkds 
um eiue Secuude abgelesen« Diese sind: 

57,63 far die neue, oder 177,87 für die alte Eintheilung. 
])io noch liiuzukommoudcii ^ecundep werden durdh Division gefimd^f 

ucmKch ~^^:s= 9,214 und ~y\^^2,^i&.^ khoif^t ^ = *2^42'4-9^2I4 

= 82^42' 09^214 naoh der neuen, oder 74M0' 40'', 80 +. 2'', 985 « 
74'*1Ö'43'', 785 nach der alten Fintheiluug, imd iibo weiter: 

(£o$J/c = — r; ^xwik = tangAri u* s. w. 

cos rC 

£I>eu so findt^ niaii umgekehrt, wenn der Werth enier h>perboliseheu 
Function gegeben i»t, den ihr zugehörigen 9fr(uö mittelst der genannten 
TobcUe. Denn wfire «• B. (S^^tk-^a gegeben, so würde man aus der 

Glcichiuig co%(p = — mittelst der trigonoiiiotrischen Tafeln zuerst den Win« 

kd (p suchen, und aus ihm findet man dann leicht durch ein dem vori« 
gfta entgegongcselztcs Verfahren den 9tvcuö /r = fi (p. 

Die mehrgedachte Tabelle für die Werthe der Functionen SiA eig- 
net sich aber nicht mehr zu einem sdmellen Gebrauehe, wenn der Sfrcuö 
der hy]>erhoUschen Functionen >>4 ist, oder die zugehörige Longituduial- 
zahl der 3(rcufi eines Wiukdbi ist, welchem nur noch zwei Centesimai-Grade 
an einem rechti^ Whik^l fehlen« In diesem Falle aber irird die Rechnung 
durch den Gebrauch andefer el>enfalls von dem Verfasser berechneter Ta- 
feln nocli leichter als selbst, vorliin, weil dann der Gebrauch der. Termit- 
feinden Function ganz vermieden wird. Diese Tafiän Iiaben oben desw^»» 
gen einen ungleich grufsoren Umfang erhalten, indem sie die gemeinen 
Logarithmen . der hyporboyschen Functionen selbst far alle 2ltni^, >cv eiche 
2>2 sind, und anfänglich um (V.X)1, später aber um 0,01 wachsen, auiang* 

lieh mit neun, spliter aber mit zehn Decimalstellen enthalten qnd so weit 

« 

roffgefiihrt sind, da& die Differenzen der L«)«»aril!mien d« hjrperbolischen 
Functionen den Differonzen ihrer 9frai^ hinlänglich genau [Hroportional sin<K 
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sdbflt dann, wenn 3» £e Grenzen Jer Tafeln überschreitende Sfrcuß lon 
dn. Beliebifges grö&er kt, ab der letzte dariu vorkommentle ^r(Uö 13. 

§. 40. 
Aus den bi $. 37. enthaltenen Grundformeln ilte&en andere ab fer- 
nere Folgerungien. Da neulich €o« k =s -—; , »o'ttA <S.cik — l *—*"''* 



und ^cSk + 1 == l±i2l£* ^ jf,« ist aber CTo« ^—1 «= 2 ein 4 ÄV €osA +1 

*s2€otffA*; 1 — oot/;t8 2ttn|/il' und l-foos/A »2<k>s|/&S a]»o 
hat man« 

In umgekehrter Beziehung erholt nuui drei iihnliche Formeln; 

Da 6«g(|- + y) = «o«-fec4 + ®inT©«'a4 und co6(|^ + |) = 

a h a h 

öoSyCOS-tt-— pin-^-sinY '^^^ *^ erhält man^ wenn die %'orausgeschickteu 
Formeln betmCxst werden: 

^^^V 2 / ?^ Vtcüs/acosZ*) "^^ ^^®\ 2 / V(«o6ifa go6iJ6)- 

In lihnliofaer Art erhält man für die (B'itiUi von ^^^^ die beiden Formeln : 
©ml— Ä— 1 = ^/ ' ^ , ii.( wnd sinl-^1 Ä v^.Ti^ü-TrÄirA^ 

Werden diese Formeln durch die rorigen uividirl, so bekommt man 
Da endlieh €in2Ä = 2©inA:.(5eöÄ, und 6tn)t~tang/Ä, (5oöA:== * 



ist^ 00 ibidet man 

^. ^, 2sin/Ä- , , . rM 2©inßÄr 

®m2Af = ; — ,-TT^, und au^n sio2ft = jz-jrivr^^ 

Zusatz* Da nach diesem $• tang4^=^2:Ang^£A: und nach §• 37 

k 

auch fanglitss ©inS^A: ist, so hat man ofTenbar lan^lUr = ^in^^^^ 
in iflmlicher Art findet man die Formel: tangi/A = sin/— , und durch 



diese Formeln sind die Sangenten auf 'h> (Stnitd und umgck^^hrt die (£i^ 
tkUi auf die Sangenten ziiriickgebracht, so dals man in den Gh^Ioliaiigcni 
sinjc = tangy iimd (ßmärsssJangy aus dem gc^gebenen 5frcu6x immer den 
^xi\xiy und umgekehrt aus diesem jenen in Auwrädung der vorigen For* 
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meto beredinea kauju* Ist s« B. in darGlexohung sbjrastaDigy derVrcttC 
X gegoi>en9 «o setze man o^rs/-^ und y=ss|/Ac, BSckwSits hat mm 

dann -y=S^^ also As=:2Sd7 imil demnacl) ys=5|/(2Sa?); umgekehrt fin- 
det man a^ = /(|*fi2y% In ähnlicher Art findet man für die Beaehwng 
2M Ischen j? und y in der Gleiobmig @mxisz2x\nQy die beiden Fonnehix 
y«4JJ(2;j?) und x:;=zi{^i.iy'). 



Zehnter Abschnitt« 

Reihen für die Potenzial «>Fuiictionen eines Srctt^/ für die 
Logarithmen derselben und für die Längezahl dieses 9(rctt^# 

«.41, 

Um die Potenzial • Functionen eines %x(ni in Reihen m entwidkehi, 
weldie [nach Potenzen desselben ibrtschreiteni wird man mit den <Stnu< 



uQdSofintttf be»imicn» Die im $.2« und $• 6. bereits hergeleiteten Reihen : 



die (Stniiö und €of!nud de$ Slrcuö x sciudtep schon paoh Potenzeki des 
Slrcuö j? fort j und gehören also Inerher« Vergebens fidht man sich aber 
nach Reihen um^ weldie in fallende Anordnung ihrer GBeder fortsefandteo» 

Die Quotienten und -: — heiJfsen Secante und Cosecante des Oft« 

cits T^ und man könnte diese Benennungen auch auf die hjperbolisclien Func- 
tionen Qbertragen. Obgleich ^vir nun von diesen Benennungen keinen Ge^ 
braudi machen werden ^ so sollen doch für diese Quofienf^ Reiben her« 
geleitet werden^ rreii sie spater angevi^andt werden müssen; mit der Her- 
leitung der Reihe für die Function werden wir den Anfang macbeu. 

cos ^X* " 

§.42, 

Rlan Übersicht sogleich ^ dals die Reilie für -*-<- die folgende Form 
liabeu werde 



rosx 



In Atiw endung der iSchoii Irüher benutzten Bezelchaiingsarf hat man also 
den \usdrurk: 
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coso? ^** (2a)' 

und es inSssen nur noch die T0r;5dden Uy Ü^ U^ a. %. w« beredmet wer^ 
deui demi bekannt ist schon fiir «^s=0 das Glied i/=iU 

Da die Reihe co8;r.:?=*y(--l)«.-~ mit der für ^^ muitipKciri 

ein Product =1 geben mufs^ imd dflis allgemcii^e Glied des entwickelten 
Productes «um Coefilidenten hat: 

SO mub dieser Coefficicnt sO sein für jedes r^ welches ]>0 ist. Die 
also gebildiete Gleichiiog M'Ird abar einfocher, vremi man sie mit (2r)^=s 

(2« + 2ß)^ mnhipHcirt, und beachtet, dals j^^-sr-, ?= [2r f = [2r J ist. 

. ' ^^ ^ ^^'^ Tili? TW . 

Bringt maU weiter das Glied für a := auf die eine Sßite der Gleichiuii; 

allein, so hat n^ die aUgemeine Rocursionsformel 

Ü = -S{~ir* [2r] . & üond. f +^=i • 

fMe erstoi Specialfalle dieser allgemeinen Formel ttuid znr deudicfaeren 
Auffassung ctei Geset?::^." hierher gestellt: 

ir=(6]^r^[6l^ + [6i; 

2»' 4» g» 



2» 4 ö» 

tu f. w. 



Zi^t man beim Gebrauche dieser Formehi yoUends dne Tab^e der figu- 

^^ • 

rirte» Zahlen ssii Hiilfo, so ist die Reofanung sehr ^fq^ch und man findet: 

i' = J ir z=z 2702765. 

i/ =:% . ^^ = 199360981, 

1/ = 61, b ^ 19391512145, . 

Z^=1385, ^«2404879661671, 

b = 1*0521, u. s* w, 

iWmWg Jourrtftl <l. M. VI iiJ. 2 Hit 23 



1 V 

Für diMe Werthe der Coeffirientcn Jmt man d.mu - — = if—- r ..x'*. 

cosjc y«» 

Setzt maix or/* — 1 für x^ so fL^del inini ddi1urcd> noch die lolgeiide Reihe : 

n 

_*_ — ^^ U" :.JL -r"* 

Von der Torigea Reihe unterscheidet sich die^e mir dar(n, dftfs^ die Vor- 
zeichen der Glieder abwechsehir 

§. 43, 
Die Quadrate der so eben aligoleitetea Beiiien go^on entwickelt 

ReOien von ähnliche Form^ aas d^nori mohreic ojidore Reihen hergeleitet 

werden. Man gelangt 2ur Eutwickelung diosrn Oiiadraie aut mehr als 

eiue.Wefoe. Wir honntzen zur Herleituug die Bopierkun;;, daß» 

Vüsx/ 1-^ cor. Jä- 

te 

Wird also ^^^ = t + w J^ -f ?// ~ + '^ '^t + etc. = S ^*"'. gesete« » so 

Der Coefficient des aSgeineiueu Gliede^^ im outwickolten Produole imt olit'eidiar : 

Da derselbe gleioh Null sein rnuDs^ sc»hald r > ist^ 90 hat mau euie Re- 
cunuonrform^ : 

li; sss 2.a( — 1) .2 . j 2r { . m; eoud, v ^!^, * 
Da nach dieser Formel jeder Coefficient d^ii Factor } beim Aul'steigeu 

■ 

erhült, so folgt {laraua, <1a£s im AUgemoiiif^n der CociTicieuC' w durch die 
Poteo?« X theilbar wi. In der Regel sind aber dio Coilfficlenten ^hiroli 
noch h6liere Voiaaea von 2 theilbar. JHy* -wirkfichei AechmiDg o;iobt: 

IV =s% äs 2*. i, 

2^ aa 16 s= 2\ 4 BS 2*. 

1^ «s 272 a» 2». 34 « 2*. ir, 

w «B 793* a 2». 496 ^ 2'. 31, 

r^ ra 353792 «= 2^ 1105ß « 2»» 691, 
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_ ■ 

Die Rechnung ist solir bequem ^-Veim man eme Tabelle der iigiirirten 
Zahion dabei zürHand nimmt. Für diese Werthe hat man dann die hei* 
den Beihen: 

und . 

" Werden die so eben erhaltenen fteihen mit Bs^ mnltiplicirt und 
wird darauf jutcgrirr, so orbalt man dadm.'oh Ä^vei neue Reihen t 

tang jr = .r -f- z/^'.-gT + ^'^.7:, + tt^. ^> + ^tc. »= *Si£;.^___, 

Aus diesen Reih<*n leitet man Jio 'Kellien für die C^otai>^entcn her in Be^ 
niit?ung der Formel : 

00t ^ — 2 cot AT . c= turiLj -J und 2 Cot ar — Set y =* .fang -y . 

Man 8ch!iei3sf nemlieh ann der Form der Reihe iw Saitaenten auf die Form 

1 4^ 

der Rrtnen litr die <Sotanacn-cii, da 00t a:= ■ ist. Satst man hiemaeh 

80 finde* man -^ =a a . (-;^^ —■ 2) , imd also rackwürts « 
Man hat also ^ie beiden Reiben: 

SotoF 5= - + .9;jr3^.(5;^-iy? Tot «>0. 

it« dEiVMn imd 4en rorigen Rdihra gelangt iqa)!i zu ii«uein R^iea f8r die 
Functionen -: — und ^^ — unter BenutiSilng der Formeln: 

4'otf + itaDg|- j^, unti 4€ct|-|taiig| « gf- 
Han erbÜU n^nnlicht 

23« 



r 



r 
Jl' 



4r^y-.i' 



9 
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§i 45, 

^ Werden die >o eben gefimdenen 6 Fomoin mit dx muhipUdri, 

und mtegrirt manj so gelangt man zu eben so vielen Reihw fiir die na- 
tSrlichen Logarithmen der Potenziallimctionen , noinlichi 

logcosar =s — Äi£;.r^ für t«>ü, 
log^cix ^ '^S(r^iy!'w.~-, für «>0. 



Aus den Reihen für 4ie Sctangenten erhalt man in ähnlicher Art: 



1 . 



logsinw SS logay-^Äp— j,^^ ffo «>0, 



«-1 ' 



log ©ina? s=s iogar -f- »^isiri • (.ysp ^ * > ^* 

l<i««Hiftli erhiflt man nodi die bdden Reihen: 

log hmgar ä Iogar h i g ^^7- 1 • "* • (|^ fSr « > 0, 

|og$a«$ar=logap+^(— l)".g=|.'l^l^^y, für »>0. 

iXe Coefficienton iv^ w^ w^ etc/ kommen üoch in den Eutwickelungai 
Mderer Fimctionen vor, und ^Uber rührt es^ dais man zu ihrer ,Bere<;h- 
nung mdu*ere^ dem Anscheine nach gänzlich ycrsohiedene Formeln ^ imcl 
nicbt nur Recursionsformeln , sondern auch soldiOi welche ssur indepen- 
deuten Berechnung dienen ^ abzuleiten vermag ^ • worauf man hier und da 
ein fprSberes Gewicht legt^ als sie verdienen. S[mter werden auch For^ 
m^> welche zur independenten Berechnung dienen, mitgetheilt werden* 

I S 3 

Es ist nidit nSthig, die Reihe der Zahlen z/% w^ w^ etc. wdthin zu be« 
redmen, w^l sie mit den sogenannten Bernonllischen ZZahlen auf eine 
em&che Wei:4e zusammenbn'iigon und diese bereits bis zu ansehnlicher 
Weite beredbnet vv orden sind. Bezeichnet man uemiich die Bemouilischeu 

Ziriilen, Wie folgt: ii^\\ B^^^i B^^\i B^^^i B^Ai 15=^1^: 
u« So w«9 80 ist aHgemwK 



r—i 



Bs=^|~j-5, abo rückwärts w; = — S^j^ — i»Ä 

Man hätte ariich wohl gethan, Mott tl(^'r Beniounischi^n Zahleiiy welcho 
Brudiesiud, gewisse ganze Zahloi« :v(4cbe mit ihnen i*ng verbi!LJI<;N sin^f. 

wie etwa die Zahlen Wp w, u\ <\ etc. zu .borrcluiot> und statt ^for Cor- 
^ouIUschen Zahlen in Anwcüduii^ zu bring« n. 
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§. 40. 
Um nun «udi noch die emem gegebenen %i(üi zugehörige LRug<v 
ahl und auch Longitudinaksahl^ welche als neuer %xoxi zu dienen bestiuimi* 
kty in eine nach Potenzen jeuesTlxcni Cürtflchreitende Reihe zu «itwickeln^ 
ist es erforderlich I die Gleichung y sszia; odor auch die lungekclirtc. 
^sziy difierentiiren zuköuQeu. Da (l^iSix» cos x^x:l ist^ so eriUfltnKm 

k>g ScÄ ß jp + log ccwa? s= 0, 
und wenn man difFercmtürt : Zanc^ixdix^s^ taogxöxs da aber Sang So? 
sssinor ist^ so hat mau einfacher: 

Eben so findet mau umg<^i*.chrt: d/ar=s^-y-« Hioraid gründen sich abc» 
^ bdden folgenden Into;^rairormeIn; 

= JJ/c + consL, 









//r + const. 



Zusatz« Es können die Fimctionen Ük und ik selbst schcm in 
einem vorgelegten Diflereuuale enthalten sein. DiflTereutürt man nemlicli 
die Gleichung ys=: 8in(tf + /t).fiA:^ so erhalt man Bys=sdkco&(a^h)ik 

+ ^~j-^^Äi es ist also umgekehrt 'ö/roos(a + A)'SÄ===sui(ö+Ä)Sf^' 

— /ISiixJa/r -5- tia(a'{'k).Zk — Arsiiia -f* cosulogcos/c-l- <>onst« Auf 
ähnliche Art findet man das Integral fdkmn{a^k).ikM 

J. 47.- 

Die Functionen SA und Ik können auf maunigfaltigo Wdse aus 
Functionen des 9(rcuö k berechnet worden« Jede Reihe ^ nach weldier 
mau aus der Poteuzialfuncliou oiuos Sacu^ den ^xcui selbst findet ^ dient 
auch zur Bereclunuig der FiuiCtioiiOiA SiL und //% So ist z« B, {r/rnr 
. Sand I i+i^ Sang ifcH-r^:>n9l^*+ etc. Sot« man also SA für A, und 
bemerkt^ dals Sang|S/!r ^=tü\\^lk ist, so erhült man auf der Stelle: 

|ß/r = taugiA f ■ t**"gl^'4^ f tai»gy^^+ ftangl^^+ete. 
In ühnlicher Art erlialt mau die litcihor 

„, ^ » t Miiiäfc^ , 1.3 t'ingÄ* 1.3.5 tfiiit-fc'' , . 

H s= taiiß/r ^ . , ~.p- -f - -j , -~^ __.. _^ _ 4. etc. 

mm** 

,Wemi der 5(raiö Ar. grofe wird, oder ~—k gering int, daüu d'ieuea zw« 
Aeihen, welche mau (clohi ans iisiuen des §.2I. horipliet; 



«/*» l\ » ? t. fjn»» . 1.3 *iD/.« 1 *..! sin*» ... 

^ Vi -^; * *os änrr - 2 - 2" *^ 2:1- -4" "-j-tb • ^ - + ^'" 

^- — A ^>ri|. E5 belohnt (>>fr jlit Mübe uinbt^ itit? Au/rthl dieser Pormebi 
2 

nocL 5^4 vermdr^i^ und flie ^hnficfiefi für die Ft&DCtioii Ih iliucD gegenüber 
SU 5iteH«i* wo e« ^n^rht. 

^. 48. 
WtcHrf;:Tfir irt die Aa^ü^e ^4.i"l.?.T RrJb^n fnr dife Punciienen ^^i 
vukI M^ >velflie ia:d^:h deü PoteßÄOii des SfrcuS 'r fortsobrcltou. Werd» 

dki im §. 42.. für --— un<! g~jr borgeteiiteteii Reibcfü ü»r c;.jf rnuIttpliciH^ 

^o giel>t ti(t) dai'aul' folgoudo fategratiou iim^h $• 46. auf der Stelle clie 
l>ei<leu Roiheit : 

/* T-r /. - - //. -*^ 4- i^. - : '/" . : . 1- 6^ s,- - etc. 

l>ie lii tiioö^fn '-x*^ :j- ui^'k'>rii.iu'^i.ik» . >l..,ij.öf C,-l/^Cj ♦HC. sind ganae 
ZaMf*ii5 iinti im. §.42. sIfkI sie fcis zu s^I'h*^ ziemlichen Weite hiu ongc^gfln 
beu word<*i\. 

« 

Man <<ahii aber für di> Funotion \lk iioch^iue R^nbe angelien^ 
Vielehe desto biMachbarr»r witii. je mehr der ?(rr-iiP A sich \ergr0f9ert oder 
d^r ilun zugc^h/irlj^Cj'V' iiikei «»inem reichten M iiikel nahe kommt« Da nemlid» 

n«ob^38. e/;r«fuj;tai-i{|4/), ijl-cf gf^—^)* iogtang(|~-|) 
= log col -s- = log :;• i^^, 90 ba<f uian nach §.45.: 

taog y 

l)i<*so Reüit*. f älit mm gleichsam La die Mitte n^7<^t:hen di^ im .§• 47. für 
dio i'^uiction Xm«^ — /rj angegebenm beiden Reihen^ indei» tangA]>A^ und 

Zusatz. Setzt man in den im Stk imd Ik angegebenen Reihen 
Ä/" — 1 für /, so erhalt maii noi^h ^'h/ ~i)^-^{lk)^'^ — 1, und umge-* 
kehrt i'k/^ — 1) = (ßA)/'-rl. K« braucht vohl kaiun angemeriLt ai 
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i.". 



v-1efc $. 37. tnwniitnlbar hü'fe scMiofsfin KvJXix^n, Die oben genannten Bd-* 
I)W^goboii 0i*<;h 7/» erk^nuoujj was scho.i, fi-jib^r iiohauplot worden j»t^ 

.dÄfrSJ^]>A Beu DrJicr is* auch Hh^lk^ c^dor, vra« dassell>e ist, lk<Ji. 
Auch haben die iilr ÜV.: u4Ki iÄ augiyrhe^mi Kc^ihen die EigeiiscbaO« 
Jali nisni durob. t^iiv Uiiuxi^^irmg drv:' 1 1? eii, »/io uaderc erhaüi^ we|dbe iS- 
^^iscbai't vm «o'injoro5'Mi>*^t«*v- isi, «:s eJif- bv^idv^n Ue'-bon fast ^olUg uber- 
fdiostimarif^u. mu' dai& dto Reibo iiir /ä: Bb>yC'chsoJude Yorscej«;ben vor ibreik 

Güeclern hat unc? u^ Vor?.o'**üeu vor dt p Gliedern der e?stPiri Reihe durch- 

■ • ■ 

gehends 4- »^inü;, 

• 

. Diö vörgi^iendfn P-<»ib^*xf M>tzai «ho imtner m den Stand, dJe 
Werthe d6isj?iftk^ fir bdJeJiigoWeriho von A zu berechnen. Schon 

die-Fonnel ü i = log t^yig ^' i •^•^ 4* ^) Oj{.Taet «ich zu einem befoemen G^*- 

brauche. Ja .'die briggiseheu Logarjtbinaii Jor cyUischen Taugenten bereit« 
bei^Kthiiet und . in ^af ebi niedergelegt sicf. Da diese Formel aber md'*t 
briggische 9. sondern natürliche Logariihmeu roi'iangty fiQ komnit man bei 
ihrem Gebräucöe , immer in deii Feil, d^?^ an^ den trigonometriisdbcQ Ta- 
feln entnommenen briggiVvben LcH^aritbDicm der c^JdASchen, Tangente mit 
<ipm Modul., deip . natiii^lichcH Logurithmensystems ^ d, li. mit der Zahl 
2, 3033 8509 ;^994 0456 8401 ... • zu flinlhpiiclren, wenn der ^Verth tob 
?/' nusr deni gegebenen "t^enbe %oii h beri-chuet >vt>r([<M^ r^olL Will man 
aher aus dcfioi gegebenen Wert I^fe vou ^h d m 7,ußebi;?^igeu VI erlh ^011 l%k 
odeff k finden^ 8<» h«^ maa bei Auy/£?iduii;;: d^-r Formel den gegebenen 
WerÖrSÄ Hut der Zahl 0,4342 9Ä4S 1903 2518 2765..,. /.ir iMtipK- 
cireny rim\ In* den trig^aometrisdion Täl'e ». dauu eiueu diesem Pröducte 
mögliche oali^ kommenden bviggischenJLo^aHÜutten #HF»?r ejklis.^en Tan- 
gente iMi£zu8Uchen ünJ den ihr ÄUj^bör ^^ u An^is. oder M Enkel zu ^finden, 
. welcher verdop[»dlt und dann um öinen iioli^en Winkel vermindert wer- 
den, müälf^'^ den geftuchieti Wf-ikel h yxi eirini^oln« lh%n wii?d diese 
Rechniiigsitreken aber auch nur dam* anMeuften^ tl^cnur em bo^onders ho- 
her Grad ron Genauigkeit erzielt mrd^ ip dafr« eiuf» Fccclmüng mit liehen 
Decimatzifferu nicht mehr genügt, und man elso«die vo» dem Verfasser 
bj^echnete Tabelle, ii^ejche mir Biebeu UfeoirrydzfttTiiFirn h^t, nicht gchrt^iu* 
eben kann^ deren Beowtevng saust für l>e«de WinkeNElnthciitvinge'j %i\\'' 
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gleich nsdier asam ZS^ fShrt In einem soldien Falle inuls inaii aber 
atteh «I tr^ouonietriMiieii Tafeln .greifeivi welche wegen des nngewShn« 
!ich grfiifleraa Umfanges^ ^ea ^e mehren DecimabuflS^n ^eranlasse&i keel« 
|ii^^ . und anbeqitemw sind. 

* So mannigfidtig über auch die Mittel sdn mögen , vrelche za Ge« 
böte stehen 9 um in onem vorgdiegten besonderen Falle aus dem Werthe 
^OQ k den von ik oder umg^ehrt aus diesem jenen zu finden, so kann 
jedoch die Yeranlassmig zu solchen Rechnungen wegüodlen, w^ der Ge» 
brauch der vermittelnden Function Behufs der Kealisirung der Wertiie 4er 
hyperbolischen Functionen nicht mehr zusagt/ d« iu weil wegen aDzu 
ranchen Wachsens oder Abnehmens die Einschaltung nldit mehr bequem 
und sidier angeht« Dieses ereignet sicii, wie es fast die blofiie Anaidit 
der im §• 47. und^§. 48 mitgeiheilten Formeln zu erkennen gid>t, dann, 
wenn der 9(tcu$ £& zu gro^ und etwa I>4 wird, oder also dem Win« 
kel k nur noch ungefähr zwei Grade an einem rechten Winkel üA&m^ 
denn dann beschleiltugt sioli das Wadisoa von Sk bei einer auch geria« 
gen Zunalune von k zu sehr. Deutlicher noch ab die Ansicht der ge- 
nannten Formeln zeigt dieses der Blick in die beredineten Tafeln« b 
ist daher nothwendig^ die bj-perbolisdien Fimctionen oder doch ihre Lor 
garithmen selbst zu berechnen und ihre Wcrthe in Tafeln niederzulegen, 
so dals man also v(mi ihrer Zurückfulinmg auf die Qrklischen Funcfionen« 
trolohe unter anderen Umstanden nützlich ist, nun distoht 

♦. 50. 
£:% uudem sich zwar diß Werthe der hjrperbolischea FuncticMiea bei 
der Zuiiohm^ ilu*es Vx(u6 desto rascher, je grüfser der %tcui wird, glSdk- 
lidierweiAe aber verluilt es sich iti Hinsicht auf ihre Logarithmen gerade 
lungekehrt, ilire zweiten und mein? noch ihre höheren Difierenzen sind 
gering, und desto geringer, je gröfser der Vxcui der hyperbolischen Func- 
tionen wird. Diese Logarithmen ^gnen sich also zur Construction einer 
Tabdle aus ilmen, welche, ohne einen sehr greisen Umlang zu haben, 
weit tun reicht, so dafii der 9(iaf« vom Werthe 2,000. ••# an bis zu 
emem l>eliebig groCsen Werdbe wachsen darf und kann, imd diese Ta- 
belle wegen ihrer BraudibariiLeit selbst zwischen den Gienzeo % und 4 
des %xcui benutzt werden kann^^ obgleich für Aese StrediLe sdien Airdi 
die früher genHimte Tabelfe gesorgt war. Die Construction 
ien TabeUe £;ruiM]t^t sieh afif {olgende Entwiokelungen. Da 
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Vic?/^ = -—--' und .icut/r = -- 
ist, so fiiiiJct man li^ Vri^v.'»iu»'in!^ der l>cIuuii.Uoii !«jj^;^'iiIirnisoiieu llcUiO: 
log(« + i; = logc + A - 1 (f j'+ l (i)'- 4 (A)* + etc. 

auf der »Sb»l!e dl^ üosurhtoii heiilen Jicilicn: 

lc*i5 Cioe/jr = /V — log2 -I- c-^'.— { c'-' • 4" f '^''^'^ — -5 ^ ^^ + <^l^*-5 
logSin/c = A~l(ig2 — e;-=^~. ^e-*** — ie-"^— ^r>^'— etc. 
für die uatürliVhon Logariiliitieii der FmictioiiCii <Ic6/V und ©in//. Den na- 
türlichen Logaritbmea der Vunciloa SvincjA ilndet man, ^venu man die 
•^i'-'leRf ihe von der zweiten suolraljirt, wodurch die folgende Keiiie entstellt: 

log 2iU'..]/y ~ — !2{/^-=' f i er''+ f e?-^'"+ cio.;. 
JJa nun die W^rriho dei Esj^OiithiijiiiriiT.CiioiK'it t*"", c~'*, e~^' etc., Avclche 
in deniiJiedern iUn* Ar*-? H'-Ihi-n u>rkouinKn^ iroringe ^Verliii* haben, \^eun 
^=z2 viU^r h'',>U i/i: und di<»i»* (!IW)rseü ür>ce]iai.'j»i Leijuem zu berechnen 
^nd, so M.ni dor Vribsser sie zur Anibrtl^tjig der i;(»nanni;Mi zweiten Ta- 
belle l>iru\:{/.i. ami so ilic i^rL^^ischt :! Loyarithmon der h\rierbolisohen 
Functionen lilr aüc Sircu^, w.*irhe >* 2 sind und um 0,001 /iinelHiK^i. in 
neun Docimaktellon ben^chnet. Es ^irbien aber unzwi^c^kniiilsig, die Ar- 
b«'it »janz so n'nrehzulübren, denn \ou Ä =: 5 an ieltJite es \ollkoimnen 
bin, den $lvcuö um 0,01 wacb&eü /m lassen; <Iafiir sind aber von dieser 
(Jrenze an die bHirniscben Lo';ar?tb;tun der rolenziulfuriCtiorK^ji In z^^bn 
Oe'-imalsteÜeit anuo'M^ben word^^n, taid /AVdV bis zu $o grofsor Wt4(e bin^ 
dafs kein«» Tabi :i)c mehr notbijr i^u für /r:=i2 Ist nemluh Ctoö/r= ©in//, 
also Zciwc^/f = i oder logSinviA =0, wenlg^Uvus so geuau, dals der unter- 
schied z^visehen Sc$/c und @in/c-<0. üOoOOOOOOOl ist. 

Die in dieser Tal^eiie enthe.h.«'ijoji Loyantbtneiv der Jancionion sind 
SHmmtlich jeder mii 10 zu groCs und also n^'^gatlv, in abulicher Art wii; 
di'3 liOgarlflnnv-^r* d(?r Sinus und Cosinus in den trigonomrtrisrlieuTafohi. 

§. 51. 

Die nach den ang(»gcbenen drvl fieihcu !iere<:hnet'Mi Logariib- 
men mnfsten, damit sie briggiscbe MÜrden, mit d«»ni iKkauaten Modul 
^=0,4:542 94481903 2518.... multij.licirt \vew<'n. So gen:in die Ein- 
Schaltung in die lleibo der (3in;i(J inid (Soimuö dieser Ttd;elle seiji mag, 
da man in Hinsicht auf die Bestinsmnnir des9(vcuS l>ei sonst rioiiti^jer llech- 
iiung kaum einen (un\ (Tmeifilichf.;!) fMiür von derCKif^*'^? 0. * »00 000 (»Ol 

Cr«rlK*N JouFLiil d, M. VI. BJ. 2. nit 24 
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y.v'^A' ;r««i»i-r iiiclir, yy <»r«>fsOi- •)•. • ?i,iiiö \\h\}. Gcg«n da. Knrle der ? - 
v)f^iic ist der uHveniieidljclie F^h.x^r las! =: i, iWo oj> Hiii Ai^sicht «*o: T-»- 
f < ii ^ !i*IirU Mau liJUto, iitn drro Fi-fjlor };(Ki:!;.r xii ina^heft» noch ^m^ 
^;.' it jno}ir als zolui DechuakiiTcio iiclijn«^u ini».>«*i:. Dlv. trigoiuTmotii- 
*chofi Talcin der Siinis^ Cosinuü?, TangeiiCi^ii md Cota? ge^u^^n <m\\ m ge- 
W5tP7i Goii*^n()oii ihroü Umfaii^c« 4»In(^m ähiiliolion Ühelstande unlor>^<»r- 
r».>H. OlSclMidior M\>iso knmi riaii it^- Im vorliCijoiKlcii Falii» duiHl\ ge- 
linge Miilio <iW hühore Goua.i^i j:\oft iu ^^oi ßeslaiuiMing de« Slrcwß errei- 
dion, da nach j. 50* gerade in tll /«^otn Falle ülx^rllüssig genau : 

*n;j 5c.i?^^ h = — 3 it • C'^ oder loy (5ot ä- =» 2 /x^^* 
ist, woim ij^'itiijischc Loiiarhiisucn vfTHtanden a\ erden. Man hat dlsö% •weno 
xnau Zinn /Avohen Mah» n,if h<*i(!cii Seiten zu den biiggischen Logarifh- 
ineu iib^rgolii, die Forou»! 

•Hiernach ivonn der 2{icU6 4 "..«i«. h-ilMM^r (icMiauigkti- ieicht gcfui.fJt-tj \V«r- 
den, voraiisgesetzt, dals auch die Ii}|)erI)olischc Jdncjonic oder cijieütüci.t 
ilir Logarilhme in mehr al^^ /:ehu DecnnaL. feilen gegel>6n ist. Ehen SO 
J;aun man nach ^ lieser Formel ai.ch lungekehrl, wenil ein SfiiUS gog«l>^n 

* ist, welcher i>etrnchtlich ]^ 2 Ui > deii Logar5ihi>>en seiner hyperbofiscliffa 
OTanflCntc in^mehr al» zohii Decir*.ialzifl*eni gr^nati angeben. Der bei diesen 
JiecluMmgen zu gebrauchende besinad?ge Logarithme istt 

b»g(.^';== M,93N8 143070— 10. 
So i?.i z. B. tiu- f = CJ das Glied ?/- = tn.4:'3()t./:w>j7, 

A:s(> log (2 A*)" 27 .I^"15i '^^i i;j-.ii=log logÄotAr. 

AUo ' log ü'ct Ar = iL 000 (lOii oviO (/\i2 7904 • « • . 
un«{ . log Imcs k — \S 00 j 099 999 967 2096 . • . • 
Da iern'M' uer ;Hii»ji;isohe I^(j:;-r.(!i)'n)e lofjM +S) = +/ce.J nt, i^'^un d' gering. 

iöf. vio un vcirH;';{Mnden Falle, j?o ivfi'd man log (Jet Ä mit — multiplidrön 

uid /inn Prodncto Oins adclireu« um (^ttk selbst zu erhalten, oder datf 
PiiK^ici von Eins subU'abireu, Uih ^avAk zu erhalten« 

li'of^ ~ I,(!t'Üv00i.(ii>014 2407.... uiid 
Zw.^k =r 0, ÖÖ09 OO'JU 90.s'5 7593 .... 



T^. Gvd'-i'yn :(':■• , O /-.. ' . .>•• -: ^'h\.}x^ 
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O'iov DoHi imj:U-io!i roch?- J)<H^i:)i/:ii;V:»» li':* 'l:'^^ •: » *'.:ir;. /r ii^i^icj; ?^»>;:* 
neuo %Vie trrofs ah-r ^-c" <;)-:": b;;.,r- Gr^r* co-* tf ;•-':•' >\»>i ^. !^ srrir«, :j({?s 

'r'" -^^ 0,0?-0-/<'j::;w' ;;i;i :;;•/•/ '(i-C»:;.:?:!) OOt^i OM^S rr8o\ 
•?«v^ tD.js? luitio also Sana/: t.-.i^'^ UMoi» ccA* bis auf f'ipen «iiircnm'Knichen 

()• ')! KK) 0000 1 njuo oOiiO 0«)0«i ^)00t: 0(;0G OOOi, 
*1. lu iu 3J DcoimalsfoKon i?ona« auiM^iiou. krjuwcn. Zu rhvHVi ^.o uc-j^Iü- 
jjeu Fohler in clor öorjlfmnrrij; t5o« M; -ihr: Me? '^^'^icnf»* ot^cv (*fu^h (iiv 
hmaentc goliort al;4:'i- oin nicht ga»?:- so noH<ifr<'x vo'nU'i- mj «lor lU^htiriTnung 

ßjllter AbschTwM. 

BemerkensTverthe '.\eiheij, welche xia«"li Potonzial-Fuiiciionen 
iiqmdiffercuter 2lrcfi5 Ibit/^ehen; lolgeningen iiarims. 

■• '' •'• 

Wenn man die hekaiuite ii»:j'fH?fini>is<:hn En:v»ickelinii;s - l'#itn':cl 

log5s=»9f — 1) ^^ 5 — — airf dip Fimr.iiow :i=:.. (5of'/' + Sini == e' an- 

wendety .so hat man: 

s«+»2=:(5og(^+1)^ + @in(«+Jl)/^ und «-'-' >^^(5.^?r564.1>*^©ni<«+4)*. 
Daraus folgt ^^+*—x;-^*'+'^ = 2 ©in («+!)/., und Meil Iogct=:log(?^=s^ 
ish «o hat man oBonbar: 

Differcntiirt man auf I>HdiMi S<Mten , so hat man : 

Di<*se Gleiehuug aiifs No:i(* 2r mal nach einander dJll'r'^utiirt, sv ist. 

Vird «Hese Gleiöhuiig norh i»inmul difffTenliirt, ¥0 hal mon: 

S, i/t w^au in der vorigen Beihe den 5?(tu16 /. = Ü, so Ki allgamein 
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K1( k dU^.'^^ 

\Veim man die* bo^d'aFartOi-iui 14- zu umi 1-p ' xjuiiiipiicuä wikA 

unter ;; den Ausdruck x;= '^cvA+ 3in/r \oi^lelit, so Ist <'\^ PhkIuc^ 
= l+(:s4-r-*..z>^ + t/' oder l + ::'L;Vlc$/c-}-^'^ 

Also hat mau log (1 ^ 2 /.• vico k + 1;-) = log (1 + :s /;) + log (l + -^) . 

Ennvickeli man loy{I+.tr) und 'og(l+4") *^'^^^* l'oteu/ea von Vy uiW! 
udiilit man «Ue Entwk'!v:*lisng(ii, so ist; 

log ii + 2v <ixi k -f tr j --= ^\— 1)\ l^i^ilrlil™ ^ e,.+x^ 
oder eiiilacJifi* . 

Setzt man i;=l, so hat maa i-}-2yÜo^Ä; + t;^=2(l+(ScöA=(2Q'a^i/ .', 
luid also : ^coa ,/ -i. i / 

Wivd auf beiJtM. Jioitcii üiliViviiuiri , m; erhiii} >ii;ni: 



Wird diese GKv'Oiiuj; :^/ -ri mA * i-'i -Jüaitder iinJcroniiirt. so hol niuiir 



... «■ 



l • - . ' - J ( • ;." ' • ' j- i/' *"'. vice" [v-c -f- l)k im j 
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Ohsileich aun die WerÜie 4»dor Sumni«^n dioser Reilieu uiolit so einlaoli 
•lud, ivic hei ijen selu'ähjdiohiMi Reihen In» §. VJ!*, so kiimion sie de^i- 
noch durch <i:i iorigc^eizles Diirercatiiren luui^n' goiimden Mordor. Zk 
ähuüchoi» AursdrücKfii gcitujgi man l«r y = — 1» 



tur V :=: i 



i » 



r.i"-r' 



Da ai)or nach §. 44, f^<nv][J/ -^ '" ■'^^/•^•nr"irrr'' ***^ ^^ '^^^ '^^^^ 



^ — tt;'--'-- (für Äs--^0) olienDai' == ' — i) •^•(4)*'"*^% uud es ist al^jo die 

■ 

§• 54. 
M>ui) mww die Reihe für | ä iin §• 52. statt zu diflerenti.TCJj jnit 
vx mehrere jVfale nach einander tnnitliiitoirt^^ imd darauf jedesmal inte« 
grirty so erhält man lielhen von der Form: 

1. ^(/.,i) = 3'(-l)"(-i-/'".6m(«+l)/.. 

iänc Wicklet man ®\xi{o^ '\' i) k in eine aa(^h l'olenzeu von k Ibrtschreitenditt 
Reihe, so erhalt man: 

Diese Reiht- hat einen zweifachen Fortschritt: A^n einen hat sie wegen 
h^r V eriMuIeriichkeit von 0:^ den zweiten hat sie durch die Veränderlich« 
koit von ; sie iäfst sich .aber noch sehr zusannnenziehen^ da nach $• 52. 
iimner »if(--l)".(«-|-l)'"* = ü ist, wcnii n eine positive ganze Zahl ho- 
Jeutet und ^0 ist. Denn nun darf man sogleich r — ß fiür ß setzen luid 
(trhält dadurch: 

Dieser Ausaruck hat nur (r 4- 1) Glieder^ und es ist also die unendlich" 
Ueihe (1.) sunmiiri- wurden; aber die Co(»flicieuieu in diesen Ausdrücke 
Ulli iiun u*ijiO'j'>;liins:50ne Reihen von di^v Form; 

■1. W = i(-i/(„-.-fi)*- 

Wcfleu liulicr diese Coeffidonte» ein für allemal bereclmct, s» hat inaa . 

3. <p (/•, k) = S f 3] . -:ß^-~^ com?, (y + 3 = i), 

und durch diese Formel ist dann die vorgelegte Summations- Aufgabe go- 
löset. Durch eiiunaliges Düferenlür^n erhüU itnn nun noch: 

Beide Foiinehi können saimnf don rovigk^n leicht auf cjklische (M^rictio 
rtt^fi uboftraj'cu \>oi\lciJ, wenn arou uui A/-- -i für k setzt. 






nach ihfom Wonho iinikii, v/w«» ir r» li** «in^rJuo«» J7iie'J.:»r «1(;i-s.v}»tfii ij> 
Decirnttihrüclio \ crwanaclt ,- tinvl^.ii s* ü;n: j iibwoclis' !ii ! n'ilirf ua* dMl.— 
trahirt. Mo.? kann jodocli ajcl« s\oAt aul and: re A;4 »ü* Siintiii» <lJes(5i 
Ileilir ^ndon. 3Tan golanj][t ^^-iz-n ^JiiVfh (Ur üoMK^rl* i^ng, cTpf*. <s?r im y. 54. 
obonfalls voilvomniende Urihc \l'f\!.\ WW ^lovvissc IVc^lfu» flos ?i'4US k. 
^^oldit^ nicht «ViiU sifitl, -Jon ^Verjli Nnlj annimmt. Bin ^olchor Werth 
i^t z.B. . _. -^ ./ i 

Für ihn hat man - — {y^ — r---~=r::6^— f . ( — ^-^j . «.In ^« -f- 1; . w, mitJ cb 
»in^ = sin27»r=r«n37r=: efc- = Isf. o jsi fod^s Güoil. clor Roiho tnv^ 



1 « .' 



w 



Da dev i^r. §» 2-J. icw-koniiiii^Hi*- ^-ss'.-Jvisson«' Aui?<InioK deni^elben Werth 



;4ol>eu mnls'jso !iat: man 4io Gh^chnni:: 

.i.'!-iV!.ßl.,TSi7 = »' 



contl,(0+7=:r): 

und vtn-nwgo dersolhen könnou diftWertho dor Reihr« | n> [*?!• [BJi u. ». w, 
recurrirend hereihnf^t werden, ohgleieh sie lür r ä rcrgagt. 

Will man aber eine Foi'mel zur independ^ten Berechnung dn-iser 
W(v»the ableiten, »o nmltiplirire man nur nie s6 eben gefundene Reaiiv 
^ionstbrmel mit // •*^* = 6- • 2/'>*', »etze d4u*auf» um anch r als verSuder- 
lich anzusrfien, et^a K für r, und man ?af. 

S(— ly [3]. ro^lv-^ '"* = ^n«^^» cond. (3 + y = A), . 

Die Constante rührt dah^r, voil di*> Rcnirsionsfonnel für r s= () nivln at«- 
<'^^r:5dni wai': sie kann aber k^ubt bestimmt irerden% inden» man nur 
7^s=rü Setzf| -tvodu:cb man ß5='/=r0 rmd a^so? 

[0| • TT;' — COiiSt. 

erhSH« Kun ist nhoi J0|=S4S( — 1/ szr Tq_j = -r, sifeo hai ?niui; 

JDiese R^ti* i,<t aber das Produii Jer beiJc^n Reibe« ^(— l^A^^. . , und 
'if[ö].ti^, utovoft maii ^kh durch t*e I>fuH5p}ie,>rM>n JH-raeu^t, tuid di^ 



uinl %^enn man cleii Ausdruck aul lior rocliteu Soito nach l'öieazcii vop 
^* eiih^'ickolt: 

Weil enidlirh Jie beiden Reihen Mlemisch sein miisseiu so h?tl ma^: 

<venn ciio Zahl r >- Ist, N^ach dieser Konnel kr»nnen nun die M'ertlie 
^«er Rrll.eri [1], |2], [3], [4], elo. unabhangi«^ \on den WcrtJiOa der tov- 
hergehenden und nachfolgenden hercchnet MX*rden. 

$. 56. 
Den B<^8cldufs dieses Ahsdniittes mag norh eine ziendich äHgemeine 
Suniniation mit einigen Anwendungen derselben machen» Kehn<f liian eine 
Function ^x und ihre nach (steigenden) Potenzen von t fortgehend« 
Entivickelung, etwa: 

I 3 d ^ o 

(px = a.a" + flf«**+ ö.a?^4' ^'^^^ ^t^* = Sa.x^j 
so ist man auch immer im Stande ^ die beiden folgenden Reihen: 

Ol 2 ^ • |L 

Q =^ @m t; 4- o a? (Sin (t'+i^; + a .r^ ©tn (x;-f 2«^;) . . . . = iS a a?*. ©In (!;+Äl^/^ 
zu sumiraren, oder :i^vei Functionen in gosohlössener Form naclizuwdsen, 
durch dererf gehörige Eniwickelwng .lie Reihen T? und Q entstehest. 
Die Addif'ori und SM]>tract!on giebf uemKch sogleidi: 

Die wiederholte Addhion und ^äuCi Suutiiictioii giebf dann die beiden g«* 
Michten Auaiirucke: 

Pe'. ff > . /»*' -f- ^ ■ • «P •''^ • '""O 

Sic la«wn sich bei de?» g^agr^nwartigen ADgen»tpinbcit ni'ht ^^eUev 4U8am«> 



merizioliOD, 41 joilout eln/(^l^eu Falle kann man sie aber so umformen^ 
dafs die Espouentialgro.&ea vorisc)r\vlmIeu und dafür @iiiU6 und SoMnuv in 
ihnen vorkommon. 

Ist z. B. (po? r= 1-4-^+ »r* + ^^^•«'4' ^'^'"* == -^T ^ ^^ "^^^ ^^^^ 
aut der Stelle: ,. ^..+m'_.-»v ^^ ,. -■'rv:..^^-^v 

WcMen die beiden Ausilrückc unter gleiche Beneimung gebracht^ [so cr- 
iiült man für die beiden RöihoTi: 

<> = @in f + X (Sin (2^+ 2^) + »t:\ \Sin (v+2iv) - ... -4.. a''"*. ©in (v-^rw — w) 
die einfacheren Ausdrücke: 

f' = —' -r-— — Ti -= und 

^1 j g'''^'@in(t»- f-r/t;-~i fV - :>•' "Sin <^-H '^t-' — c^Bltr' v — >f)-f- ©m v 

•Nunni». man dii» ungostiilo.v-.out^u heiiiiiu loigonden Reihen vor: 

Tiö ist die Rechucmg nocli elniaehor.^ Man hat nun (^jc s 4$a;*'rrr 

Uiiii iilldet; ^ _^^^ ßcrf V — .T ji>r(f^ — >/;) 

Zusatz 1« Setzt man im AuMirücku^) elimial 1 2:0 unildann v^w^ 



So liat mah: ., ^ >:^s..n>» 

5* 8in ' « -f l . /-t^ = ,— ;-, -^/" "^ -i— 5 . 

' l — 2 . ..' V Oll wi -4- .X* 

Wird nun die erste Reihe mit H und ili*» zueite uiii -^ muitipliciri^ so 
giebt die nachherige Addition: 

V7+ f.' X .1 .'/ 2ift frf -j- l ; /<• 4 ^ Sm ft 11/. . 

Zusatz 2. Setzt mclta in <le»i l/f^Itlr^n Vusdrucken für P den ?lrc«i 
i;=:/t, wzzzUk und ir= -ä?1, sm erhoU man: 
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Multiplicirt man beiJo Seiten mit dk und integrirr^ «o erluUt man: 

Wird hiem h/ — 1 für k gesetzt^ so ^riililt man nooh: 

lUe ersiten Glieder dieser beiden Reihen sind: 

Ik = 2(@m/:— ^@m3^ + J@in5Z'— ^©ln7A' + etc.) und 
g/c = 2(siu k — I sin ik 4- j^ »in 5/r — |- sin Ik -J- etc.)- 

Endlich «ei f^sa^S— Co^(t;+fl6«^;), und 9=*^ — ®«"(^+«^).* m 
dais die Function <px :^e^=iS--z ist. Für diese Reihen hat man dann: 

= 2 ^^ 

oder 2P= (5og(t;+arO +® in(i/+jf6»~') +(Eog(~t;+jpO +®in(-^i;+a?er'^> 
und 20 = «o«{t;+d^^) +ein(i;+x^^) — (5rgC— i;+«r^)— ©inf—i/H^xOt 
4)d6r dn&cher; 

jQ 5= ©in (i; + -^ ®in ^) • [S^^ (^ ^og i^^) + ® in (op Sc^ i^)j. 
W31 man also die Fonn der Eitponestttialgrölse nldit durchaus meideju, 
M lüßt man endliiA; 

<) £=^ ^«•^^©m(I/^-a:eirl^^^). 

Diese und alle vorhergehendem Formeln die3es Ahbchuittes lasa^i «ich oLiie 

■ 

alle weitete Rechnung auf c^klische Functionen übertragen. 

Zwölfter A]>schnitt. 

Die PoteBzialfiiuctioiien als Producte unendlich vieler 

Factor en. Folgerungen daraus. 

Wenn man die TorsteDung von Reihen zuUifirt, welehe ms Unend- 
Uche auslaufen 5 so ist auch die Darätellung einer' G?i>lse als ein Produoi 
unendlich uelwFactoren ehen dadurch erlaubt« IKe logaritlimischen Ent-- 
wickelung(*n I>ostc1icn in der That sSmmtUoh gerade in der KuHuidung 

Crc4Vi\ if/fftml 0. M. VI. M. t. |lft 25 



oder fijigßhe rolcKer Proihicte» Weim c, B» die ReHi«: log /(|~7 ^^s: S^ s^ - ri 
gefondeft ist, so hat nmn ml der Sidte wv^kelirC:. 

Der angemetne Factor dieses Produetes ist offimbar: e'*'^\ Ein dem alt- 
giemptnen Factor eines Produktes Torgeaefztes Zeichen P kann und nvSl 
die BedeithiTiir hdien, dab aiis diesem Factor eiue K'»ihe bosoiulerer Fac* 
toren hergeleitet werden solU datrat aus ihnen ein Product gebildet werde. 
Soll der Fortschritt nicht ins T nendlidbe fortgehen, ^o kttnn er durch hin« 
sugefUgte Bedinsunjpen cingeschrHnT<t werden. IKehPs 2!eichon.> bezieht 
sich dann, wie das Summezrichon S^ auf gewisse verUnderliche positive 
ganze Zahlen, w^clchc durch die ersten Buchstahen des kleinen grier.hi* 
si^hen Alphabetes bezeichnet werden« In \nw«riiduitg dieser Bezeichnung 
hat man dann z. B» 

tmd es bodentet also diese Darstelhmg mar in anderer Form^ was auch 
durch die Bezeichnung log V ( j;^-) = 'S Y'inrt > ^'>g^^i<5Ji im vorliegenden 
Falle beqtiemer, ausgedrückt wird« 

$. 60. 
Die Function sin(t;«) ist allemal Null, wenn unter v eine pusze 
Zatii rorHti\7.:den wird, und also aus der Zahlonroibe: 

.. 5, _4, ~3, — 2, ~1, +0, +1, +2, +3, +4, +5, .••> 

welche nach beide Seiten ins Unendfiobe aiudKuft, ein Glied ab Werth für V 

genommen wird. DioGrofse i-f'-xT und auch 1 ^^j wird Null, die 

ersTo für y = — («+!) und die zweite für ^.^ss -|-(a+ !)• 

Das Product: ^(^+^:i:t) wt also ä=0 für jeden negativen ^Verth 

von v^ t7('K:fHT ]>0 und eiue ganze ZaU Mt, und eben so iiird das Pro« 

duct P\i 1—^=0 für jeden positiven Wertli von V% welch«? >0 

imcl eine ganze ZaM ist. Balier hi das Producta 




.%' 



I 
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für jeden Wertfa von v, welcher in A(^ vot^hin aufg^^ilelUan 

<^ntlialtea isf| und es hat 19 sofeiti iiea^ihe lüä^cnsche^l . eb die Funcücn 

«in (vk). 

Es ^mt daher e!:u er^rarfeni dafs jenes Produ"^ mit iSicnfr Polen* 
zialftiDotion entweder gteiehhedcnitend Ist^ oder dodi in einer Pinfadien 
Bmoliaexg zu ihr sti^hon wird. 

D. „un f(,+4_).,(,_-i,)»>>[(,+^^)(,_-J-)|. 

1 — fjuiNi) ^^> *^ ^^''^ "**** imf ersuchen t ob 

man cfiesem Producte nicht eine Form geben kann^ welche verg^pfc^har 
ist mit einer Himliohen Votm^ unbor dwr aach die Fqnctfon sirnj/ti) dar* 
gestellt werden kmin. Deuten wir dieses Prodi ict mit Q on, also: 

Qz=zP[1 — («xjji)» »ö ^^^ '^^^ ^^^ ^™^ Versuche, () nach fotCMen 

fron V za ^ntwickehi , abstehe» raid lieber den natSrlidben XrOganibmeti 
Ton O aUo entwickeln 9 um die enu^'^^bpode .Heike dann mit der für 
iogsin(t;9r) zu vergleichen« Man ha^ nemlieh sogleich; 

XMo Reihe hat einen doppelten FortsrhriH» nndl ersdhent einfacher^ wenn 
man allgenioia setzt: 

uMn kann 5fie also dargestellt wwdänr fo<|Ö«7— *9-y.i/*' £ur p>0. 
Die fernere Untersuchung mufs natSrlich nui&chst die durch k. s, 

$. öl. 

DieReihe ;«^(-l--)''ar l-f ^ 4. i. + ^+ etc. fwt 
keik mii 4er im $. S5. vorgekonönenen Riiib«: 

fr) =. ^(-^irfe^r. 

Wird diem Piefte, da ihr Werth dar geringere ist, ron äi» Tortgeu sub^ 
trahirt. so erbSk man •- 

25» 



r* 



100 16« Guderm^nn, Theorie äer PoUmzMol " PuncGenen. 

Ruck^rts hat man aiso^ o = - — p^M» und wiirfl für [r] der Im §• 5$ 
gefundene WertEi sabDÜtuirt, ||h> hat nuin t 

' - 4* '-' V2/ w «* 

Wird dieser Werth weiter in die fiir logO im $.60. gefundene Reihe ge- 
l>ra-.üi>. so hat man: 

log<? » -*Ä_^L-.fe4l ffif «>0. 

&aniiu aber leg(»n(tr7r)s=Jog(t;«)— iS-^^^.^^^ for a>0 nMh £.45. 

ist 3 so bat maM oifenbar: io^ mx {v v) ^==. io^{ü v) -^ iogQ ^ss- iQg(v v Q)^ 
«uid also« 

Setzt man. um zii den hyperbolischen @inuit überzugehen: t;/—-! tu* 
u^ so erhält man: 

®m(i;») » i/7r.P(l +(jq^). 

f. 62. 

Die Softnuö lassen aiob ebenfalls in der Form von Producteu im- 
endJicfa vieler Faoforen darstellen« Man gelangt auch zu dieser Form au€ 
eine i]9mliclie üxi^ wie bei den @tnuei; indessen wird es gerafhener sein^ 
diese Form aus der vorigen herzuleiten^ wml dadurch zugleich der Zu- 
sammenhang beider aufgeheilet wird« Da nemKeh sinl-^— ^t;-^j s= 

sin ( T^ f % =s cos -7^ ist, so braucht man mir in der für sin v ir gefundt» 

nen Formel de^ §. 61« an die StoUe von v zu 3f9t«ejn — ^. Das giebt. 

Vl«n «taber 1 + ^^-^-^ « -.^X___, „„d l-«^-^^ = -^^XpjL.; da. 
lior hat man: 

' ^^'i "• Z V (2a -1-2X2 -+2) /• 

S'.bst man hierin v=sO, so W fnafif, wöl eosO-ss 1 bt; 
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woraus * ^^'^(oair) '^^* Keser Ausdruck soll von Wallis ius her- 
ruhreu: er ist ohne die d>kiinsende Bezeichnung: 

y 2^^ I.3.Ö.7. 9.11.../ 
Wird der für -^ gefimdene Ausdruck im iusdniciie vou cos^ substituirf^ 

SO erhalt man für cos-^- ^'^^ ncuou Ausdruck: 

Wird endlich qoch t;/*-~l fiir t; gesetzt ^ so. entsteht für deii hfiii^boll« 
^chen (Seftnud der Ausdruck: 

Da nun öm -ij- = -^ /-^ ^ — 2a4^2" 2 i>+2~ — - * *^ 8" Dinsion durcb 

«len ersten Ausdruck raa cos-^" ^^ ^^^^ Formeh 

taug ,^ — *'-f'^«^i^^)(a„^.i„^.»; «Ä« 



$.63. 
Biemiii ist mau im Stande, einen £ur die gedauuirc Keimtiiif!^ 
der Function ik wichtigen lusdniok herzuleiten. Ou uoiulich )ik = 

log tätig i(y + Ä) wtf so erh&lf man, Jüreau v-j für Ar gesetzt wird: 

Setzt maii daher im Ansdrueke fir fang^ für t; au die Stelle -^y sc» 
erhSlt man: 



lÄun ist aber i±S:p(il:^)«p(ifHlH-), «ho hat loau: 



wng ^ « tss 1 V(4a4.1^aX4«-f3+T)/' 
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Daher »st n ( y«^ _ ^' j^,* ? + H." ,.^ SUt ^.•+A":t « 
Piti »^i-sica GlicHier ökiwr Roilie »'iid.oävnbat: 

unä man kann sie kurz :^o ausdriickei«: 

Zusatz 1. Set/J man >\v'ipr SfUg&ve'in <r{''> = 5f^c(2öcg^ss5-^), 
M> ist liekannllidi : 

lind üUo cfriTibar awoli: 

Setzt i!u»u i;y'—l iiir 1-, so wbäli mUD n^^ch dvi^ Boihes 

Oicfiolbeii Resultate erlmli uvui audi aus dem An. drucke für jöit; • fi». 
«, 61 . . da S i^-^) « '-- - T - -^T . 

/i.sat7 2. Wen» men den Aufdruck &f'*'^^-^«S(7-iri/ig;^^+l±!? 



1/vT 



Jilferontüit und dann ä se-T-i für —, so orliiüt man: 

ziiid «?&'o itu^ h / , '^ #9 *. i_ I ^ 

§. 64, 
Man kann die im f. 63. fiu: ^(v. ^J gefiindene llrifie Weht uaoK 
«^ot er>7#*n von i; entwickeln« und vrhSAt ämnn eine Ilc«he «^it dopn^ii«>T^i 

1 2p» A 3 1 11 X 

■^ T" • V' "~ .V + 6* ~" 7»' + <> — ***^V 

-r 7- • \ ' — s*^ + 5r — 7» r 9» - «^r,j 
4- t'ti. 



l/nOiIt man für die R^en in den Klammem äie Tolg&nie Beseichnang : 

Da nmj«ber: /t»«\««+» 

nach |.48« gafnnden nvird, m giebt £e Idenfificirung der bdden Reihen: 

Da mm zur Baredmuiig der Vönahleii Uj u^ er, ate» In der Reihe des f. 48« 
turStk eine aoemb'di emfacheRecutaioKuiforniel i^achg^iesen ist, 90 kSnnen 
aho aiicli die Summen der Rdhen ^i^xpl^ ^3, elc. berechnet werden, 
ohne die einaelnen Glieder <fieaer ReHien fa Decimalbroehe su rerwßMMn^ 
Aus der blofsen AnsiGht der Reibe ^/zt eijiellet, dab ihr Werlh 
sich bei wad^sffideffl n der Grenze Eins nähert» Daher nähert eicb aber 

der Anfldniclc ^p^xir? • (y) 9 welcher der CSoefBdenl des algeneinen 

Gli«*def m der Reibe für ü\^^ ^t, der Grcmze j[-^:jf woran» iorheUet, 

dab dtete Reihe nur bei eiuem geringen Wertibe von v rasch conTergiri, 
da tr immer *<C 1 irt« 

§. 65* 
Werden die einsHInen Gfieder oder wenfg^^tens ihre Coefficienteu 
in Decimalbrndie verwandele so bat man: 

ftlv.^) = v. 1,57079 63267 94896 61923 13216 916 
+ c/\ 0, 645% 40975 06246 25365 57565 636 
+ V* . 0, 39846 31312 30835 22560 25277 44 
4. 1/ . 0, 28558 70022 54439 97414 18132 55 
+ t/ . 0^ 22221 10409 30493 35329 36348 
+ V".0, 18181 71590 86149 76348 5278 
+ v^O, 15384 60574 74429 43709 25 
+ 1/^.0, 13333 33240 45445 68308 
+ V^. 0, 11764 70579 12680 234 
+ 1/^ 0, 10526 31572. 01451 8 
+ etc* 



LUbt man aber in der Reiho des f. 63. das erste Glied log t-^ iinent» 
wickelt, so findet man: 

i (v. y) r= log \^ — V . 0, 42920 36732 05103 38076 66783 

" — vs, 0, 02070 25691 60420 4130^ 09101 
, — w* . 0, 00153 68687 69164 77439 74722 

— o'.Oy 00012 72834 59845 74014 39010 
~ ü» , 0, OOOpl 11812 91728 86892 85874 

— w". 0, (KXXK) 10227 32032 05469 6540 

— v", 0, 00000 00963 71727 40906 13 

— tA 0, onooo 00092 87887 .65025 
• — t;". 0, 00000 00009 10849 178 

— i;^' 0, 00000 OOOOO 10057 6 

— etc. 

Diese Reilie oonTergirt mm ungkkh- rasditer ab die ^orlgei wenn man 
zwei o<ler no<^ indirere eanxe Glieder der Reihe des §r 63; unentwiid(elt 
lälst, so gelangt maii j$uR^ian, welolie np<^ rascher oonrergirrai, als die 
vorstehcuJcn» Wemi v>>l wird, so kann inan>aiich die fegende Reihe 
mit Yordi^ gebrauchen^ ^f)riQ daqn v<Cv >S(: 

fi («.»>«;.«) ^ log—— 0,45158 ^7052 89454 86473 

" ^v\ 0, 82246 69334 24113 21823 

— ü« , 0, 47351 64147 48617 95879 

— i/» . 0, 32851 70304 32478 36803 
^«".0,24905 82504 63161 97481 
r- pKOf 19980 79015 19654 32313 

— t>". 0, 16662 62808 57309 69848 

— tJ^*,0, 14284 84529 06568 531 16 
-~ i;^ Oj 12499 80955 26863 26330 

— ^'•. 0, 1 1 1 1 1 06875 41067 79039 

— etc. 

Es i»t somit fttr eine be^jiiene Berechnung der Funcriou SA zwischen den 

Grenzen ^ = und ^ =^ y l>ebu& der Anferiigunjj^ eiper Tabelle für die 
Werlhe dieser Function gesorgt. 

( IKt Portselsunf im «Schalen Mefte.) 



17. 

Remarques sur une certaine transformation des fonctions, 
ibnilee sur les relations des racines de Punite. 

(Fnr Mr. C Jürgensen de Copeuknguc. ) 



JLIans !c tpoisiome eahicr dusecond voluine de ce jöumal Mr. L. Olivier 
a considi^iH^ iine espdce particuliere de fonotions^ qui jouissent des propru^te» 
semblaliles A Celles des fonetions ooHnues sbus lo noiu de Cosinus et Suiiis» 

Le proc^de fort ^egant, dont fl a fait usage^ appliqu^ u uuc fuiuv 
tioii quelconque, m'a oouduit u qviekjue diose de plus g^ndral; aussi suis 
je panenu a d^montrer^ que les fouctions^ trouv^es par Mr. Olivier 
peuvent cm cffet s'exprLoaer au moyeu de Sinus et Cosinus. 

Peul-etre les r^sultats^ aux^quels je suis parvcnu^ pourrout iis in- 
teresser quelques -uns des leoteurs de ce Journal^ 

■ 

Lorsqu'on ddsignc par 

\me ^piation d'iin degre quclcompie, et par 

^'o > *^i > •^a 5 '^s ^ • • • • *5ä etc. 
les sonmies des puissances ü^ 1, 3, 3^ . . • • /r etc^ des raciues^ on aura, 
coiunic on sait: 

Supposaut luaiutenaut 

Pi=^y P^ — ^> Pi^O, . • . . ^„^, = 0, //^rs— 1, />n+i===0 etc., 
ou aura^ 

iorscpie k=s fiy «S^ — /i = ou ^ = /i^ 
onRu, kirsquo /r>Ä, Sj, — 4?^_^ = ou Si=:S^_^^ 
dou oa couclura^ que S^ sera toujours =0 pour t^quation x^^^i =0, 
lorscpie k n'est pas multi])lc' de «^ mais ^=:/j daus le cas coutnure. 
Desiguaut donc par 



^^ Cb y ^ f ^ y • • • • tff 



les n raciuos de T^quation 

ät"— 1 = 0, 

Crclle*» Journal d. M. Vi. Bd. 2. ilfu 26 






ti»*.|f ,T sc?vant lo:i i-ifissance» eutieres d positives de Xy et 

• ^^. k<4^'urs j.-; In it-iiion tll<*-in'*ni(' et dos *o<-ificion.s rfifTH'entiois du 
I ,*T».TV.r, «.^M..,;ij v," oiviro, lorsijue .. ;=<>. (wela por, 011 o^ par !<» tl»i't> 
rede ««»Mfiu: 

• 1 f.- ~ /• 4. y./- • f£l r 4. :fi / . j fCL - r ..L 

; a'x =-■= y, 4- ßf- .'V. + -5- ' + ~2~iJ^ +•••*+ 2.3.7rn;:---"-"^ — 

I Ol*'. etc. 



• • • 



• • • 



■: - ' yh -\- .: .: ~ -■-/.+ o±72«-^=" + 273;. rsTi-^^''"^ •'••''• 

?i..;rifH:iii;! laaiütonant In prciniere des ^cjuatioiis (2.) par «''"', >a <i^*«»oade 
j>ar :>." % h^ iroisU'iii.'? par oC'"^ et ainsi de suite^ et ajoutaiit U^ prod"i(*^. oi: 
iibtiont; 

X ^'~ 2. o.... « + !•'*+' T^ 2.3.... '2»>4-l'=^-*'^ 

«-•-^', «*"*-% «'i''-^>, . . -. . etr- 
r««>i^cr.'tjvKincnt et ajoiitaiit les produits on obtiool : 

, . (■■' f j ^' r , ^■»:i* •/■ _L \ 



.- * • • * 



Continuant aiwsi on (roiive en jjenf'ral: 

^5 on TnHtanf \^x au Heu de ;«•, ß ^tant mie qimr^it«? ^rtitraoP: 

Copoudant m Toai cliois?t la cpiaMfite ß Je »Tvxniere a satbfene ä 
cm aiu'a: 

ß-ss: — 1, ß*«=:4.1, ß^- = — 1, ß*-r.r-fl e(C. 

(»t on chai)«>era seulomont los Rjgncs Jos tennos, ci(l*»ctes de ß'*, ß'" etc. 
( Voy. le memoire cite pag. 244.) 

Les forrniilos gcnorales 6- et 7. poiirront malntonant s'appljquer h, 
ülitöieurs i1as80S dos foncdons. Tar 1 a]>plicatiou airc roiKtions.dlgobriqnes 
jp ne m\A parvenu qu'ä dos choses ronuiies; copou<-oiit, poiir commcncer- 
par les f^a? les plus simples ^ jo vais on presonter rjuelt'ues exerr>p}ese 

Soi< la foucflou 

{\rj == a -f- i.r -j- Co:*, 

.muu:a: /^=:=o, '/, = &, /. = 2., /, = etc. 

Stif»i>osant n == l> ^t par rons^^qaeiit « = 1, et tn («aroi? pourra toujours 

choi^Jir > '^O =0, on trouve 

coTy*me precedemmenh 

Posani et]isuite /2 = ?, « = — 1, oii aura : 

lorsque m a^; 0, /( — :^') -^J^r) ä 2 [er -f- r jc*j , 

Eniin lorsque /z = c5, «ot;» a =• ' » \^ ; mr^sc ^ — i— , on ä pour 

"i ~ 0, . /«« + fet'ae-^ f»*x rs 3a, 
W =r 1, ay^a + fi-f»^r-\-f(/^r = S ' :f , 

Cönsideranf eu "»'nSrKJ uoc fonotio« rfri'onn'lle e< enfier eltjncM-, 
li est aise de xy.v.Wi: itvx Bauviit^nM suiVa^'U;^. 
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«'•/«jr + a*^ ^ /«^jf + a"-*Ja\r + +/jp »=: (r+ 1) Äjp, 

«•'/a.r + «•^-»>/«\r + «<^-«)/a'a-+ .... +fx = (r + 1) Cä:V 

etc. etc.* 

de Sorte, qu'on poiirra cxproner tous le» termcs crime fenction ratiunnellc 
ct. entiere par la meine fouctioii de» qiiaotiteg 

Xj «jr, a^Xy o(?Xy .... ö^jt. 
Prenaut eusuite mie fonctioa (racdcmiairo, p. ex. 

Utk aura, eomme yö=»l> /v = — 1» ^ =s 2^ )» » — 2.3-, 

y„ = +2.3... .wi, lorsque /* = 3 p. ex. : 

«/«* + «•/«•* +/«»« = 3 i X*— «* + «»— .r" + . • • •!• 
La Senilere de oes 4H{uatFoBs donnct 

exprosblofi, aisee i\ verüjer. 

II scra foeile de multiplier Ic^ exem|)le8 en appliquant les formiiles 6. 
et 7. aux fonctioncr firaotiOBnairos qiieloonques^ <pi'on peut d<5veloppcr smvaut 
Jes piiissaiices cutieres et positires de x, ainsi qu'auK fouctions irrationnelles» 

(.'ousidt''rous maiutenaut les fonotions traasoendentes et en partlcu- 
lier les fonctioos exponentidUes et cii^oulatres^ et comparons ensuite les 
resuitats que iious alloiis trouyer. 

Gemme la coiisid^ratioii des deux cas du /i est un nombre pair et 
impait, mone A des consecjiieuoes dilFerentes, nous allons d'abord nous 
ocGuper du premier. 

Supposaut donc fx = nmxy on a 

/, = ü, /=1, A=0, A= — 1, /4 = 0, /5 = 1 etc. 
et en jjen^iÄl 

n etaiu lui iiomlire eiitier qiietcoiicjue. 

^oiis auroAs aiissi les ^uations siuTante.s^ savoir: 

poiir ^ =» 2 ^ donc « = ~ 4 : 



17« JürgenseHf transformuuon hcv Jonctioiis. ]9b 

^m s=:0, aiii( — X) + siaa -=0, dono siii( — x) sä — miXj comine Tüii aait^ 
Foiir /2 == 4: 

g^ / *(^+2:o:3+2,3!...9 + •••')' 

pour /i = 6 : 

^m SS 0^ sinajET-f- sma^jr-f* »in a'ap+ ....+• 8m«^ar sia 
^/i = 1, «^ ftiaajrr -|- a^siii«*ar + «^ siua^x +...•+ »lu»^*- = 

^ N~ 2:3 "*^ o: V r» ~ aTsTT; 1 5 **"••• v * 

m as 5^ fC^ünof,x + a*^8iua'jr + «'^isiiia^jr + •...+ sia^^jr = 

^\2.3.4.ö 2.3. .•.11 "^2-3. ...17 ••'•/• 

La loi de CC9 vadeurs eit «^vi^c'nte^ de sorte que des ^iiatioiis qut 
[ent A des Valeti» paires de m^* on peut tirer en generale 

^%X'^ sina'jp-f- siiia'x + •••• + sin «t^xssO, 

j^(«-t)giu aar + Ä*^*^5siiiaV + ^•^'"^^sin a'o: + . . . . + 8111 x'^x =: 0^ 

otc. etc^ 

n ^tant tonjoura tot iionibre pair «t a luie des rat^ines imagüiuire» de l'e- 

Qiiant axix ^quatiot», ponr leaqueDea on a supposi!^ m im uombre iiBfiair, 
QCfus dtoiis inoutror^ qiie les expi"WBloii8 en siiuim^ qiii r^poiident a oes 
valeun de /t?^ H'expvljaeiit par de& foiictiona oxpoiieutiellesi coiYcspoiidaii- 
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17 , J urgeu$€ytf traft s/orm ition des /oneNorts- 



12. J 



tc» JPoiir ocia npifs foruion« 1e iat)9eau sxdiimt: 
Foiip /2 = 4 on a. on po^aiit ß-- v'"-^!-- «' dans (7.): 

V* -1.3.4 2.:i....t ■ :^.:.,..i2^" '» 

^ c ( i _'"* _i_ ^" r» » , \ 

— ^ \ ^ *~ 2.3.T.:o ■+■ 2r3..'Zi2'~2.3 ...18 "•"'*• V ' 

^ "" ^ V "2 2:T".T8 "^ iUi~14 ■" 273.7.72"» "*■••••/' 

w = 3 . Ä' t ■ • + «'e •'•^ 4- «" 5"''^ -f- . . . . + tf"*'^ 



ii. 



J 



/ •. > 



-dt -^a' •>-.»*. • I" € 



et,« 



.4' 



,.r. 



Ä* 



»3 



\ '^^ l ) C 4 '> ■ '7 • VT "^ o'\" "{r — T% ^5 *T • • • • J I 

' \.' > T'.a ^.•.».■••11 ^'•^....Ji .^cl«...4.«/ 

ä den valeur^ iTrij>airs do /?7^ rp/j»tH;.ivcM<\»^t p^r: 

Fr, K, f"., t<, Oi I\ 



Cela poS'3 il 8^ ai^^ de xoir i|U(i 

CoiTinio la loi de ce» yaleiirs e.<5t evidente, il cut aisc de la^ gene- 
raliM?r. iU' sorle qu'on troiixi^ v.n gon^ral, lorsque /^ e«t pair et m impair: 

I »»• ^— — — — - 



4 • 



I 



I 

L>;\|iros?siori expon^^nlleUo coiinue de sJn r ost un cas i>articvUii»r df^ ceüe 
ftu-mulf, Ed pHWy fnisaiit n z:±-2 <5» iwv e^)n5^equent a= — 1; a*:=4"*/ 
///=!, on a: 

e"^'*^ mim ."»'V 

üu bieii: 



<»-K— » f-"- -J 



CorroMair**. Compai'an* los «*'•-»,> -:J.'M.»''.-;pfc rVivmuor)*- «2J:. oi 2?«.) 

^*du im'jijoiro c5»« de Mr. Oüvier.. a lequatHm ^9.) ti-df^iSMuy, 'ai inmxe 

!^ans peiiie: 



^ IX I „+1*. 



^9 






Miaifr ces valf^ifs ne sont antro (iliOL^ä c^ue cellca que >muB vMutns Jt' iiuu- 



ier, SBVOir 






f»«.'. qu'ii esi aw^ dö Voir, pw^r^ne «•• dr» ; L, vf. £, doit ^^aiisfaire ?i * oquaiioi 



Posoiid rnainlonai'it /(r) t=r ras r, diu: 
/V^I, ;,!=:(>, /~~l, /.~(K /;-.- I, \^0 etc. 






JT est maiiift^nafiL %i^r d* /oirnjr k* fubJeau suivan^ |»our ^^ r=: rJ jk ex. t 



• 1#\< 



(m SS 0, 



16. 



m 



«, 






m = 2, a''*cosajr' -}- ot^coh:'* r 4- , ^ . . + cosct^ap =; 






11 1 iz.-z 4, a** cos erat- + a^^'cosc/.\r + •••• + co.sa'*.r = 



\lX^~ iirimü "*" 2T3. 



16 



• • - fy> 



10 ' 2.3.... I^> 
m === 5 , a'^ WÄttoc + a^'cosa^a* + • f • • + co^a'j; = 0, 
ce <(iii MilTit poiir coiiclure cu geiifn'ol^ Jorsquo /? est pair: 

la^^" *>coßaA' + a^^^^^Cosa^-r-f . . . . + coaa"jr = Ü, 
17. {a^^'^'-cdsaic -}- a'''*""''^coscü'jr + .... + ow^x =? 0, 

etc. jL'tp. 

et de meme^ ep comparaiit les ^qnatlons (16. et IS«), 011 vefra quoii aury 
eil geiiÄ'al, lorsqiio n et m soiit paires; 



-•^ r/»". "-*)«» 



a 



cühaj?4" a"'^" *'Cosct''x + a**^ '• cosa^u-j-^ . • • . + co^a^J-, 



Siippomnt /i = 2, a^r^ — 1, a*= +1 et m =; 0, 011 a; 



ou bleu: 



ö"*^' + ö'* = 0O8( — X) + cosj: = 2cpsx, 



2 ~ '^ ^> 

Ibmiiile coiiiiue. 

N0U8 ferons Aiainteiiaiii cjuelqiies reTuaniites sur les iontiules (15» 
et 18.), que iious veiions de trouver. 

1. Eu luottaut — ix £>our bc daiis ies d(*ii?L fomniii^ et multipliant 
daiis la premiere liaiit et has par iy 011 aiira siii* le ciiainp: 

19. / (a"'^" "'^ ^^* + a"^"-^^ e^'^ + . . . . + c'^"^) 

lorsque //i est ijnpair: 

2. Coinme la depeudauce entre Im funetions exponenlieUes et circu« 



17. Jürßense/if ttans/ormatwn Jm foneti^rt». 203 

faires est entierement exprim^e par les deine ^lations oomuiei) 

^ =5 cosar, — 2/~l « »»«V 

qui ue iormciit d'ailleiirs qaSine ^cfiiation distiacte; fl a'en suit quo touto 
aiilre relatioii ontro los meines qiiantlt^ doit rentrer daus les deax fcM> 
mules» Nohif silioiis inonfror^ que !c^ .dcux eicpresi^ioiis (15» 18.) que now 
av'on!« trouvre^, uo sonr. au fand que des transförmationa de ces fonnulee. 

Pouf cda nous Jerons observer que ies racmee de P^quation 

loT^que n est pair^ sout comprises dant la formule 

y = cos-;j- + sin~/"— 1, 

ou l'ou doit prenJre pour k tous Ies nombres pairs depub jusqu'ä 2(ir— *1) 
iHciusFr^rnent* De plus^ lorsqu'on preod irs {/z-}-!, i ^tant pair cw iniH 
patr üur-r/^« que §/2 est pair ou iinpair| on a: 

COS ^2 — ^^-^^ as — cos'^^' —. et 

Sin ^ • — '— ^— = am ^ '— • 

n n 

Ai: coHtraire, ea prenant k^szn^i^ i ^kaiit pair, ob a: 

00»--^--—=: COS- ^% et 

Uin^ — i-^— CS — sm^ — » 

n n 

i>}^ pose; U <^9l aise de voir que Ies raleurs 

a, aS a*, «*,..• •, a*% a*"^%.a^'"^, . • . ., a" equhralent A 
o, tt% a% a% • . . •, — 1, — CÄ, — a*, • ♦ . •> +if 

/i dtant toujours pair. 

£n mcttant oes valeiirs dam Ies fonnulos (15. 18.) elles Heriendroat : 

-s — a'"^*''''^smajr — a" *""''' »in »'ap — ...» 

. . . . —sin (— .r) + a"'y*-'>i!io(--a*)4- a-'»"-'»8in(--.a*df)+. ... + »inar, 

m etant impair^ et 

lorscpie m est pair. 

Maintenanty f^n eeriraat oe^ finrmules oomme 9 tfuit: 

CrcKe's Jearnal 4. M. VI. Bd. 3.iUt 27 



*i04 ^^ Jurg«nyc>i, irün^ffrmatioTi ittfcfmcüoms. 

n Ost St*iS(' iw vei'HiOi leB foiJVfi+Vs (l? &td7.), lroyvf»«S p).u« banf, 

«■— **^— — — ■ ■■ I I»»—«. ■-■■ 

P,i^.««>M d 1* crssf^.sr^tiort iu ca.?, cu v. est yxn w^mhre impair. 

•S' ?' S'' S oi ^' 
uons auiTb^ pn vertu de (*,} les ^cjv«>ii>ns i?uir4nta5; 

/^ = 0, ^t^ == ^'Vj-/, +2:3— 5+OZjß + ---7' 

Denotons de i't^me jr^ar: 

^»•*^ <^i*, <^>J ^i^l ^** (p&urn.;:rb) 



Im valeurs 



V 



>il :;./:. i , k< 



i7. Jürgsn^cn, txü^orfkUlÜK Je^Ji^cU^ns 2CS 

cos&tx^- cos«/^iÄ:4- cosa^ic^, 

etc« etc« 

nous aurcmfi 

lors'^ua /i ?= 3: 
2/. ^m = 1, C, a -.-. ^.^-—^^^^—^ +-2:3706 

Four comparer ces eypressions av«c eeHes des exponentielles, &!- 
j^cn.* wsiJj^O' (Juli" r..>i«tinir» ::bi*8gr-<> ,st?mMoWe A' cplle qu'a emplo-t'e Mr. 
OHvior iHein. »it. pa^.24r.). 

Faisait doli« 

C'tC. 

e-«+ *-«»*-f- »-'«+ <r"» 4- >""'* «X** 

etc. 

=u, .Vor = 5( » ^:äf?:i +jTriü -*-••••)' 

27 • 



20li i7. iürgtnscn, iransjormathn des foncUonv^ 

r = 5» (?,*-.-= .;^^j+^y^+5333 + -...;, 
('" — '*> »'•'^ — **V2j4+ 0:3 T"2.3....U + ••••/> 

SO. (m«2, /> = 5( 2 2 .L.7 + 2.L.li • — ^ 

fVfettant uiamteuHaf 

0i«»f ^ftJ^? ^?-«^ ^ yi^^ .^^j ./l^ au Kön de 
3CiP,.r, 3(P,«, 30iX 9t 3/4^?, — 3/.J?, 3JsX (Meuou cit, p. 247.), 
oottS luiroiui HU «ouHtrajaul les ^quatious (27.) d« inem» cit. des equation^ 
{2ß^} et <^iiiparaRt lo r^uitat aux ^lations (25.) «u-^do^ssii^: 

Ol ii^—/»^ 'S, X y a a- — .A ^ ^'aJP y^ a; — /, X __ 5t ^ 

•»!• 2 » / 2 i V 2 1 » 

ei en somtrayam (30.) de (29.) et cumpärant le c^sultat a(26.): 

•"• 2 ^ » ' 2 **•/•• 2 "" i * 

Au ^^ontrahre^ eu ajoutauf tun a: 

et ^ 

expr€»i^\on7f rju'ii est ai8<^ de geä^raliser. . 

On ea dedufi atö^menl par Velimmatk^u: 

er d^atitres expi'esksiotis de la lurine foriiie. «.'t eDin»: 

3ft« /i « Ä» C, «^ — 

de aofte cfu'oT« peiit exj^riwßr les feuctioiis iiowye^^ i^uc Air» OiJTier^ 
paf deb SiQu^ et Coismifii des <^Hntitm iinagiiiairi^ ^ 

Au restt^. la seconde i*^mart]iie du pdg. 202* 5 applitjui ainsi au5t ex-» 
|itc>:»ioijä il»^ 32*1 33. 1 34«, 35«^ 36» 






17. Ji'^ictf^n, tran.ifor/iiuüori des Joitction^ 207 

II est ^u-iir 'luuii \ie\f tmnsiöfuier ies loraaile» gcu«^ralos 6» el 7. 
de J>euüCOii|i de inaniere» diffweiue». poiir parvemr u de» ••xpros»to«>Ä des* 
diverses s^rie«; nous en aliouj^ prebeoter uu ex*ijnnile, 

Ell supposant 
«^'..r^/i^ A+jTaTTTyT;/. +2.3.. ..2« -^^ + 2>3,..,3« -^^-> +^^^)r 

etr. elr. 

il mt ais^ de transformer ces Formides f ar des difl<^reutiatioiis et int^gra* 
tious de maulere it reufermer Ics memes piiisHauces do or« £11 efFet^ hl 
f OB prend le premier coefficieni dlfii^reatiei de t\x^ le second de F^x^ le 
troislemc de i\x et ainsi de^suhe^ et ajoutant eiisemble F^^x et les eqiw- 
tioiis ainsi trouv^es, ou trouve: 

= *» v'/o -f-/i +/i + • - ^-+-/-H- (fr +/ .f i.+,/u» + • • • • +-/«+"J2xr7rr< 

•f" Ut^ fJ^n^i.'T'Jin^'T • • • • tAi+w)«>,^ ...2/1 ' ••••/• 



meme en difiereKtiaut jF*«j? une fois^ i^a^? deux. fdoi etittt^raiu 
/"eX, et prenant eusiiite la somme des r^ultats et F.jt^ oa trouve«' 

Int^grant Fo^ detix fois, F^x une fds^ et diff^renttant F^x une f<w, Fs%' 
deux fois et aiurf de suite^ et ajoutaut it F^Xy on trouves 

f/F,x^x'^/F,xdx + F,x+Fx'i'F:xi-..,. + lT'^^x 
et aiusi de suite: 



208 i^ Järgensen^ tranßfortriation des fofioÜ9n% 






T* (<Mn +/an-|-i "r-'«»-V' "!"«••• "r/ia-f./») »T'"5 »»„ • -i "T • • • • ) 

-««•0»»»t ^ fr. ^r V 

etc. otc. 

(Min -* ^j^tt^ff— ■! 

•f" CA»*! /«>+•: Hh.Ar:-v2 "i" • ' • -"^ ;&/-!' ).r"> "*> ^ v"* »**•-/ ^ 

ieun« ä gaiK^ie par; 
et fiUMnt; 

/• + /. +/. +..- i- /« = Sly 

on trouve; 

r *^n-i^ V2,3....n'^2.3.././i+l'^2.n....nfi'^'-*'"T-Q7377;;^:^ 

+ etc. 

Pour Appifiiiior cette lbrmiile.& un ex^mplf! siniplb, supposoiis quon <le- 
inan<le P<>Kpressian <Ie la b^ib suivante : 

Ä - ' -^ ^ i- T + rsTi + ^rsAii +5". 3.7:6 + 2:x:..8 + ^x;:« 



• • • • 



En la mufripliant par 3j pä la teduira a la forme ri-flc^Mis^ lov-sipioii rbai- 
tit une Ibfusdon /(.r), ponr li*<|uolio on a: 

's: = 6r,^ = Sl^ = etc. = 3, 



« =Ts i et rn = 3. 
La foiuirton e-*' xcpond u cefto condiHon, car on a a'lo?^ 

.S^=: Sl = tSJ^ = etc. = 3. 
D restc maintenafiit a trouvor 

n=4 coudidt d TeqfuatioD 
doni let racbios sont: 

jr^T — ~- /~1 c '^ ^ — f-^ +- /"— 1 ^-*«^-'+ .' * = 3 sin X- -h «* — ^"^'r 

Fr -. — r^'^-' + e'^'^-r- er^^-' +. f> r;=-. — ? ros jp -+-€''+ ^""^ 

Ou a «;nsiiitej 

*\' -r rsa JF^' jr = /"o jr, 

All mojen <lo cc*» valt,i«r.s im trouuo: 

^.^ :=. 6t*o^ .r -{- ^ ^ -f- • ^ ' '^f 
2^ =1: 6 .sina* -|- 3^* 4" * ^'"''» 
St = — (5<?os.r + 3^ + H^"', 

LSviriaul dojnc imvIc o'xpression j»ar 3, on troriro: 

«•^j.»v(-is:cn qu'i» ivst aisc? de \>'i*iiier par le dc*^*ifppement. 

En t(Ttninaiif ces romarc|nes, hou« ferou» wnilem >nt obsorver, qu*on 
rcnha la formiiUi ci-dessus (|>og. 208.) plus geuorftle en ajoutaut des coä- 
staiites arbitra:r«*s aui iiit^gxales. 
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210 ' 18« Au/gahtn und Lt^rsStt; 

» 

18. 

Aufgaben und Lehmtze, 

erstere zu beweisen, letztere auCsutösi 






(Lehrsätze Tpm Herrn Trof€ssor Piückfr zu Iiotii>.; 

!• Wenn nach aileo, einer b^ebigen gf^radkn Linie paraiteleQ Tangen « 

tcn irgend eiaer gegebenen aig<;braischeu Ciirve beliebigt-, tmter elnawcl!« 
gleiche Kräfte wirken , so geht die Mittetkrift aus allen rJiessen Kräfteit 
besÜmdig durch einen festen Punct^ wie sich die Riohturi{^ der {iar»iieiea 
Tangenten anch ändern mag. 

Es giebt noch eimge Sätze, die dem Torstehenüen analog sind, 

2. Wenn man auf einer geradan Linie QPQ'f Metehe irgend eine 
gegebene, stetig gekrüumite, in sieh gelbst geschlossene Linie heriilurt, in 
gleichen Alnsiänden Tom Beriihrung^pHnde iP, zu beiden SeHei» 4les&e]beii 
arwei Puncta ^> und ()' beliebig annimmt, imd dann «iiese gerade L^nie 
sich so bew^en ISfst, dafs ^e fortiräbrend im Puncto F die gegebene 
CuiTe berührt, ao beschreibt jeder der beiden Puncte Q und (y eine in 
sich selbst sftiriickkehrende Curve. Der Flädieh-lnhaii dieser bilden Cur«* 
xen ist derselbe. Der zwischen jeder dieser beiden Curien uu(£ der gegc*- 
benen Curve K^endn Ring behält densdbtn Flachenraum, was für eine 
Cnrve die gegebene auch sein mag, und dieser Fluchenrauu» ist dem In- 
haUc ehies Kreises gleich, der JPC> zum Radius hat. 

3. Neue Constniction des Apotfoniechen Prohlemsr der Taotionen« 
(Um einen bestimmten Fäll rot Augen zu haben, wollen wir anneh- 
men, daCs die drei g^ebenen Kr^se au^er einander und so liegen, da& 
es einen ßei*U[irungs- Kreis ^ebt^ der die gegebenen Kreise alle drei um« 
hüllt, imd emen andern, der keinen derselben umlmllt; die beiden eben 
genannten Beriibruogs- Kreise sind, es, die wir coustruiren wollen.) 

Mau bestimme auf der Central* Linie des ersten und zweiten, ge- 
gebenen Kreises die Mitten zwisdiea den beiden Innern tmd den I>eiden 
lu&em Rändern dfeser bdden Kreise, oonstruire die Polaren dieser Mitten 
in Beziehung auf den »steu gegebeaen Kreis imd einen neußn Kreis, der 
diese h^iden Polaren berührt mid dessen MitteTpunct auf derCaitral-^Linio 
jeuer l>eiden gegebenen Kreise liegt« Man erhält einen zweiten ganz 
^analogen Kreis, wenn nian in dier ebrat angezeigten Gonstruction den drit- 
ten gegebenen Kreis an die Stelle des zwdten setzt. Die Pole der äu£»ern 
gemeuischafilichen Tangenten der beiden Gonstntctions- Kreise, genommen 
in Beziehung auf den ersten g^ebenen Kreis , 3ind die Mittelpimcte der 
beiden gesuchten Kreise« 

Dieselbe Constniction behält ihre An wendbarkeit, wenti an die Stelle 
von einem oder von zw ei gegebenen Kreiden gerade Linien oder Puncte treten . 



18. AuJ^abcn und Lehrsatz^, ^^ii 



. , . ^ I) alle 

Taiig<^uten dio Jicser Normalen parallel sind^ uiid nennt die Abstände je- 
ner Tangenten von der Normalen »j, , %^ i^^j ••*• n«, 2) alle Taiigeirtou 
die der Taugeute im gegebenen Puaotc parallel sind^ und neimt die Ab- 
stände von dieser Tangente |,, ^,, ?, , ...• 5m-o "öd 3) alle Tangen- 
ten die diffch den gegcbejifjn Piinct gehen (die Tangeute ui diesem Punrie 
selbst nicht mftgereehiiet),- und nennt die Whikel, weldbe diese Tang<rnteu 
mit der Tangente im gegebenen Puncte bilden oj,, <d^, »,, •..* «^_2, so 
erhalt man ilir den Krümmungshalbmesser der gegebenen Curve in dem 
gegebenen Piniote folgenden AiisdrucK : 

ITT' ^ — t — ^ 1 — • tangctv . iaugcüu • tangco, • • • . tang^j 



'm— fl 



-»1 -•» -^U '»"" - 

In allon Hyperbeln, \^'el(Jlie 4«uf einer gi^nielnschafth'chen As^ mp« 
nen^iticlier Entfeii^uDg , einen dreipunotigen Contaet hal>en, ist 

-^»1 ^1 ■ I * !■*•* ran M * « 



tote, in ur ^ . ^, , ^ ^ __ 

dasjenige Dreieck, welches dureh eiue . behebige Taugt*nle von dein (««les- 
maiigen Asymptoten- Wiidiel abgesciuxitten wird, von constantem Inhalte« 
Diesen Inhalt können wir das Maafs der Krjimmimg der Hy[>erbd In 
unendlicher Entfernung neimen; je gröfser derselbe^ ^'st, desto langsamer 
niihert sich «lie Hy()erbel ihren Asymptotc^n. 

Menn irgend eine beliebige algebraisoiie Curve und eine reelle 
Asymjptöte derselben gegeben sind, so gi^'i^t i^ tmendlich viele Hj^erbein« 
welolie mit der Curve auf der gegebenen Asymptote euien C^ontact zwei-, 
ter Ordnung und dieselbe Krümmung haben. Für das Maais. dieser Kriim« 
mung erhalten wir folgenden Ausdruck: 

"-^. y t t F^ -tang«^ . rang w, . . • . taugw^,, 

wenn wir voraussetzen, dafc die gegebene Curve nach einer beliebigen 
Richtmig hl parallele Tangenten Jiar und 1) die Winkel, welche die durcli 
einen beliebigen Punct der gegebenen Äsymptott^ an die Curve gelegten 
Tangenten mit dioser Asymptote l>ilden, w,, ^^, . . . • «m-i nennen, 2) die 
Almtiinde <lifeses beliebigen Pimcles von denjem'gen Tatigteten, wddie auf 
der As}'m|>tote senkrecht stehen, dnrdi if,, ai^, ..•• fimf und endBcü ^> die 
Abstände derjenigen Tangenten, dJ** der Asymptote parallel sind, dureh 

I, f $»>••• • Cm-2 bezeichnen. 

6, "iVenn Irgend eine algebraische Curve emen iiarabolbchen Zweig 
hat so kann man für ilas Maals der KrSmmiipg dieaei parabolisehen 
Zwekes in unendlicher Entfernung, den Paranteter einer Mcnlireoden Pu- 
rabel nehmen. Wwn man irgend einen Punct beli(?big annimmt« und 
mch von diesem Pimcte m Tangenten (reoUe oder imaginäre) m eine «oldje 
Ciave legen lassen, so giebt es eiiie Richtung, nftth wekdier sich nur 
Vi — 2 |>arallele Tangenten an dio Curre legen lasseu. Wit wollen die 

rr«lle'# Jauiuil ti. .»I. Vi. ^d. 2. lifL 2»S 
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• • • . . 

Abstände dieser Tangeutoii r on dem belielng angeaoBuneuen Puncto durch 
'^tf %\ • * * * ^"»-t bezeichnen, Iwner die Winkel« welche die durcli dio- 
g43n beliebig angenommenen Puiaci gehenden Tangenten mit der Richtun,:j; 
XetviT Tangenten luiden^ a)^^ ^^9 • • • • -^m ueuiieu, und endlich die -Ab- 
«stände derjenigen Tangenten ^ die auf dieser Richtung senkrecht, stellen 
finii deren es (m — 1) giebt: {,j'|t, •• •• ^m-i« Alsdiinn ist j^^nerKrüm« 
mungs - Parameter gleich: 

^^ — 7 • I«— J^' -- ^^ • tang itf, . tangöp, . • • . tang «« . 

{Dü^ ForlsetsQDg fo^gt.) 

(Par M. C. G. /• Jacobi^ prof. en mat'h. ä Königsberg) 

'S 

7. Probleme d'iinälyse. Soit donnee reijuation ^aB<p(ar^y}^ 
Oll pourra trmner tmccessiveraent les dlflerenfv'elles des ordrcs sup^rieurs: 

#''**c)'v mm d" V' 

- -7I 9 r-^ etc. On deroaade Texpression gmerale de -k^- 



M?"* 



• • « 



8« Probleme d'analyae ind^termin^e Soient r^ r^^ r''^ 
• • • r^"^ des nombres inratloimelä doim^ par autant de dedmales qu'On 
loudra^ et soit donnee requation: 

Ar + A' r' + A' r'' ... . -^"V'«> = 0, 

A^ A\ A'\ .... A^"*^' Aant doHnombros eutiers inconmis. On.demande 
IIU4» methode geiu^rale et directe de trouver ces nombres. 

Leliibaize von Jblrn. Troi. Gudermann zu Clere.) 

0« ^Vouu man <lie dnj Smten eines, spblirischea Dreiecks ABC 
(lai.fJ. Ftg« 21.; durc^h die Puncto £^ F, D haibirt^ und durch die bei- 
den ersten ehieii Hauptkreis legt, so urird die yerUingerte Gnmdlinie AB 
daron m einem l'unete X so gescimitleu . dafs DX ss 90 Grad ist« 

\* eni; man Jenier XIV = FE und XM = BD macht, und den Bo- 
^ei> MAi eines gröfsten Kreises zieht, so Ist imtner das Dreieck XMN an 
m recht^'inkli;» und der Bogen MN das Maid's für den halben Inhalt 
üefi Urcieci« jT AB(J. Bezeidniet . man ueiulich den Oberschuls de»: Summe 
da* driM Winkel denselben iibei- 180 Grad mit f, ao ist: tz=i2.MN. Con- 
sirairf man ferner über df^ Grundlinie AB ein zweites Dreieck ABC mit 
einem ^egekiHt«»n Winkel i7^C' so, daüs WÜssiZ^A ist, so i»t ledesmal 
auch ny *= Pfi und EF:r^.EfF\ 

lilndlifh ftt auch das Dreieck ABC ^ ABC und Dreieck CfA^== CCB. 

Man konn auch die Construetion des DreiecLs ABC', statt ^ivie vor* 
hhi, dadui'ch bedhigeu, dafs KEf z=z il' h^iii miissew 

- Es vrird ehi mögJiohst einiacher ofier (dementaivr Xteweis dioRea 
Thi?o^t?niff verlangt. 



18 Aufsahen und Lehnaize.' 213 

Hinzugeiiigl kann noch werden, dals wenn man in D diu Perpea« 
clikel aufstcigcui liifst, \yoTOn EX in Y geschnitten wird, im.t man die Ver « 
laugeniug IZ = 90 Grad macht, der Panet Z der Miueipiinct des d^n 
Dreiecke .^^i^ oder ABO zugehörigen LAjce II sehen Kreises isti und 

also ZC =^ ZC^ den Radius dieses kle'ucn Kreises ausdriiclit« 

* 

10. Beselireiht man über den drd Diagonalen eines Tollstiindigen 
Vierecks, als Durchmesser, ähnliche und uhnlich liegende Ellipsen, 



ebenen 

^eimal 



(Far um anofiyme.) 

11. Th^ordme de g^om^trie. Supposons c[u*im angle mobile 
naudeur donn^ touche oenstamment uno meme courbe donn^; 




Ja normale raent^e au pomi P ä la courbe deorite per le sommet de ran-' 
gle mobile passera per le ccntre du cei*cle circonscrit au triaügle PAB. 

Si Taiigle mobile est droit, la normale passera par le mpUeu de 
la eorde de contact AB. On ^n ttre aisement le thi^oreuie connu, que 
Im courbe decrite par le sommet dun angle mobile droit, dont les oo-p 
t^ touchent constamraeut une conique, est un cwde concentrique u 
eette courbe. 

(^ufgal>eu Tun Anäeren«) 

12. Nachdem nachgewiesen >rorden, dals ein geradlhrfges preiodc 
ABC (Fig. 22.) durch die drei geraden Linien AP, BQy CR, die, durch die 
Ecken dcsst^ben gehend, in einem imd demselben Funct sich schneiden, 
l>estimmt wird, so dafs mit gegebenen drei Scheitellinien mir Ein Drei- 
eck möglich ist, käme es darauf ai), die Seiten, Winlcel und den Inhalt 
des Dreiecks ABC durch die SeheitiJ -Linien AP, BQ, ,CR auszudrucken, 
desgiC'lcheii die Abstände ihrer Diirobscbiutto mit den Selten von den 
Kcken des Dreie^^ks, und die \11iiliel* Abstände der Scheitel- Linien von 
ileu Seiten des DLeiecles, für %vo!ohe i)ekanntlich ^die Gleichungen 

^R.BP.CQ =1 BR. CP. AQ, luid 
^jnfi^P.8inC/?J?.sin^C?Ä = sinC?-^P.siu^fiCJ.BCÄ 
Statt finden. 

Aus dnem allgemeineii Ausdrucke des Inhalts A des Dreiecks 
durch die Scheitel -Linien AP=si'p, BQzzr^, CR:s=:r wiirden sich z. B« 
iinmittelbar die bekaiiulen, dorn Ausdrucke des Inhalts durch die Seiten 
analogen Ausdrücke desseliien für die Falle ergel>en, wenn die Scheitel- 
Linien auf den Sditen senkrecht stehen od(.'r sie halbiren, nämlich: 



Jl4 ' IS. ^jlm/gah^n und hchrtiHic. 

■ * ■ 

twt Aen üi-SLeii Fall, luid 

für* den zwekeui» die sidi einzeln bewiesen in den Element^ finden (z.B« 
in dem LeTirbuche deir Geometrie des Herausgebenii Berlin 1820.^ Ister 
Band S* 144«); desgleichen der Ausdruck iür den driften elementaren 
Fail^ wenn die Sdicitel -Linien die Winkel desDräiedu lialbsreni welchtfr 
Ausdruck noch nicht in den Elementen angetroffen wird. 

Die Theorie der Schelte» Linien im Dreieck durfte überhaupt nodi 
manche iutelrefisante Slitze geben« Man fliiclet; einiges FriiluTC dahin Gehö« 
rige inKastner'5 ^^gconK^trischeti Anhaiiiüungen^'' in Puissant y^ReeueU 
dfvdiversGbs propositions de geometrio'' und in einer kleinen Schrift des Her- 
ausgebers, unter dem Titel ^^Über einige Eigenschaften da ebenen' gerad- 
liuigen Dreiecks, riicksichtlich ckoier durch die Winkel - Spitzen gessoge-i 
«er gerader Linien, Berlin 1816/' 

13« Es käme auf die Satze von den gro&ten Kr(«isen ^\^y die, durch 
f1i(^ Spitzen eines. Kugel- Dreiecks gehend , in einem und demsdben 
Ihmcte sich schneid efi» 

14. Es sei eine der vier dreiedJgen SeitewrElMnMi einer dreisokF 
tigen Pywmide gpgeb«»!, nebst, einer der drei Kanten aiui der vierten 
ßeke uadi der gogeben^i Seiten-]Sbcne : man soll dio bdden andern nicht 
gegebenen Kanton unter dor Bedingung finden, dab das sphffrische Dreieok, 
>v«lchfs von den drei nicht gegebenen Seiten -Ebenen der Pyramide be- 
grenzt wird, ein Maximum sei. 

15. \xi% fünf voi) den W5clis Winkeln zvischen den Seiten -flJ>ouen 
einer dreiseitigen PjTamide den seclisten Winkel zu finden« 

. 16»' Aus den nemliclieu f iinf *M inkeln und der Kante am s^^teu 
4en körperlieben Inhalt der Pjramidiß zu linden. 

J ?• Wenn zwei Polyfwler eine gleiche Zahl dreieckiger Seiten-Rbe- 
ticn haben, und die Winkel, welche diese Seiten -Kl>on«n mit einander 
machen in beiden Polyädem die nämlichen sind: cind dann dine Potye- 
der* einftader fflmlich? imd weim sie es sind; wie viel Winkel z\\is>.ohea 
den Seiten -EEbenen werden durdfi die übrigen bestimmt? 
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19. 

Beiträge zu der Lehre von den Kettenbrüclien , nebst 

einem Anhange diopti'ischen Inhalts. 

(Von dem Herrn Vtoi. A. F. Miibius eu Leipzig.) 



ww 



iJei Abfassung des im 2teu Heft des 5ten Bandes befindlichen Aufsatzes über 
die Haupt -Eigenschaften eines Systems von Linsengläsern^ wo ich diese Ei- 
genschaften aus denen der Kettenbrüche zu entwickeln suchte^ führte mich 
der innige Zusammenhang der Lehre von den Kettenbrüchen mit den Eigen« 
Schäften der Linsensjsteme zu verschiedenen Bemerkungen ülier die ersteren^ 
welche mir neu^ und, wemi auch nur den Elementen angehörend , einer 
spiitern Mittheilung niclit ganz unwerth schienen. Der in der erwJihnten 
Abhandlung erwiesene Satz, dafs die Wirkung jc^des Systems von Gläsernj 
eben so Wie die jedes einzelnen Glases, durch z^vei gegebene Puncte (die 
Bremipuncte) und durch eine Linie von gegebener Länge (die Brennweite) 
vollkommen bestimmt ist, und die leicht auszumittehide Art, nadi der, 
wemi ein Glasersjstcm in mehrere einzelne Systeme zertheilt wird, aus 
den Wirkungen und der gegenseitigen Lage der einzehien die Wirkung 
des ganzen I>eurtheilt werden kann, veranl^ten mich, auf analoge Weise 
einen Kettenbruch in mehrere einzelne zu zerlegen, um somit nach Be- 
rechmmg dieser einzelnen und ihrer AViedervereinigimg zu einer kurzem 
Form des anfänglichen, so wie zu merkwürdigen Eigenschaften der Ket* 
tenbpelie überhaupt zu gelangen. 

Die Ergebnisse dieser Untersuchungen sind in den nachfolgenden 
Blättern enthalten. Voran geht die Entwicklung der Haupt -Eigenschaf- 
ten der Kettenbrüche, so wie der für diese Lehre besonders wichtigen, 
aus beliebigen Elementen gebildeten ganzen rationalen Zusammensetzun- 
gen (sie sind hier, so wie in dem oben gedachten Aufsatze durch Ein- 
sohUelsung der Elemente mit Klammem angedeutet), deren gegenseitige 
Relationen schon Eni er in einer besondern Abhandlung (Specimen algo- 
rithmi singularis in Nov. comment. Petrop. Tom. IX.) untersucht Iiaty* 
Doch glaube ich hier (§.5. — 7.) diese Relationen et^vas schurler, als Eu- 
ler, der sich oft nur der Induction bedient, erwiesen zu haben. Dies 

Crtlle's Journal d. M. VI. Bd. 3. Hft. 29 
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gelang Wr theüs durch die rorhin erwShnte Zerlegung eines Kettenbruches 
in zwei oder mehrere Thefle^ theik dadurch , dals ich ahnlicher Weise 
wie Euler für jene Zusammensetzungen einen Algorithmus für die Ket- 
tenbrüche selbst zu bilden suchte^ womit aber nicht blofe dem Erweis 
jener von Euler entdeckten Relationen^ sondern der Elementarlehre von 
deA Kettenbrüchen überhaupt einiger Nutzen gebracht sein dürfte« 

Zum Schlüsse habe ich noch die oben gedachten SStze ron den 
bei jedem Gläsersjstem im Allgemeinen angebbaren zwei Brennpuncten 
und Brennweiten imd von den daraus zu berechnenden Wirkungen des 
Systems 5 so wie auch ^le Haupt -Eigenschaften der Femröhre auf eine 
neue, der Einfachheit dieser Sätze entsprechende^ ganz elementare Weise 
dargethan. 

$• l. Ein Ketteibruch entsteht^ wenn man von einer Reihe auf 
einander folgender Brüche zu dem Nenner des ersten Bruchs den zweiten 
addirt^ sodann in diesem Aggregate den Nenner des zweiten um den drit* 
ten Bruch vermehrt^ u. s. w. Hieraus folgt sogleich, dals eiu Kettenbruch 
seinen Werth nicht ändert, wenn Zähler und Nenner irgend eines der ein- 
zelnen Brüche, so wie der Za'hler des nächstfolgenden Bruchs mit einer 
und derselben Zahl multiplicirt werden. Sind daher 

die einzefaien Brüche, welche den Kett'eubnich ausmachen, so werden auch 

P* 3* ^^ *^ 

in Verbindung denselben Kettenbruch erzeugen, was für Werthe auch py ^, 

r, Sy • • • ^ haben mögen. Man kann hiernach die anfänglichen Brüche (a.) 
immer so umbilden, dals in den neuen Brüchen (b.) die Zähler (oder die 
Nenner) irgend gegebene Werthe A^ B^ C^ Dy . ^ . . haben, indem maii 
die willkürlichen pj ^, r^ ••.•• aus den Gleichungen px'=zjiy pfß^rsBy 
yry = C, etc. (oder pa^=^Ay qb^zzBy rc:=sCy etc.) bestimmt. 

Ohne daher der Allgemeinheit Abbruch zu thun, kann man immer 
die Zähler sämmth'cher einzelnen Brüche der positiven Einheit gleich setzen^ 
. wie dies auch bei Elementar -Untersuchungen über Kettenbrüche zu ge- 
schehen pflegt. Im Gegenwärtigen sollen aber aus weiterhin sich erge- 
benden Gründen nur der Zähler des ersten Bruchs = -j- 1 , die der übri- 
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gen dagegen =: — 1 gesetzt werden^ so dafii in dw Reihe (a^): «=1^ 
ß=sy=X = ...« = — 1. Wird alsdann />=1, y=? — 1> '' = 1^ tf= — 1, 
und so fort abwechselnd genommen^ so wird die umgeformte Reihe (&•): 

J^ 1 1 1 

woraus erhellet^ da& man in der hier anzuwendenden Form mit negativen 
Zählern die Nenner des 'iten^ 4ten, 6ten etc. Bruchs negativ zu nehmen 
hat, um diese Form auf die gewöhnliche, wo jeder Zähler = 4* 1 ist, 
zu reduciren. 

Der Raum-ErspamiCs willen mögen nun die Kettenbrüohe von der 
besagten Form, wie 

1 1 1 1 

— ) j > J- , J- f U* 8. W. 

a 



6-1 5-1 

c 



^-rf- 



durch (ö), (ö, &), (a, A, e?), (ö, 6, c, rf), u. b# w. ausgedrückt werden. Hier« 
nach ist: 

so wie 

Eben so ist, wenn man (c, </, ^, . .^ .)=y» setzt: 

2. (flr, Ä, c, rf, ^, . . • •) = (a, 6 — ;>) = (a, A — (c, rf, ^, • . . .))> 

und auf gleiche Art: 

= ((7, 6, c — (rf, ^, • . . •)) = (a, 4, c, d— {py •• •))* ^* 8- ^* 

Ferner leuchtet eui, dafe, wenn z.B. in (o^b^c^d) das letzte Ele- 
ment d unendlich grofs genommen vrird, der Kettenbruch in (or, A, c) über« 
geht Setzt man aber cfsssO, so fällt nicht nur das letzte^ sondern auch 
das vorletzte Element weg, d. h. es ist: 

3 i(^? *> ^> 0) = (a, A) , und eben so <fl, A, c, rf, 0) = («, A, c) , u. s. w. , 
f so wie (o, A, c, oo) =ss (0, A, c) , u. s. w. 

§.2. Aufgabe, j: ist durch y und die Constanten a, A, c, rf, ^, 
mittelst des Kettenbruchs 

4. X = (flf, A, c, d, ^, y) 
gegeben. Man soll umgekehrt y, durch x ausgedrückt, finden. 

29* 
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Auflösung. Aus (4.) folgt nach (1.): 

1 1 

öt]^ = (*>•••• y) = ft— (c,....y) > folglic»» (<^» ••••y) = * — C«,^), oder 
und hieraus eben so: 

5. y = (^j rfj ^> Ä, c, jp), 

§. 3. Aufgabe. Die im vorigen §. angenommene Relation zwi- 
sdien jr und y durch eine' Gleichung darzustellen^ in der ^eder x noch 
y, in Kettenbrüchen enthalten^ Torkommen. 

Auflösung« Da von den zwei identischen Gleichungen 
4. jr = (c, 4, c, rf, ^, y) und 5* . y = (^> rf> ^^ *> ^^ ^)> 
vermöge der ersten^ jedem Werth von y nur ein Werth von jp, und ver- 
möge der zweiten 9 jedem x nur ein y zukommt^ so muls die gesuchte 
Gleidnuig zmschen x und y von der Form sein: 

(a.) ^ + B jc + Cy + Dxy = 0. 
Nach (3.) wird nun, wenn man in (4*), y=s<x setzt: j? = (ö, 4, r, rf, e). 
Für deuseU>en Werth von y reducirt sidi aber (a.) auf: C-j-DxssO. 
Mithin ist : ^^y C'.D^^ia, 6, c, rf, e). 

Eben so wird für y = 0, wegen (4.): ar= (/?, ä, c, rf), und wegen (c): 
u4+Bjp = 0; folglich: 

(c.) ^ : ß = — (pyb^Cjd)^ 
Auf gleiche Art ergiebt sich^ wenn mau in (5.) und (a.) das euoie Mal 
x^=^ooy das andere Mal x^^^^O setzt: 

(rf.) B:Dz=: — {e^dyCybyO)^ (e.) AzCss — (e,dyCyb)y 
und wenn man (4.) mit (e») und (c.) mit (d.} multiplicirt : 

(/. ) j4:D = (c, • • • . ^) (e, . • . • ä) = (^, • . . • c) (o, • • . . rf)* 
Hiermit haben wir zugleich eine der bemerkenswerthesten Relationen zwi* 
sehen Kettenbrüchen: 

6. (^, • • » • I?) (e, • r • • 6) = (^, • r • • er) (a, • • • • </) 
erbalten, in welcher^ wenn sie auf eine beliebige Anzahl von Elementen 
ausgedehnt wird, a und b das erste und zm^eite^ e und d das letzte imd 
vorletzte Element bezeichnen« 
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Siibstiluireii wir ijetzt die gefundeneu Yerhültni&werthe von -rf, JB, 
C, D in (a.), so koinmmt: 

y ^(^^...•^(^^••••^) — (^,....a)Ä? — («^»••.•^)y + -y = 0, oder 
zwei Gleichiuigen 9 denen man auch die Form; 

s= (e, . . . .ß) [(ff, *. . .c) — (a, .•••</)} 
geben kaunu 

§. 4. Zusätze uud Folgerungen, a) Setzt man iii (7*«) für 
X seinen Werth aus (4.), so kommt die identische Gleichung: 

• WO noch j — r für y — (^, •••.ä) gesetzt worden (1.). 

Man schreibe jetzt / statt y und bezeichne die Differenzen : 

(O, . • . ./) (^1 • • • • ^)> (ff, . . . . ^) — (ff, . . . . rf), U. S« Wr 

mit A(ff, •••.^), A(a^ ...^ d)^ u.s.w., so hat man: 

A(ff, ..r.^) = (/, •...o)(^, ...• ff) A(ff, ....rf), 

und eben so: 

A(o, . . . • rf) == (<?,.... ff) ((/,•... ff) A(ff^ i, c), 

A (ff, Äy c) = (rf, .••.ff) (c, Ä, ö) A^ff, 4), 
A (ff, Ä) == (c,i,ff) (6, ff) A(ff), 

folglich, weil (ff, b) = -r^-j , (*, ff) = ^^,1 > "'^^ daher A (ff) = (ff, b) — (ff) 
:=z{b,a){af wirdr 

A(ff, Ä) = (c, Ä, ff) (Ä, ff)» (ff)% 
I A (ff, Ä, c) = (rf, c, Ä, ff) (c, i, ß)» (i, a)« (ff)^, 
A(ff, .... rf) = (e, .... ff) (rf, ... . af (c, b, ay (Ä,'o)* (ff)% 
u. n. w. 

6) Die Gleichung (7^.) lüJGst sich dalier auch so darstellen: 

9. [x — (ff,..».t')] [y — (^,*»^«ff)] = (^,..-.o)*(rf,. •••ff)'. . .♦(«)% 

woraus wir den Schluls ziehen: Wenn von zwei veränderlichen Grölsen 
X und y, die eine von der andern so abhängt, dafe x = (ff,«...^,y), folg- 
lich auch y = (e, . . . . ff, x)y so ist, je nachdem x > oder < (ff , • . • • e) ge* 
uommen wird , auch y > oder <C (^, . * . . ff ) , indem das Product aus den 
Differenzen x — (ff,....€*) und y-^(^, .^t^ö) einem, von x oder y übrigeji« 
unabhtiqgigen Quadrate gleich ist« 
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c) Von den zwei nach (7*,) identischen Ausdrücken: 

(^, . . . . o) [(<7, .... — (^r- • • • ^] "nd (ff, . . • • ^)[{fy • .ö) — (^, ••• • i)] 

entsteht der eine ans dem andern, indem man die Elemente a, &, c, d^ e 
in umgekehrter Folge nimmt. Es wird daher auch das dem erstern die* 
ser Ausdrücke gleich gefundene^ aus Quadraten zusammengesetzte Product 
durch Yertauschung der Elemente o, • . . • ^ mit e^.. ..a seinen Wwth 
nicht ändern; also, nach Ausziehung der Wurzdn: 

(^, .... o)(rf5 ....o). • • •(*^ö)(ö) = ±(a, .••.e)(6, ..••O« • •-• (ßy^) iß% 
Um über das doppelte Vorzeichen zu entscheiden, so begreift man 
leicht, daCs, wenn bald das eine, bald das andere Statt finden sollte, ein 
solcher Wechsel nur bei Änderung der Elemeutenzahl eintreten könnte, 
nicht aber bei Änderung der Werthe der Elemente, wahrend ihre Anzahl 
dieselbe bleibt. Nimmt man nun alle Elemente dnander gleich an^ so wird 
{€y .... ö) = (a, * . . .e)y (rf, . , * , c) =z= (Ä, . . . . e), u. s« w., (A, a) x= (rf, e), (o) = (e), 
* welches auch die Zahl der Elemente sein mag« Mithin kann immw nur 
das obere Zeichen in jener Gleichung Statt haben, also: 
10. (e,.,..ö)(rf,..«.o) . . • .(Ä,ß)(o) = (a,...^e)(6, ....e). • .« (rf,^)(^). 

d) Dasselbe Resultat lolst sich auch immittelbar aus der Gleichung 
(6.) und den ihr analogen herleiten, wie jeder ohne Schwierigkeit finden 
wird. Auch hätte man durch dieselbe Gleichung sdbst zu den Gleichun- 
gen (7. und !*•) geradezu gelangen können. Es ist nemlich nach (6*)^ 
wenn y als neues Element zu ff, * ... ^ hinzugefügt wird; 

(a, ... .^, y) (y, e*, .... Ä) = (y, <?, . . ..^ 0) (ö, • - . . e), 
oder nach (I.): (a,, ,.f,y) _ (fl,....e) 

y — (e,....6) / — (e,.,..a)* 

Setzt man hierin x für (ff,....^, y), so hat man die erste der GleL- 
ehungen (7.) und damit auch zugleich die iäirigen gefunden. 

$. 5* Man setze die aus den Elementen a, • • . • ^ gebildete Function : 
80 ist zufolge der Gleichung (10.) \ 

12. [Ö, by Cy dy C] = [C y rf, Cy 6 flf] , 

und eben so bei jeder kleinen oder gröCsern Zahl von Elementen. 

Diese neuen durch Klammern angedeuteten Zusammensetzungen 
der Elemente a> /(, c, • . • « spielen in der Lehre von den Kettenbrächen 
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eine sehr wichtige Rolle und besitzen eine nicht geringe Anzahl merkwür- 
diger Eigenschaften. 

Die aus dem Bisherigen unmittelbar fließenden Eigenschaften der- 
selben sind folgende. 

a) Der Werth einer solchen Function ändert sich nichts wenn die 
Elemente in umgekehrter Folge genommen werden (12*). 

b) Weil nach (1 1 .) : tt r . . ^ \ = [ä, . • • • ^] ^U »<> konam^ 

wenn man diese Gleichung durch (IK) dividirt: 

wonach daher jeder Kettenbruch von der in $. 1« angenonmienen Form 
als der Quotient zweier dergleichen in einander dividirten Functionen 
dargestellt werden kann« 

c) Eben so ist: (rf,....ö) = ^'^. Mit diesen Werthen für 

(ey....a) und (</^...,o) verwandelt sich die Gleichung {!.): (^/••••a} = 
t 

_.^ a) *° 

und auf gleiche Art hat man: 

Endlich ist [a,Ä] = — 7T7Tr = öÄ — 1, so dafis daher, weil analog 

mit den vorhergehenden Formeln [Oyb] = [ö]ä — [ ] sein sollte, wir schlie- 
Isen können, dals, weqn innerhalb der Klammem kein Element mehr vor« 
kommt, ein solcher Ausdniok der Einheit selbst gleich ist. 

Die neuen Functionen sind demnach insgesammt rationale und ganze 
Functionen ihrer Elemente, nemlich: 

[a]=:a, [/7,4] = ÄÄ — 1, [flr, 6, (?]. = c 4 c — a — c, u. s.w., 
und mit Hülfe derselben kann nach (13.) jeder Kettenbruch in einen ge- 
wöhnlichen Bruch mit rationalem und ganzem Zähler und Nenner ver-^ 
wandelt werden. 

d) Werden in den Gleichungen (8.) die eingeklammerten Aus- 
drücke statt der Kettenbrüohe eingeführt, so erhalt man: 

(\ / j \4 / \% '^* • • • • ^/ ^ 
e. • • • • ) ( ex, • • • • O ) • • • • (0) = jr- =ry = r -r-= i 

= A(.,....«0 = (« e)-ia,....i) = ^1^-^^, 
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und damit dio merkwiir()ige Relation: 

13. [aj....d][b^,...e\-^[a^....e\[bj....d\^= 1 ♦)• 

Endlich kann der Gleicliung (9.) ^Mischen x und y die sehr ein« 

fache Form gegeben werden: 

16. [x—ia, ,...(?)] [y —{e,. ...q)\ x= j— — -tt, 

oder, wenn man die Ketfenbrüche durch Functionen mit Klammem aus- 
drückt, und mit Anwendung von (15.); 

§•6. Um etwas verborgener liegende Eigenschaften der Ketten« 

brache imd der 'mit ihnen verwandten Fimctlonen zu entdQcken, ^voDeo 

wir in der Gleichung (4.)^ wo eine beliebige Anzahl constanter Elemente 

und ein verfinderliches Element y^ zu einem Kettenbniche verbunden^ den 

Werth einer andern Yeranderlichen x bestimmten, die Reihe der Elemente 

als aus zwei Gruppen bestehend uns denken und demzufolge 

(a.) X = (flr, A, • • • • dy e^ /, o', A' > . • . rf', e'^ y) 

schreiben. Hierbei sind nemlich a, b und a% b' die zwei ersten Elemente, 

i/, 6», / und c/', e'y y die drei letzten Elemente der ersten und zweiten Gruppe« 

Die Anzahl der Elemente in jeder der beiden Gruppen ist willkiuliclu 

^lan setze nun 

{b.) w ;= («',•. ..e*yy)y 

so wird nach (2.): x = (a, • • • • e^ f — iv)\ also wenn man 
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*) Bei Euler, welcher die einzelnen Brüche — , -r-» — % • • * • nicht durch Sub- 

a b c 

traction, wie hier geschehen» sondern durch AdditioD zu einem Ketlenbruche vereinigt, 
haben deshalb auch die Ausdrücke [a, &, r, . . . .] eine etwas andere Bedeutung. Statt 
dafs nemlich hier die Froducte, in weldie sich diese Ausdrücke aui'lüseii lassen, durch 
Addition und Subtraction wechselsweise mit einander verbunden sind, sind sie es dort 
blofs durch Addition ; und eben so werden sich auch die zwischen solchen Ausdrücken 
selbst hier aufgestellten Relationen von den dortigen rücksichllich der Vorzeichen un- 
terscheiden. So ist zwar die Formel (12.) auch bei Euler ganz dieselbe. Dagegen 
»liissen in den Fonneln (14.), um sie in die Eulerschen zu fibertragen, statt der Mi- 
nuszeichen rechter Hand> Pluszeichen gesetzt werden* In (15.) aber ist statt der 1 
cur Rechten, +1 zu setzen, -("1 bei einer ungeraden, — 1 bei einer geraden Anzahl 
der Elemente o, •... e. Eben so mufs auch in den spater folgenden Formeln (20, 
und 24.) das Glied zur Rechten nach Beschaffenheit der Element enzalü bald positiv bald 
negativ genommen werden. 

Diese doppelten Vorzeichen fallen nun hei der von mir angenommenen Bildung 
der Kettenbrücho durcli Subtraction überall hinweg, daher ich dieser Bildung, der da* 
durch für das Folgende bewirkten grüfseren Einiaclibeit willen, den Vorzug geben zu 
müssen geglaubt habe. 
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(r.) f=sv\'W setzt: 

Die Gleichung (a.) kann hiernach^ als durch Elimination von v mid 
w aus {b.^ c. und c/.) entstanden, angesehen werden« Um diesre Elimina« 
tion jetzt auszuf ähi*en , setze man: 

(flr, ....^) = a, (^, ••..«) = ß, l:[a9f .^J = y, 

(o',....i?') = «', (^',.-.öO = 0^ l:[ö',.*..e'] =y^, 
so gehen die Gleichungen {d. und &•) nach (16.) über in: 

[x—c^] [v-Q>] = y% [a;-Ä']ry— ßl = y'^ 
und man erhalt in Verbindimg mit (c.): 

als das gesuchte Resultat der Elimination. 

Zu euier Gleichung zwischen x und y^ wo keine dieser beiden 
Yeräuderlichen in einen Kettenbruch mehr verwickelt ist^ führt aber (a.) 
unmittelbar, wenn man 

(a,....eO = «'', {e',....a) = ß'^ li[a,....e'] = y'^ 
setzt, indem daim 

(^. und /•) müssen daher zwei identische Gleichungen sein. Es folgt aber 
aus (/.) : y = oo für x = a'', und jp = oo für y = ß". Substituirt man 
diese zwei Piaare zusammengehöriger Werthe von x und y in (^.), so kommt : 

{g.) y* = [«''_Ä]J, y''=[ß''-ß']^. 

Da femer x und ß^ zwei zusammengehörige Werthe von or und y 
fai der Gleichung {e.) sind, so hat man wegen (/•): 

(Ä.) [«-«"j[ß'-ß"] = y^ 

Mittelst der drei Gleichungen {g. und h.) werden die drei Con- 
stauten ot»"j ß"^ y" in (/•) durch die Constauten in {e.) bestimmt, und es 
können daher aus der Yergleiclumg von {e.) mit (/.) nicht noch andere, 
aus {g.) und {h,) nicht schon fliefsende Gleichungen hervorgehen. 

Durch Verbindung der drei Gleicluuigen {g. imd A.) erhält man 
leicht folgende: 

Zieht man aus diesen die Quadratwurzeln, und behalt, was bald 
nachher gerechtfertigt werden wird, blob die positiven Vorzeichen bei, 

CrcUt'« Joura»! d. M. VI. Bd. 3. HiL 30 
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und setzt endlich for »j od'^ ß\ ß^\ y^ . . • • ^ aus dem Torigen ihre 
Werthe, so ergehen sich die Relationen: 

'«• <'' ■"-('''-•°')=i?r: /:'.-ii;'''....-i ' 

von denen sich die beiden ersten nur durch die entgegengesetzte Folge 
ihrer Elemente , also nicht wesentlich von einander unterscheiden. 

Drückt man die in (17. und 19.) noch vorkommenden Kettenbrüche 
nach (13.) durch 'Functionen mit Klammem aus, so kommt nach leichter 
Reduction : 

20. [flr, ....^][^, .... ^'J — [flf, ....^'] fÄ, ....^] = f«', ....e'J, 

= [flr, . . . . rfj [a\ ....€'\-\-[ay....e] [ä', .^. . . e'J, 
oder noch einfacher, weil [a, . . . • e] / — [a, .... rfj = [a, ... ./] ist : 

22. [flf, •..•/] f'»', ....^'1 — [flfj ^'] == K. ...«][*', ....e']. 

Um mis noch von der Richtigkeit der bei Ausziehung der Wurzeln an- 
genommenen Vorzeichen zu überzeugen, so ist es, wie schon in $• 4. erinnwt 
worden, hinreichend, diese Richtigkeit für bestimmte Werthe der Elemente^ 
aber für eine unbestimmte Anzahl derselben darzuthun«^ Man setze daher 
sammtliche Elemente einander gleich, jedes =2, so erhalt man nach (14.): 
[21 = 2, [2,21 = 3, [2,2,21 = 4, [2, 2,2,2J = 5, u. s. w-,' 

und nach (13.) , (2, 2, 2, . . • .) =: ■ , ^ , wenn m die Anzahl der Elemente 

bezeichnet; also (2, 2, 2, . • » ») = ^inem positiven echt^i Bruche, d» sich 
desto mehr der Einheit nähert, je gröiser die Elementenzahl ist» Hiermit 
übersieht man nun sogleich, dafs (wenn jedes Element =2 ist, welches 
übrigens auch ihre Anzahl sein mag) das in jeder der Gleichungen (17* — 
19.) zu beiden Seiten des (=-) Zeichens Befindliche eine positive Grölse 
ist, dab folglich diese Gleichungen, mithin auch die daraus abgeleiteten 
(20. und 21.), hinsichtlich der Vorzeichen ihrer Glieder, richtig sipd» 

$. 7» Die Gleichung (20.) kann als eine Verallgemeuieming von 
(15.) angesehen werden, indem die erstere Gleichung in letztere über* 
mht. wenn man auf e unmittelbar e^ folseu laistr Man kann abw die 
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GI^chuDg (20.) selbst noch sehr verallgemeiaern ^ wenn man die 
der Elemente in noch mehr als zwei Gruppen zerlegt. 

Bestehe. sie zuerst aus drei Gruppen und sei sie daher nach einer, 
der' vorigen analogen Bezeichnungsart : 

a e f a* e* V a'* e'' 

so ist wie in (17.): 
folglich 

[a, ....«] [a, .•.. f^ [er, . . . . tf'] [a, . . . . e"] [a, . • . • e] [a, . . . . e"] ^ 

^e Relation^ deren Bildnngsgesetz^ wenn man sie mit der oben stehen« 
den Reihenfolge der Elemente zusammenhält^ sehr leicht eritjumt wird, 
und daher keiner weitern Erörterung bedarf. 

Von dieser allgemeinen Relation kommt man auf (20.) wieder zu- 
rück durch Weglassung der Elemente ö, .*. . . £•, so dafe noch /, o', . • . e\ 
/, fl^', .... e^' übrig bleiben. Hiermit wird [c, . . . . e»] = 1 ( vergU §. 5.), 
und (24.) gebt über in: 

[ff.*^-e'][a',....e''] — [/,... .e"][a',....e'] = [a'%....e% 

Eben ao gelangt man wieder zu (20.), wenn man die letzten Ele* 
mente a^% • • • • e^* streicht imd iMe noch übrigen in umgekehrter Folge 
nimmt. 

Yemichtet man aber die mittlem Elemente a% . . . . e' und lofst daher 

Üy . • • • €y jy J y Q j % % 9 . € 

die Reihenfolge der Elemente sein, so ist \a'^ . . . . e'\^=zi zu setzen^ und 
(24.) TOrwandelt sich in: 

' welches auf (22.) hinauskommt. 

Die Gleichung (22.) kann insbesondere dienen , um Producte aus 
Functionen mit Klammem in Summen derselben aufzulösen, eben so, wie 
ein Product ans Sinussen imd Cosinussen in eme aus diesen Linien beste- 
hende Smnme verwandelt werden kann. So ist z. B. 

30* 
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[a, i, c] [a', 4', cq = [a, *, c, a', *', c'J + [a, 4] [b\ e% 
[a, i] [i^ c'] = [a, 4, i', c'] + [c] [c'], 
W [c^] = K C] + 1 , folgUch 
[a, b, c] [ö', Ä', c'J = [ö, Ä, c, a\ b% €'] + [a, 4, Ä', c'J + [n, c'] + U' 

Werde jetzt dasr System der Elemente in vier Gruppen zerlegt und 
sey* w daher 

80 erhalten irir auf ganz ähnliche Art, vne -wir vorhin zu (23.) gelangten, 
die Rdationr 

__ [g^ e"'^ 

t« *][« '"']' 

woraus sich die bei noch mehreren Gruppen Statt findenden Gleichungen 
von selbst abnehmen lassen. 

§. 8. Nachdem in dem Bisherigen die merkwürdigsten Relationen 
zwischen Kettenbriichen imd den mit ihnen verwandten Fmictionen ent- 
wickelt worden sind^ will ich noch zeigen , wie die Zerlegung der Ele- 
mente eines Kettenhrudis in mehrere Gruppen nicht selten zur yerein« 
fiichung seiner Form und seiner Berechnung mit Nutzen angewendet wer^ 
.den kann. Sei zu dem Ende, wie in (4.)^ x durdi y und mehrere con- 
stante Elemente mittelst eines Kettenbruch» gegd>en» Man bilde aus den 
Elementen mehrere^ z. B» Tier^ Gruppen^ und nehme daher an: 

26. X = («,.... i?,/,ö',....e', /, a'^,....i?", /", 0% ....e% y)- 
Mdn setze nun: 

(a%....e% >) = *'", 
so ist nach (2.): 

und nach (16.), wennmannoch (a, ....e)s=«, (e,.,.,a)s=ß, l:[a,....e] 
s=y, (o', ,...«0 = *^ u. ff. w. setzt: 

[x"'— «"^ \y — ß'"J = /"% 

folglich xr=«+ ^_^^ , ap'=«'+^^;::^^^|;:^„ u,8.w.,undwenninÄn 
daraus or^, jp^', x'^' successiTe eliminirt: 
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f-ß-«' Z77. 



f'-ß"-«"'-j:rß!7r' 

Hiermit erscheint der Werth von x wieder in der Gertalt eines 
Kettenbruchs^ der jedoch nur aus so vieien Gliedern besteht^ als in wie 
viel Gruppen man die Elemente des anfänglichen vertheilt hattOr 

Es^ lä&t sich aber dieser neue Kettenbrucb auf dne für die Beredw 
ming noch bequemere Form bringen. Man setze x — «& = :s^ a/-«-a^ss4/^ 
n. s. w« j so werden die Gleichungen (a.) i 
{b.) z[/-ß— ä'— «1=/, «'[/^— ß'— «"—«''] = 7", u.g.w. 

Es ist aber nach (19.); 

/_^..=/_(,,.....)_(a'...^.0 = p-^^gi^TT]. 

und eben so: f — ß' — «"= ru — ' JirL/ — 37t:> *• «* ^* Femer war 

tuirt man alles dieses in (^r), und setzt hierauf noch der Kürze vrillen: 

[a^w...e]z'=v, [a', •...e']«'=t^V o. s* w.y 
so verwandeln sich die Gleidiungen (&•) in; 

V {[öf, ^ . • . ^ ] — [(Tf • • € • e] v^ } sx [a^, ^ . ^ . e*] , 

EndKeh ist ^ = »+«s=sy if[*>««»»^]+^}> und wenn man 

darin den aus den vorhergehenden Gleichungen^ nach Elimination von v^f 
^'^ v''\ fliefiienden Werth von v substituirt^ 
Vt. x^ 

$• 9. Ton dieser Formel^ deren Fortgang bei eiüer nodi grolsem 
Anzahl von Gruppen von selbst erhellet^ wird sich der Nutzen am besten 
durch Anwendung dersdben auf ein^e besondere Fälle erdrtem lassen« 
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Nimmt mau ^ yf9& bisher mibestimmt blieb ^ die Anzahl der Elemente in 
jed» Gruppe^ gleich grofs an, =m, so ist in (27.) die Aufgabe gelost: 
einen Ketteubnich von der in {• 1« angenommenen Form in einen andern 
zu verwandeln^ der m mal weniger Glieder hat 

Soll daher z.B. der Kettenbruefa 

in einen andern mit halb so viel Gliedevn un^efonnt werden, so bat man 
in Vergleich mit (26.) die Elemente 6, .... e, b',,,,,«^, 6'^, . . . « e", u. s. w« 
ab weggelassen zu betraohten, und es wird [6,....e] = l, [a,.,..e]s=ff, 
[c', , . . . e'] = o', u. 8. w. , [«,.... «'] = [Off, a'i = afa' — a — o' (§. 5. c), 
[«',.... «"} = o'/'o''—a'—«''» U.8. w.; folgKch nach (27.): 

28. L^ =1(1+^^ -^ 

a afa'-a-a' ^^^ 

f-- 7 a'f>a"-^-a". 



a''f/a'»-^*—a*"— etc. 



/'— etc. 

also auch, wenn man/, f-y f", .... mit den oitgegengesetzten Zeichen nimmt: 



a+-^^ 7- " ^ «/a'-|-a + «' 



^^i --^ - -r«-r« -«/yv«..^^^^./_ etc. 



«'+* 



y^^. elc. 
So ist z. Bs , wenn wir a =/= a'^sf^ss . . , ^ = 2 setzen^ nach (29.): 

2H j^ 12 j 6 j- 

2+-^^ — T 12—75 * 6—« • 

^^ , 1 12 — etc. b — etc. 

^'*'2 + etc. 

wobei daher die Berechnung von v^2 durch den letztem Kettenbruch nur 
halb 8o viel Glieder zu berücksichtigen erfordert^ als wenn ^2 durch den 
erstem berechnet werden soll. Da femer nach (28.) : 

6_'1_ 34 _i 34— etc. 

6 — elc. 34 — etc. 

und damit von Neuem eine doppelt so schnelle Convergenz, also eine vier- 
mal schnellere als bei dem anfänglichen Kettenbruche beviirkt. 

Um einen Kettenbruch auf einen andern mit einer dreimal gerin« 
gern Zahl von Gliedern zu reduciren^ so kommt, wenn mau in (26. und 
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27.) die Elemente <?,..*. e, c', ....e', ius.Tr. wegläist und der Kurze wfl- 
len [c, 4] a= « 6 — 1 = «, [a*, b'] = «'» [a", b''] = «'', u. s. w., [<x, A, /, «', Ä'l 
=zabfü'b'-^aa'b'—abb'-^abf—fa'b'-{-a-\-f+ b'^A, [«', b'^f^a'^ b"\ 

= ^', [o'V« • • • *'"] = ^"f "• 8« w. setzt : 



30. 1-r = -!fr+^^- r. 

a— T- A 



1 a'a'" 



^_ 2 A"— etc. 

-^ a'— etc. 

Win man in dem Kettenbruche zur Linken die einzelnen Briiohe 
diu*cb Addition Terbunden haben ^ 80 nehme man die Elemente von ge- 
rader Stellenzahl^ d. i. ä, c', fy b^'y o'", f'*'y • . • . mit entgegengesetzten 
Zeichen. Sei demnach [a, — AJ = — ab — 1 = — ß, [ — o', A'] = [a'y — 4'] 
= — ß', {a*'y — Ä"J = — ß", u* 8. YT. Da femer, wie leicht ersichtlich, 
die Entwickelungen von [a, — ü, /, — a', i'] und [ — ö, ä, — /, a', — A'] ge- 
ftmden werden, wenn man in obiger Entwickelung von [o, byfy afy b'\ alle 
Glieder das eine Mal mit positiven, das andere Mal mit negativen Zeichen 
nimmt, so setze man: 

[fl", _A//^ ....] = B'\ u. 8. w., 
und es wird die vorige Gleichung: 

'^"'"a'+etc. — ^^'— etc. 

Mit Anwendung auf das obige numerische Beispiel, wo Jedes der 
Elemente 5=2 war, ergiebt sich ß=:ß^=»..^c=:5, JSssfi^sr •.,.:= 70, 
und daher: 

2+2+ etc. ''^+75qretc. **+ 14+ etc., 

wodurch wir einen Kettenbrjiich erhalten haben, von welchem die ersten 
m Glieder den Werth von /*2 mit derselben Genauigkeit darstellen , als 
ihn die ersten ^m Glieder des anfiingliehen geben. 

%. 10» Nicht selten tritt der Fall ein, dals in einem Kettenbruche, 
wie (26.), zwischen gewissen willkinrlich zu nehmenden Elem^iten die an- 
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dem stets auf dieselbe Weise wiederkehren. Seien /, ff /^^^ • • « • dto 
erstem Elemente^ zwischen denen die übrigen sich periodisdi wiederholen^ 

und daher [af.^M.e]=:la'^....e']:ss[a^^^ ....e^^^^ ...p In diesem Falle 
ISist sich der reducirte Kettenbmch (27.) ^ bei welchem mit jeder neuen 
Pariode ein neues Glied anhebt^ nodi etwas einlacher darstellen« Es wird 
nemlidi nach (2h) t 

wenn ¥rir [a^^«..e]s=^^ [bf....e]^;szBf [a^«.»<Qs:Z> setsen; mid d>en 
so [o>i.«*^] ^sA\AS' — B — B\^ u« St w«) folglich nach leichter Reduotion: 



4f—D—B-'- 



4f^D—B * 



So flieCBt z. B. sdum aiu (28. und 29.) t 

ö+ r «/+2— 



Ferner ist für die Entwickelung von (a»^»/>ff}6)/')0, 6, /'', ....)» -^ 
[a,i] = a6 — 1) Bssb, Dssa, und mithin 

M- ^ =-^H * t 



a T- (a&— 1)/— a— &r- ■ ' 4 

^ a— elc. 



Sollen in dem Kettenbruche zur Linken blois positive Zeichen vor* 
kommen^ soll also der Kettenbmch (a, — A, /, — a, b, — /', a, — *>/''> • • ••) 
reducirt werden ^ so scheint es w^en des Wechsels der Zeichen Ton a 
und b nöthig^ zu der allgemeinern Formel (31.) zurückzukehren^ um damit 
zu erfahren^ welche a und welche b in (34.) zur Linken mit entgegen- 
gesetzten Zeichen zu ^nehmen sind. Indessen kann man das gesuchte Re- 
sultat auch aus (34.) unmittelbar auf folgende Weise erhalten. Es ist^ 
wie man leicht findet: 

(ö,6,r,rf, ^,...0 = i(aiy y, <?/, y, ei, . . ^ .) 

fiir jeden beliebigen Werth von /• Setzt man nun ersdich /ss /* — %, fo 
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wird -= — /, und 

und wenn man by dy fy • • « . mit eutgegengesetjsten Zeichen nimmt : 

(flr, — byCj — rf, tf, ...•) = i(ai\ biy ciy diy eiy ....). 
Setzt man ferner / = — 1 , so kommt : 

(a, Ä,C, rf, •.,.) = ( Oy by Cy-^^dy ••••), 

und bei negativen Werthen von by dy fy « • • • ; 

(py Ä, C, •— rf, ••,,) S= — ( Ä,Ä^ — r, rf, • •••)• 

Man multiplicire daher die Gleichiuig (34*) beiderseits mit iy = /" — 1^ 
schreibe darin aiy biy //, /'/, • , , . statt Oy byfy, fy . . . ., und es ergiebt 
sich mit Hülfe der eben aufgestellten Relationen: 

$• 1 1. Wenn in (32.) die immer vriederkehreuden Elemente ay..,.ey 
in umgekehrter Folge genommen werden^ so bleibt ^ = [a^ • • • • ^] = [^^ • . • . a] 
unge&ndert; B:=[by....€^ geht uher m [dy..,.ä]^='[ay,...d]^:sDy und 
eben so D in B. So wie daher 

{Qy....eyfyay....eyfy....)^^{B^{jf—D—By Af'—D—By . . . .)]y 

80 hat man auf gleiche Art: 

{ey....ayfyey....ayS'y....)^^{D^{Af^B~Dy Af—B—Dy ....)}; 
folglich ist die Differenz: 

dO» \Py •• ••^f f^ Oy 9 m€yj y .#••) — (^€y • • •• ^^Jy ^y • • • • ^9 J y • • ••) 

= 2[- — ^ a= (ff, .... e) — (€y .. . . ö), 

also diese Differenz merkwürdiger Weise ganz unabhängig von den Wer- 
then der Elemente /, /', /", • • • • Nur mufe die Anzahl derselben , was 
wohl zu bemerken, imendlich sein; d. i. die zwei Kettenbrüche zur Lin- 
ken dürfen nie abbrechen* 

Sind auch die Elemente /, /', f'\ .... in inf. einander gleich , ist 
also der Kettenbnich ein vollkommen periodischer, so lalst er sich, wie 
bekamit, als die Wurzel ehier qaadratisdien Gleiohimg betrachten, deren 
Coefficienten rationale Functionen seiner Elemente ff, • « • • ^, / sind. Setzt 
man nemlich: 
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• «i / • (Öf j 9 m mm^^Jj (t ^ • • 9 • ^y J y Qy • • • •} ^=S Xj 

80 ist nach (2.) auch: x;=.(a^«... ^^/ — x)y und daher nach (16.)^ wenn 
man / — x für das dortige y schreibt : 

38. [x — {ay....e)\[f—x—{e,....a)\ = =- ^, 

^Cc^ • • • • CJ 

oder weil/— (^,....ö) = T7: [«»--/] ^j (flr,....e) = p-^^-^: 

39. {[ay.,..e\x — [*, ....^]} {[flf, ..•./] — [ay....e\x} = 1, 
oder auch mit Hülfe der Relation (15.): 

40, [ay....e]o(^ — {[öf, .../] + [*> ••••^]}^+ [*>••••/] =0, 
eine quadratische Gleichung , woraus nach (39.) rückwärts und iiberein- 
stimmend mit (32.): 

t^'----^^-t^'--'^~[a,. .../]- etc. 

Bielst. 

Die Summe der zwei Wurzeln ist zufolge (38.): 

= (ff^ • • • • ^) +y — (fy •••• ö). 

Da nun die eine Wurzel s=(tf^ •••• e^^) a^ •«••)^ so ist die andere ' 
also nach (36.): 

S=S y • [6^ m •• •Oy Jy €y • • • • Cly Jy 9 9 9 »J S^ 



Wir folgern hieraus : Die quadratische Gleichung y zu welcher ein 
periodischer Kettenbruch von der Form (37.) führt, von welcher also der- 
selbe die eine Wurzel ist, hat zur andern Wurzeln den reciproken Werth 
des periodischen Kettenbruchs, welcher durch Umkehrung der Elemente 
des erstem entsteht. 

Dasselbe Theorem läfst sich auch unmittelbar aus der Betrachtung 
von (40.) ableiten. Denn da von dieser Gleichimg der Werth von x in 
(37.) die eine Wurzel ist, so muis auch, wenn a, . . . i e, / mit /, ^, • • . .-a 
vertauscht werden, (/^ ^^ • • • • ^> ^^ /> ^i • • • • ^9 <7, /*, • • • .) die eine Wurzel der 
Gleichung 

[by....f]y^—{[ay....f] + [by9...e]}y+[ay....e] = 
sein. Da aber, wie man sogleich sieht, die Wurzeln dieser Gleichung den 
reciproken AVerthen der Wurzeln von (40.) gleich sind, so muls auch das 
Reciproke von (/,.... ff, /,..., ö, ,., .) eine Wurzel von (40.) sein« 
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Dan Product aus den beiden Wurzeln der Gleicbung (40.) ist 

[&,>>>>/] ^ p ^] > h""-^i = ft^'"-^? , und man hat daher die nicht 

minder n^erkwürdige Relation: 

41 (<y» . . . . jT, g, . . . . 7, g, . ■ . .y, g, . . . .) ^^ (g, . , . ../) 

(y , . . • . g| /, • • • • o> y I . • • • g, jr, • . . .) (jr, . • . . g j 

Ist der Kettenbruch Ton der Form ( a^ — &^ Cj — dj • • • •} ^ sind 
also die einzehien Brüche durch Addition mit den Nennern der jedesmal 
Torhergehenden verbunden ^ so unterscheide man^ ob die Anzahl der die 
Perioden bildenden Elemente gerade oder ungerade ist Im erstem Falle 
kehren in gedachter Form die gleichnamigen Elemente immer mit denselben 
Zeichen zurück^ und das letzte Element/ jeder Periode hat dasi negative Zei« 
eben. Zu (a, — bi....e^ — /, ö, — A, ••..) gehört daher als zweite Wurzel : 

« 

1 — 1 

Dasselbe findet aber auch statte wenn zweitens die Anzahl der pe« 
riodischen Glieder ungerade ist« Man muls nämlich akdann immer zwei 
Perioden für eine rechnen^ damit die Elemente nicht nur ihrem absoluten 
Werthe^ sondern auch ihrem Vorzeichen nach periodisch wiederkehren« 

Von der quadratischen Gleichung, zu welcher ein periodischer Ket- 
tenbruch mit bloits positiven Zeichen führt, wird daher die andere Wurzel 
geftmden, indem man die Elemente in umgekehrter Folge nimmt und 
hierauf den Kettenbruch in die negative Einheit dividirt. So sind z. B. 

rs und x" = — \o-\ 5" 

i+i— j- a^ 



x' 



'"•"«TL- '' + H-etc. 

^b-\- etc. 

die zwei Wurzehi der quadratischen Gleichung: 

{ab-\-l)3t* ■\-{abc-\-a — b-\-c)x — bc—i = 0. 

Werden für a, by Cy wie gewöhnlich,, positive ganze Zahlen genom- 
men, so ist die Wurzel x* ein positiver echter Bruch, und oc" negativ und 
absolut gröDser als die Einheit. 

Die reciproken Werthe von x' imd x" sind: 

/ = « + - 



r und 


y"--'i 


i4- 






31* 
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und diese die Wurzeln der Gleichung: 

(Äc+l)y* — (fihc^a — b^c)y — ab — 1 =0. 
Ninunt man auch hier für a^ bj c positive ganze Zahleui so ist y^ gröber 
als 1, und y" z^yischen und —1 enthalten, 

$• 12. Die hiermit erörterte Art und Weise, nach welcher zwei 
periodische Kettenbrüche als Wurzeln einer quadratischen Gleichung zu- 
sammengehören! ist von einem Herrn Galois entdeckt und in Gergon- 
ne's Annaleu, Tom. XIX., bekannt gemacht worden. Doch ist mir da- 
von nur die Anzeige in de F^russac Bulletin des scienc. mathöm. Avril 
1829. /7a^.254. zu Gesicht gekommen« 

Wird die von Hm« Galois gemachte, wenn auch nicht ausdrück- 
lich a. a« O. beigefugte Bedingung, dals a, £, r, • • • • positive ganze Zah- 
len sind, weggelassen, so kötmen die Wurzeln euier quadratischen Glei- 
chung, wenn sie anders möglich sind, stets durch zwei Kettenbruche von 
der gedachten Form aimähenmgsweise gefunden werden. 

So folgt, um dieses auf die möglich einiachste Weise zu bewerk- 
stelligen, aus der quadratischen Gleichung: x^ — ;ij?-|-^s=0, unmittelbar: 



p-iL 



p — etc. 

Hat nun die Gleichung zwei mögliche Wurzeln, ist also /'*^4^, so con« 
vergirt dieser Kettenbruch, und giebt so genau, als man will, die absolut 
kleinere der beiden Wurzeln. Die absolut gröfsere ist: 



P^p — etc. 
Um dieses Verhalten der Wurzeln darzuthun, so heÜsen sie selbst: 
a und &• Alsdann ist /isa -f* &, fzssab^ und der erstere Kettenbruch 

ab am 



, ab 4 1 »^ 



aJUy 



I , a^ 4 1 _5 



wenn man noch bs=.am, und den Kettenbruch, durch a dividirt, =J(f 
setzt. Die angenäherten Werthe ?on M werden in ihrer Folge sein: 

folgUcb, wenn mau Jf' = 1 — iV', M*'^ 1—N", M"*= 1 — i\r% u. s. w. 
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woraus sich weiter ergiebt: 



und nach diesem Gesetz weiter fort. Sei nun b die ahsohit grolsere der 
. beiden Wurzeln, also m absolut grölser als 1, so werden sich die iV"'-«' 
in ihrem Fortgauge immer mehr und ohne Grenzen der Null, folglich die 
M" " * ' der positiven Einheit nahem , so dals M selbst = 1 ist. Der 
Grenz werth, dem obiger Kettenbruch immer naher kommt, ist daher 
z=iaMz=zas=z der absolut kleinem von beiden Wiurzehi» 

$• 13» Unter den Kettenbrüchen mit wiederkehrenden Elementen 
durften diejenigen noch einige Aufinerksamkeit rerdienen, bei denen das 
wiederkehrende Element die Einheit selbst ist« Man findet leicht, dals: 

(i,y)=j;=I» (i,i,y) = i-y, (i,i,i,y)=y, (i,i,i,i,y)=j;:^, 

laid so fort zu dreien abwedisdnd. Es folgt hieraus: 

(l,l,a,l,l,4) = (l,l,« — (l,l,i))«(l,l,a + Ä-l)«2-«~Ä, 

und eben so : 

(1, 1, a, 1, 1, i, 1, 1, c) = 3 — a — b — c, u« s. w# 

Man hat ferner: 

(a, 4, 1, 1, 1, c, rf, e) SS (er, Ä— • (1, 1, 1, c— (rf, e))) 

= (^5 ^— c-(rf,^) ) = (^> *~^^ ^> ^)> = (^y *> ^* ^» ^)* 
Kommen daher in dem Ausdrucke eines Kettenbruchs drei der Ein« 
heit gleiche Elemente uiunittelbar hintereinander ror, so kann man sie, 
ohne den Werth des Kettenbruchs zu andern, auch weglassen. So ist z. B. : 

(1, 1, 1, «, 1, t, 1, *, 1, 1, 1, c) = («, *, c). 
Daifl mehrere aufeinander folgende Elemente in dem Ausdrucke dnes 
Kettenbmchs ohne Änderung seines Werthes gestrichen werden können, 
ist noch auf luizafilig viel andere Arten möglich. Denn, wie schon aus dem 
rongen speciellen Falle erhellet, ist überhaupt zur Weglassung der Elemente 
a,ß,y, ••« • ^, fi, y in einem Kettenbruche, wie ((7,4, a, ß,..,,v,c,rf,.,..), 
nur nöthig, dals für jeden Werth von y 

(«,ß,.*../*,i^,y) = (y) = l:y 
sei, also wenn diese Gleichung nach (16^«) entwickelt wird: 

[«,....v]~[«,..../i]— — [ß,,...v]y + [ß,.-.M] « 0; 
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woraus wegen der Unbestimmtheit von y die drei Bedingungsgleichimgen : 
(a.) [«,.-.. v] + [ß5*'»*i^] = 0, (Ä.) [»y.,,.iz]ssiOy (c.) [ß,....i;]s=0 
flieisen, die sich aber fiir die Anwendung folgendergestalt nooh bequemer 
einrichten lassen. Nach (15«) ist: 

folglich wegen (c), (6.), (c): 

(d.) [ß,....M] = ±1- 
Hiermit wird wegen (Ä.): 

[«,,.,,/*] =s «[ß,. .••/*] — [y,..../i] = 0, 

und eben so wegen (c.) : 

(/.) v = ±[ß,....M- 

Man wähle daher von den Elementen ßy ... • iiy eines ausgenopi« 
men^ die übrigen nach Belieben, imd bestimme dieses eine mit Hülfe der 
Gleichung {d.)y worauf sich dann ot, und v diuH)h (e.) und (/•) ergeben. 

So ist z. B. bei 5 Elementen a, ß^ y^ K ^y wenn man ß und S 
willkürlich nimmt, und von den doppelten Zeichen blois die obern bei« 
behalt: ^ _ i + ß+S _ i±S _ i + ß 

Setzt man daher ß = J=l, so wird 7 = 3, « = «=2, und es ist: 

{•••• Qyby 2, 1, 3, 1, 2, C, C?, • • • .) = (• • • • (7, byCydy ... •). 



Anwendung der Lehre von den Kettenbrüchen auf 

die Dioptrik* 

$• 14. Bei einem System von drei Linsengllisem, welche eine ge- 
meinschaftliche Axe haben, sei a das Beciproke der Brennweite des er- 
sten, d. i. das Liclit zuerst empfangenden Glases ; c und e die Reciproken 
des zweiten und dritten Glases; b der Abstand des zweiten Glases vom 
ersten; d der Abstand des dritten vom zweiten. Beide Abstände sind positiv, 
indem die positive Richtung der Achse der Glaser diejenige sein soll, nach 
welcher das Licht fortgeht« a, c, e sind positiv oder negativ, nachdem die 
Gläser, denen sie zugehöreu, erhaben oder hohl sind. Sei endlich noch 
X der Abstand des ersten Glases von einem Objecto, y der Abstand des 
durch die drei Gläser gemachten Bildes vom letzten Glase, so folgt aus 
den Gnindformeln der Dioptrlic (vergl. meuien Aufsatz „über die Haupt- 
Eigenschaften eines Systems von Linsengläs^n '' $• 3.) : 
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5. y = {c,d,c,b^ayx\ 
und auf ähnliche Weise rerhult sio.h die Gleichiuig zwischen x und y bei 
jeder andern Zahl Ton Gläsern. Man kann aber dieser Gleichung auch 
noch die Gestalt geben: 

16. [x-ti\\y-ß] = y, 
wo a = (flr, ...,e), ß = (^,.**.a), y s= l:[flr, ....e]. Bezeichnet daher P 
den Mittelpunct des ersten Glases, Q den Mittelpnnct des letzten, X den 
Ort des Objects, Y den Ort des Bildes, und bestimmt man zwei Puncto 
F, G in der Axe so, dafc FP=za, ()G = ß: sp wird x — »=^XP—FP 
z=:XF, y — ß='QY—QG=:GT, und (16.) geht über in: 

XF.GY:=y\ 

Ist also X in F, so liegt Y imendlich weit entfernt, und wird X in 
das Unendliche entfernt, so rückt Y nach G. Überhaupt aber ist das 
negative Product aus den Abständen des Objects und des 
Bildes von den Puncten Fund G (negativ, weil JCF.GY=—FJK.GT) 

einem constanten Quadrate gleich. Analog mit den Eigenschaf- 
ten einer einzigen Linse hatte ich daher in jenem Au&atze (§• 8.) F und 
G die beiden Brennpuncte, y die Brennweite des Linsensystems 
genaimt. Statt dafs aber dort F der erste, G der zweite Brennpunct ge- 
heifsen hatte, möchte es wohl bezeichnender und daher angemessener sein, 
F, als den Ort des Objects für ein unendlich entferntes Bild, den Brenn- 
punct des Objects und eben so G den Brennpunct des Bildes 
zu nennen« 

Sei jetzt Q nicht mehr das letzte Glas, sondern folge darauf an 
derselben Axe ein zweites GläsersyBtem, welches eben so durch die Con- 
stanten a'^ . • • • e'j als das erste System dwch gt, . ... e^ bestlnunt werde. 
Die Mittelpuncte des ersten und letzten Glases des zweiten Systems hei- 
feen P' und Q', die Brennpuncte dieses Systems seien F', G', und die 
Brennweite = y', so ist 
FF = (o',....0 = «', Q'&— {€',... .a')^ß', y'=l:K....e']. 

X P Q Y P' Q' Z 

f^F """"""""" G ' F" &^G'' 

Setzt man aber noch QP'y oder den Abstand des ersten Glases des 
Eweiten Systems vom letzten Glase des ersten, =^ so sind a^ • • • • ^, /, 
a!^ .... ^' die Constanten beider Systeme, als eines einzigen betrachtet, 
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dessen BreuDpuncte P^y G" und Brennweite y" durch die Gleichungen 

bestimmt werden. 

Diese Breunpuncte und Brennweite des ganzen Systems lassen sich 

nun, sobald die Bremipuncte und Brennweiten der beiden einzelnen Sy« 

steme gegeben sind, mittelst der in $.6» erhalteneu Relationen zwischen 

aj ß, y, a^, • • • • y'' sehr leicht finden« Man hat nemlich : 

Jg-/_ß_a'= QP'—QG—F'P' = GPy t^"^(t = r^P^FPzrz F'% 

und hiermit werden die Gleichungen (g.) und (A.) in §«4.: 

wodurch der vorgesetzte Zweck erreicht wird« 

$• 15. Es sind diese Gleichungen so einfach, dals man wohl hof- 
fen darf, sie auch ohne Zuhülfenahme jener aus der Theorie der Ketten* 
bräche entlehnten Rdationen zu finden» In der That seien von einem ein- 
fachen Glase F, G die beiden Brennpimcte, y die Brennweite, in X das 
Object, m Y das Bild, so folgt ohne Schwierigkeit aus der für ein ein- 
faches Glas bekannten Gnmdformel (Haupt -Eigensch« §,8.): 

{a.) XF.GY=zy\ 

DoSs y bei einem einzigen Glase = ^FG braucht nicht berück- 
sichtigt zu werden» Das von diesem Glase ausgehende Licht falle auf ein 
z>veites Glas, das mit dem ersten eine gemeinschaftliche Axe hat, und des- 
sen Brennpimcte imd Brennweite werden durch F'^ G' und y' bezeichnet 
werden. Für dieses zweite Glas dient Y als Object ; das durch das zweite 
von Y oder durch beide Glaser von X gemachte Bild sei Z^ so hat man: 

(Ä.) YF'. G'Z = y'\ 

HeÜsen nun für beide Gläser, als ein System betrachtet, die beiden 
Brennpuncte F*\ G"y so mols nach der oben davon gegebenen Definition, 
weim X in F^^ ist, Z unendlich entfernt liegen, also wegen (6.), IT mit 
F zusammenfallen; folglich wegen (a.): 

(c.) r^F. GF" = y% 

Ist zweitens X unendlich entfernt, kommt also, wegen (a.)^ Y 
nach G^ so mufs Z in &' sein, und hiermit wird nach (&•): 

(rf.) GF'. G'G" = /". 

Aw {a.) und {c.) in Verbindung folgt aber: 
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(e.) XFi er = F"Fi GT = XF— f^'F: ÖF— ßT s JCr'.-TP, 
und eben so aus (&•) und («?•): 

(/.) YF": G'G''^ GF'x &Z ^ GF'— YF"; &Z'-G'&'^ GYt &'Z, 
und daraus weiter: 

F^FiXr^ = GYi YF' == G"ZiG'&\ 

Kn System von zwei Q|asern besitzt daher ebenfidls die Eigenschaft 
eines einzigen Glases^ dafs das negative Froduct aus d^i Abstanden des 
Objects imd Bildes yon ihren Bjrennpimcten einem constante^ Quadrate 
gleich ist. Nennen wir daher die Wurzel dieses Quadrats, der Analogie 
nach, die Brennweite des Systems, imd bezeichnen sie mit '/^ so ist 

(h.) r'F. &&' = /'\ 

Hiermit ist aber unser Satz für ein System nicht blols von zwei, 
sondern auch von jeder grölseni Anzahl yon Gläsern dargethan. Denn 
nach dem von zwei Gläsern Erwiesenen kSnuen nunmehr F, G, 7 in (o.) 
die Brennpuncte und Brennweite eines Systems y<m zweiGlSsem bezeich- 
nen, und F^, G^, 7^ einem dritten auf erstere zwei folgendem Glase^ oder 
einem dritten und vierten Glase in Yereinigung angehören; und somit gilt 
der Satz auch für ein Sjrstem von drei oder vier Glasern ; u. s. Wf 

Überhaupt also kann man F, G, y auf ein System von Gläsern in 
beliebiger Anzahl beziehen, und eben so F^, G^, y^ auf ein dergleicfatti 
zweites, auf das erste folgendes System. Die Brennpuncte W"^ G" und 
die Brennweite 7'^ für beide Systeme in Verbindung werden sich alsdann 
mittelst der Formeln (c), (cf.) und {h^ ergeben, derselben, welche wir 
zu Ende des vorigen Paragraphs durch die Theorie der Kettenbriiche ge- 
fimden hatten. 

Sollen drei aufeinander folgende Systeme mit cnnander verbunden 
werden, so kann dies geschehen, indem man zuerst das erste mit dem 
zweiten verbindet und zu dieser Vereinigung das dritte setzt, oder auch, 
indem man mit der Verbindung des zweiten uod dritten anfängt imd mit 
der Hinzufagung des ersten schlie&t. Auf beiden Wegen miissen f iir alle 
drei Systeme, als ein einziges betrachtet, dieselben Brennpuncte und die* 
selbe Brennweite gefunden werden^ Sind der zu verbindenden Systeme 
nooh mehrere, so mehrt sich auch die Anzahl der Wege, auf denen man 
zur Verknüpfung aller Systeme gelangen kann; nur darf dabei nicht aulser 
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Acht gelassen werdan^ dals zwischen den zwei zu verbindenden Systemen 
niemals ein zu ihnen mcht gehöriges Glas liegen darf« 

$• 16« Es haben diese Zusammensetzungen von Systemen einige 
Ähnlichkeit mit der Art und Weise, nach welcher yon einem Systeme 
gewichtiger Puncte der Schwerpunct bestimmt wird. Was dort einzelne 
Puncte sind, sind hier Paare von Puncten, nemlich je zwei zusammenge* 
hörige Bretmpunote; den dortigen Gewichten der Puncte entsprechen hier 
die den Paaren von Brennpuncten zugehörigen Brennweiten, und so wie 
durch allmälige Combination der gevrichtigen Puncte, in welcher Ordnung 
sie auch vorgenommen werden mag, man doch immer denselben Schwer«* 
punct mit demselben Gewicht findet, so gelangt man auch hier bei den 
verschiedenen möglichen Arten der Verbindung stets zu denselben zwei 
Brennpuncten und zu derselben Brennweite. Dem Falle, in welchem die 
Summe der Gewichte, die sowohl negativ als positiv sein können, gleich 
Null ist, und wo daher der Schwerpunct unendlich entfernt liegt, entspricht 
ein Femrohr, indem von einem System von Gläsern, welche ein Fern- 
rohr bilden, die beiden Brennpuncte ebenfalls unendlich entfernt sind. Mit 
dem noch spedellern Falle endlich, wo zwischen den positiven und negativen 
Gewichten Gleichgewicht herrscht^ kann ein Fernrohr verglichen werden, 
dessen Yergröiserungszahl =? 1 ist, und welches daher nahe und ferne Gegen- 
stände in ihrer natürlichen Grölse zeigt, indem, eben so wie dort, die Wirkun- 
gen der Kräfte, so hier die Wirkungen der Glaser sich gegenseitig aufheben. 

Ein solches dioptrisches Gleichgewicht findet, wenn auch nicht ganz 
vollkommen, bei einem System zweier Gläser statt, welche gleiche posi- 
tive Brennweiten haben und um das Doppelte dieser Brennweite von ein- 
ander entfernt sind. Denn hier ist das Bild mit dem Object immer von 
gleicher Grölse, allein verkehrt und dem Auge stets uM das YierfSM^he der 
Brennweite des einen oder andern Glases näher als das Object. 

Ein voUkommneres Gleichgewicht, so daJs Bild und Object nicht 
nur gleiche Gröfse^ sondern auch von dem Auge gleiche Entfernung ha- 
ben, läist sich hervorbringen^ wenn man zwischen jene zwei Gläser in die 
Mitte ein drittes setzt, dessen Brennweite viermal kürzer als die Brenn- 
weite der erstem ist; oder noch allgemeiner: Werden bei einem System 
von drei Linsen die Buchstaben a, £, c, cT, e^ Xy y in derselben Bedeu- 
tung, wie in §.14. genommen, so ist der Abstand des Bildes vom Object 
= a?-f-Ä + rf-f->'* Giebt man daher der Gleichung a7s=(a, ....e,y) die 
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Form (16 ^.)9 und setzt darin ^ weil das Bild mit dem Object immer zu- 
sammenfallen soll^ / B — (6 4~ ^ 4" ^)> so kommt eine nach x quadratische 
Gleichung^ aus der^ weil sie für jeden Werth von x bestehen muCs^ die 
drei Bedingungs- Gleichungen heryorgehen: 

welche sich vermöge der Relation (15.) auf: 

reduciren« Nimmt man darin die untern Vorzeichen ^ indem die obem^ 
wie man leicht findet^ auf ein System von drei Flanglasem führen^ so er- 
hält man nach weiterer Entwickelung die Brennweiten der drei Gläser 
durch ihre Entfernungen von einander ausgedrpckt: 

^ — ^jb+d) 1 _ bd 1 djb + d) 

a ~ 2d ^ c ""2(6 + ^)^ e "" 2b > 

wodurch man^ wenn die Entfernungen b imd d gegeben sind^ die Brenn- 
weiten lia^ u. s. w. finden kann. Eliminirt man b und dj . so ergiebt sich 
zwischen den Brennweiten allein die nicht uninteressante Relation : 

1 _ 1_ j 1 

Dieses System von Gläsern ist , weil vermöge der Relation jcr -j- Ä 
-|-rf4-y = 0, für jp = oo auch y=:oo^wird, ein Femrohr, wie auch die 
Gleichung [a^ ....e]^=iO zu erkennejn giebt (H. E. $.11 .). Das Verhält- 
nils zwischen den Durchmessern des Objects und des Bildes ist bei einem 
aus den Elementen ö, .... e construirten Femrohr = — [A, ....^]:( — 1)' 
(H. E. $. 13.), also bei gegenwärtigem =1: — 1, d« h« das Bild ist mit 
dem Object von gleicher Grölse, aber verkehrt 

Sollen die Wirkungen der Gläser sich vollkommen aufheben, so 
dais das Bild mit dem Objeote stets nicht nur von gleicher Grölse und in 
gleicher Entfernung vom Auge, sondern auch in derselben Lage wie das 
Object erscheint, so werden, wenn anders keine der gegenseitigen Entfer- 
nungen der Gläser =0 sein soll, zum wenigsten vier Gläser erfordert. 

§•17« Auch der (in H. E. $• 9. erwiesene) allgemeine Satz, dals 
bei einem System von Gläsern, welche kein Fernrohr bil- 
den, die Durchmesser von Object und Bild sich wie dieQua- 
dratwurzeln aus den Entfernungen .des Objects und Bildes 
von ihren Bi-ennpuncten verhalten, lälst sich mittelst des vorhin 
Entwickelten sehr einfach darthün« 

32* 
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Fnr em eiii:D^e8 Glas flielst er leicht au« den Grundformeln der 
IKoptrik (H. E. §. 8.). Sind also^ wie vorhin^ F^ G und F'y & die Brentn 
puuGte zweier Gläser^ Xy y^ z die resp. Durchmesser des Objects in X^ 
des vom ersten Glase in Y^ und des von beiden zugleich inZ gemachten 
Bildes^ so hat man: 

a::y = ir(XF):/-(ör), y : 4: =:= /"(TFO : /"(G^Z), 
folgüch : ^.^ x.z^ ViXF. YF') : ^{GY. &Z). 

Sind aber F'*^ &' die Brennpuncte des ron den zwei Gläsern ge« 
bildeten Systems ^ so yerhalt sich zufolge (^0 und (/.) in §• 15«: 
XFiGF"^ Xr'xYF", und GF^i G'Z = GYx G''Z^ 

"**™ XFi G'Z = XF". GYi YF\ G"Zy uml 

Unser Satz ist daher auch fSr ein System yon zwei Gläsern richtige folg« 
lidi auch für ein System von drei^ vier^ u. s. w. Gläsern ^ wenn man F^ 
G nach und nach ab die Brennpimcte eines Systems von zwei^ drei^ 
u« s« w. Gläsern nimmt» 

§« 18. Sollen zwei Systeme von Glasern ^ welche durch F, G^ y 
und Py G\ y bestimmt werden^ ein Femrohr bilden^ so miüs, wenn 
das Object (Büd) unendUch entfernt ist, der Ort G'' {F") des Bfldes (Ob- 
jects) eben&Us unendlich entfernt sein« Die Brennpuncte F'^^ G'' eines 
Femrohrs sind also zwei unendlich entfernte Puncto, und daher vermöge 
(Ct) oder {d.\ GF^ss 0, d.h.: Tcm zwei Systemen, wdche in ihrer Yer- 
dnigung em Femrohr ausmachen ^ faUt des Bildes Brennponct beim er« 
stoi System mit des Ob|ectesBrennpunct beim zweiten System zusammen« 

Hiermit wird YFzss YG as — GY^ und daher zufolge der Gleichun- 
gen (a.) und (bj)i 

XF:ZG'z=z y^iy'^ 

abo auch, wemi X', Z' zwei andere zusamknengehörige Örter voir Object 
und Bild sindt 

IMe Roportion (/•) aber wird: 

xiz ÄS iTC-xy) : /"(ZöO = ±y:y'. 

Wir folgern hieraus die (in H# E. §«13. bewiesenen) Satze: 

Beim Fernrohr ist das Yerhältnifs iY:y) zwischen den 
Wahren (nidit scheinbaren) Durchmessern des Bildes und Ob- 
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« 

J6cts> ao wie dacrYerhältuifs (y'*:y*) «wischen denGeso^win- 
digkeiten beider^ wenn das Object längs der Axe bewegt 
wird| Ton constanter Gröfse^ und zwar ist letzteres YerhÜlt- 
nifs dem Zweifachen des erstem gleich« 

Das Yerhältuils zwischen den scheinbaren Dorchmessem yon Bild 
und Object ist zusammengesetzt aus dem YerhSltniis der wahren Durch- 
messer und dem umgekehrten Yerhaltnils ihrer Entfernungen vom Auge^ 
und daher die Yergröfserung des Fernrohrs^ oder das Yerhälfnib der 
scheinbaren Durchmesser von Bild und Object in dem Falle ^ wenn beide 
unendlich entfernt sind, und wo daher die Entfernungen der Puncte F^ 
G' vom Auge gegen die Entfernungen der Puncte X und Z versdiwin-* 
den, =s (y'-y)Ky'*^/)==y2y'* Die Yergröfserung eines Fern« 
rohrs ist daher dem umgekehrten Yerhältnifs der wahren 
Durchmesser von Bild und Object gleich. 

Zusätze, d) Denkt man sich ein System von Gläsern^ 
welche ein Fernrohr bilden, in zwei Systeme zerlegt (welches 
auf n — 1 Arten geschehen kann, wenn das Fernrohr aus /»Gläsern be*» 
steht), so füllt immer des Bildes Brennpunet beim ersten Sy* 
stem mit des Objecto^ Brennpunet beim zweiten zusammen^ 
und immer ist di^ Brennweite des ersten Systems, dividirt 
durch die Brennweite des zweiten, der Yergröfserung gleichr 
zwei Eigenschaften^ ganz denen analog, welche man sdbon längst bei einem 
nur aus zwd Gläsern bestehendem Fernrohr ketnnte« Es wvd also auch 
bei einem Fernrohr mit zwei oder mehrem Oculargläsem die Yergrölse^ 
rung gefundeny wenn man die Brennweite des Objeotivs durch die Brenn- 
weite des Systems der Ocuhre dividurt. 

b) Ist die Yergrölserung eines Femrohrs =1, so ist y =^ y^, also 
ar SS s und XFzs ZG\ d« h. das Bild ist mit dem Object immer von gl^ 
eher Grö&e und von ihm stets um einen Abstand ^ssFG* entfernt. Soll 
daher überdies das BHd mit dem Object immer zusammenfidlen , so mu6 
FG^ = sein. Wird demnach eia solches Femrohr (vergl. f. 1&.) in zwei 
Systeme zerlegt, so haben dieise immer einander gleiche Brennweiten, und 
die Breunpüncte des einen Systems coincidiren mit den ungleichnamigen 
des andoQ^ 1^^ mit G und G* mit F^ 
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20. 

über die analytische Sphärik. 

(Von Hrn. Prof. Gudermann zu Clere.) 



Jb iir die Lehre von den Constructionen auf der Oberfläche der Kugel mag 
der Name ^^Sphfirik'^ eintreten^ so wie ue sich überhaupt der Plauime- 
irie gegenüber stellt; dort ist die Kugelfläche das Constructionsfeld , hier 
ist es die Ebene« Obgleich die analjtische Geometrie so viebeitig aus- 
gebildet worden ist^ so hat man sie dennoch bisher zu wenig auf die Un- 
tersuchung der Gesetze sphärischer Constructionen ausgedehnt^ und nur in 
Einzelnheiten die Grenzen der sphärischen Trigonometrie^ des ele- 
mentaren Abschnittes der analytischen Sphärik überschritten ^ geleitet von 
der Analogie 9 i^elche zwischen ebenen und sphärischen Constructionen 
Statt findet« Diese Analogie des Stoffes nun auch in der analytischen Be- 
handlung selbst auf die vollkommenste Weise darzustellen und weiter zu 
verfolgen^ war der Grundgedanke^ welcher mich bei der Abfassung eines 
im Verlage des Hm. Dumont-Schauberg in Colin erscheinenden Wer«- 
kes unter dem Titel: ^Grundrifs der analytischen Sphärik" lei- 
tete« Diese Analogie der Behandlung wird auf die vollständigste Weise 
durch den ausschlieislichen Gebrauch sphärischer Coordinaten erreicht^ de- 
ren Theorie denn also zuerst entworfen werden muiste. Eingeführt von 
diesem Grundrisse wird man bald das Urtheil gewinnen ^ dals die analy- 
tische Sphärik einer im Ganzen eben so einfachen und allgemeinen Dar.^- 
steUung fähig ist^ als die analytische Flanimetriei und daCs man nur selten 
auf eine grölsere Schmerigkeit steilst« 

Die Sphärik läüst sidi als eine verallgemeinerte Planimetrie , aber 
nicht umgekehrt^ darstellen; j^tie enthält diese gleichsam eingeschlossen^ 
denn in den Formeln und Gleichungen jener lassen sich ohne Weiteres 
die Spedalisirungen für den Fall angeben^ dals der Radius der Kugel un- 
endlich grob angenommen wird^ wobei sich also die Kugelfläche in eine 
Ebene und so auch die behandelte sphärische Constructlon selbst in eine 
ebene verwandelt« Wird daher ein Theorem aus der Planimetrie in die 
Sphärik übertragen^ so ist dieses jedesmal ein Schritt zum Allgemeineren« 



1 

I. 
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Zahllose Lehrsätze gestatten eine solche Übertragung^ zu deren Ausfüh- 
rung das ai^efiihrte Werk die nöthige Anleitung giebt^ und es bedarf der 
Erinnening kaum^ dals die bei einer solchen Übertragung nothigen Modi- 
ficationen in der Regel desto geringer sind^ je ^olsere Allgemeinheit das 
planimetrische Theorem selbst hat« 

Das Interesse an der Sphärik wird sehr gesteigert durch die groCie 
Mannigfaltigkeit dieser Modificationen ^ welche nicht selten sehr auffallend 
sind. So ist z. B. der geometrische Ort für die Afittelpunete aller (sphS* 
rischen) Kegelschnitte^ welche durch vier gegebene Pimcte geschrieben 
werden 9 nichts wie in der Planimetrie , wieder ein Kegelschnitt^ sondern 
eine Linie der dritten Ordnung^ die aber durch^ dem Begriffe naofa^ 
dieselben neun Puncto geht, wie in der Planimetrie. Diese Ywänderlich« 
keit in der Analogie wird man auch in den nachfolgenden Lehrsätzen er- 
kennen^ welche ich hier als Problem analytischer Behandlung spSrisdier 
Objecto vorzulegen wage^ zu deren besserem YerstiindniJs ich jedoch auf 
das Werk selbst yerweisen muls^ dem sie ab Nachtrag dienen können« 

1. 

In der Planimetrie ist der geometrische Ort für die Fulspnncte der 
Perpendikel^ welche Yon einem Brennpuncte einer ElUpse auf ihre Tan- 
genten gefällt werden^ ein tiber der greisen Axe beschriebener Kreis ; was 
ist das Analogen in der Sphärik? 

Es werde (Taf.in. Fig. !•) der Brennpimct F zum Aniangspuncte 
genommen^ die grolse Axe ABz=:2a diene als Abscissenlinie^ die Excen- 
tricität sei CF=:e, der Parameter sei ps die trigonometrischen Tangenten 
der rechtwinkhgen Axen*Coordinaten eines Punctes der ElUpse seien x 
und y; dann ist die Gleichung an den Kegelschnitt: 

V^C^+y") = m + nx^ 
wenn wir zur Abkürzung setzen: 

m SÄ iauRp und n = . ^ # 

®' 8in 2 a 

Ziehen wir nadi einem Puncto M oder {t, u) vom Brennpuncte aus 
die Linie jF^W, so ist ihre Gleichung yssy^r oder ux — /y = 0, und die 
Gleichung an ein in iMT darauf errichtetes Perpendikel ist: 



y — u t 



X — t u 

ane Berährungslini 



— oder i/.y + *.a? = <•-{- i/% 
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diugangsgleichuiig : 

Der geometrische Ort des Pimctes M ist also Mieder ein KegelschiiHt« 
Setzt man u^sQ, so hat ipvi die Gleiohimg: 

d« fu es ist 

t = T-2^ imd / s= — TT—» 

Da aber tangF^ss j^ und tangFJ9 = rr~- isf^ so ist die Ortscurve ein 

Ki^elsdmitt, wdeher mit dem gegd[>eneii die Axe jiB gemen hat. 

Füllt man die ApplicateikfPss^s auf AB und ymdFPszzx gesetzt^ 
80 ist tang^sssse/.oosop und tsztmgxs ddier verwandelt sieh die Glei« 
cbung in: 

(1 — ;2*)taDgi' SS m^oMx^-^-Zmnt&nxoofiat — (1 — ii^sinjb* oder 

(1 — /2*)tangt^ SS (moosar-f-zisina:)* — sinjp*« 
Cm die Axe D^E''xz2a^ zu findeui dient nun die Bemerkung^ dals 
«sso^ ist| für j?s=e« Also hat man: 

(1 — /i*)tanga'* = (mcme + ntiney — sin^. 

Werden hierin die Werthe m ss ^^ f ~ — — und n = 1°^ substituirt. 

lun a C0S9 sio a cosa ' 

so findet maus 

tanga'* = — -r : — r oder sIuö^ 9s -. 

® cot f * — 8in a* cos e 

Wird die zweite Axe DE des gegebenen Kegelschnitts mit 2b be- 
zeichnet, so ist oosoeBOos/p.cosi, und also; 

•ina^ss tanga*cos6t 
Da D*E'"^JB ist| so liegen die beiden Brennpunote des Kegelschnitts 
AB'BW in der Axe D^E\ und wenn seine Exeentridtat mit e* bezeichnet 
wird, so ist coso'sseose^cosai und daher findet man: 

sine^ S3 tange.tanga« 
Der Kfirze wegen brechen wir hier schon ab und wenden uns zu 
einer zweiten Aufgabe. 

IL 
Werden in einen spSrischen KegeLsclnutt Dreiecke beschrieben, so 
dab zwei Seiten immer durch feste Puncto gehen, so berührt die dritte 
Seite allemal dnen Kegdschnitt, weldier mit dem ersten einen zweifachen * 
Contact hat, und die beiden BerSbrungspuncte liegon in derjenigen (sphu- 
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risch-) geraden Linie, welche durch die beiden festen Punete geht. Die« 
ses Theorem 9 ursprünglich planimetrisch , gilt fast ohne alte Modißcation 
von den sphärischen Kegelschnitten. Sobald wir es aber specialisiren, tre- 
ten namhafte Modificatfonen ein;* daher werden wir der Kürze wegen liier 
nur einen solchen SpecialfaU behandeln» 

In den Kegelschnitt ACBD' (Fig. 2.), dessen Hauptaxen JBz=z2a^ 
und CD'z=i2b' sein mögen, werden Dreiecke RPQ besdirieLen ; die Seite 
PR gehe immer durch den Mittelpimct M und die Seite RQ durch einen 
festen Puuct N der grolsen Axe AB^ und es sei tangMiVsse. 

Die Gleichung an den Kegelschnitt, wenn M zum Anfangspuncte se*> 
nommen wird, sei : a^r'-^ßy^sl, und es ist dann a = cota^'; ß=:cot^\ 
Der Funct R werde bezeichnet mit (/, e/), abo ist auch: 

Die Gleichung an den Kegelscb*nitt lälst uch unter folgende FormT 
bringen : 

Die Gleichung an RNQ ist: y^—^^=^~'Ä^ — 0> ^^^ wird sie mit 

der vorigen Gleichung verbunden, so erhalt man zur Bestimmung des 
Punctes Q die Ausdrücke: 

*" — 2B—t — ai^t , ,, _ —1/(1 — «g») 

Setzt man hierin e ss 0, so findet man zur Bestimmung des Punctes P die 

Ausdrucke e s ^ j *./ 

ar "ssz -^t und y^ = — «!• 

Die Gleichung anPj? ist nun —{po'-^x")y + (y'— ^0^+ Ä^y"— y'a?"= 0, 

und werden die angegebenen vier Werthe substituirt, so erhalt man au 

TQ die Gleichung: ^^^ ^ ^^^^^^^ ^ ^^^__ ^ 

Die Differentialglddiung ist: ß.^.y + ^^ = »^9 und da aus deif Glei- 

chung a/^+ßü^sssl folgt 37=^"^"* *o verwandelt sie sich in: 

t.y c= u{x—i). 
Wird diese Gldlchung nut der vorigen verbunden, so erhalt man die Werthe 
von X und y zur Bestimmung, des Berährungspunctes ^tt, in welchem die 
Tangente PQ von der nächst folgenden gescliuitten wird. 
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MsEa kann daraus aber audi niokwarts ziehen die 

_ (ar-^f)(a^ar— 1) , _ y(aex—f) 

welche der Gleichung at^-^ßu^zszi Genüge leisten müssen, und, darin 
substituirf, die folgende einfache Bedingungsgleichung : ßy^+^C^ — 0'^= 
(«rjET — 1)* geben« Diese gehurt nun derOrtscunre des Punctes v an und 
ISIst sidi nodi zusammenztehen auf: 



ff 

IKese Gleichung gebort einem Kegelschnitte an, und wenn wir sdne bei- 
den Axen mit 2o'und 26 bezeichnen, so ist: 

eota* = « und cotÄ* =- — ^ 



Man hat also a = a^^ d« h« die bdden Kegekcbuitte haben die Axe AB 
gemein und berühren sidi auch in' den Puncten A und B« 
Wird nun noch MNssi e gesetzt, so hat man: 

o ^ Sin a'*. COS e' 

Errichtet man in N die Applicate üVsslc senkrecht ^xdABf to ist: 

und ako: 

tang6«oose s= tangir; 

d. h. wenn man von V das Lotfa VC auf CD' fiUIt, so ist MC^b die 

gesuchte Ueine Halb« Axe des Kegelschnitts ACBDj welcher immer von 

der dritten Seite PQ des Dreiecks RPQ berührt wird. 

Stellen wir nun euie Yetgleichung mit dem planimetrischen Ana-' 
logon an, indem wir uns erinnern , dafs, wenn (in der Ebene) AC'BD' 
ein Kreis ist, der Funct iV* gerade ein Brennpimct der Ellipse ACBD ist* 
Setzen wir zit dem Ende b'z=za*z=ia^ so finden wir: 

fangÄ* = tango* — tange% 
woraus leicht erhellet, daCs nun der Funct N nicht, wie in der Planime- 
trie^ der Brennpnuot der Ellipse ACBD ist* 

Stellen wir mis aber die Ellipse ACBD als gegeben vor, so ent- 
steht die Frage> wie der Kegdschnitt ACBD^ beschaffen seia müsse, wenn 
der Ptinct N der Brenopunct der gegebenen Ellipse sein soll, da der Kreis 
diese Bedingung nicht befriedigt« Da immer a^s^a' ist, so kommt es also 
nur noch auf die Ermittelung von V an« Dazu dient die Formel : 
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Soll e die Excentridtut sdn^ so Ist 0O8as=0og^iiix>86=:€O8o^« Elimiiii« 
ren wir e, so erhalten wir; 

tttügb^ sss S!^ oder iang^^ = (anga^oo8^s=:tangia/..coae. 

Es ist ako b^<^aU auch kann V durch eine ein&ohe Construction gefun- 
den werden. Man errichte nur im Brennpunete N der Ellipse ACBD auf 
AB das Loth N]^^ jnaohe es gleich MB = MA^ und errichte in J^ das 
Loth ^C auf iVJ9^ «o schneidet es CD in einem Puncte C so, dals 
üfC'rs^' ist. 

TEL , 

Die drei Seiten dnes Dreiecks QFR (Fig. 3.) drehen sich nm die 
drei festen Puncte A^ P^ E, während zwei Ecken Q und JR desselben sich 
in den sphärisch -geraden Linien <|^Ci7 und RCB bewegen; man sucht den 
Ort des Functes F^ der dritten Ecke des Dreiecks. 

Wir nehmen PE und PA zu Coordinaten-Axeni jn Beziehung auf 
welche die fiinf Puncte A^ B, C^ D^ E gegeben oder bestimmt sein mö- 
gen^ wie folgte 

£ = (^,0); D = (rf,0); .^ = (0,0); B = (0,Ä); C=(m,7?). 
Die Gleichung an CD ist dann: y{m—d) — «j; = — yirf; an BC: rny-^ 
(/i — b)x^s=iTnb. Die Gleichung an QPR hat^ weil diese Linie durch den 
Anfiauigspunct geht^ die Form: y ss v.x. Daher findet man fUr ihre Durch- 
schnittspuncte Q und R die Bestinnnungen : 

— nd mh 

X 



i fiir P, und * für Ä. 

^ v{m — d) — n ^ *~ mv-^h — n 

Daher ist die Gleichung an QA: 

ndy-i-lan-^v^nd-^-ma — dc)]x =s andj 
eben so ist die Gleichung an RE: 

\me — ^ ~^ "^^ j y + m&jT s=s mte. 

Aus der ersten Gleichung ziehen wir: 

t;(/id+ma — da)x = 7i(dy + az — ad)^ 
aus.derzwi^ten: 

—(mb — eb'^nt)y ss m(ey + bx — 6e). 

33* 
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InJem wir die beiden Gleichtingen multipliciren^ wird v eUnunir^ und eine 
Bediiigiiugft^lcioliung für den Durchschnittspunct F oder (xy y) gefunden : 
(nd^ma — da)(mb — eb^ne),xy sss mn{dy'\-ax — ad^^ey^bx — be\ 
Dieser Glcicluuig leistet man Genüge^ wenn man setzt: x^=iO^ y^=io; 
jTssO^ ytsibß xsse^ y = Oj Ä?s=rf, y = 0, luid x^ssm^ y:ssn. Da- 
her ist die Ortsourve des Punotes F ein Kegelschnitt^ welcher^ wie in der 
PlauiinetriC) durch die fünfPuncte^i B, C, D, B geht« Durch Entwid^e* 
lung wird die Gleichung: 

^^ t f n*de^nde(a + h)'^mab(d+e) + fn*ab+abde l^ | c5j* 

— de(a'\'b)y — öÄ(rf + e)jc-{- abde = 0. 
Der Satz kann^ wie in der Planimetrie ^ auch so ausgesprochen werden: 
Wenn man jede zwei Gegenseiten eines in einen (sphärischen) Kegel- 
schnitt geschriebenen Sechsecks verlängert bis zum Schneiden ^ so liegen 
die dt*ei Durchschnittspuncte in einer (sphärisch-) geraden Linie. Die- 
ses Theorem ist aber für die Sphärik eben so folgenreich ^ als für die 
Planimetrie* 

IV. 
Euie von z>vei Tangenten RM und RIV intercipirte dritte Tangente 
PifQ (Fig. 4.) eines sphärischen Kegelschnitts wird vom BrennpuneteF aus 
miter dem Winkel QFP gesehen^ dessen Grolse <P ermittelt werden soll« 

Nehmen ^vir die grofse Axe AB zur wsten Coordinaten-Axe und 
F zum Anfangspuncte^ so ist die Gleichung zwischen rechtwinkligen Co- 
ordiuaten : /(x' + y*) t=z m + nx, oder 

!• /+(1— /i»)x»— 2m7ix— m« = 0. 
Der Punct R sa bezeichnet mit (py f) ; dann ist die Gleidiung an 
das System der beiden Tangenten RM und RN: 
2. m'(y—fy+ {n'^tXfx—pyy—2mn(y^(fx—py)+mXp--xy^0. 
Die Gloichimg an die dritte Tangente Piff^ ^ «y+ß^^^^i in 
Hinsidit auf sie hat man die Bedingungsgleichung: 

3, «•— t +2m»ß + in«ß»-l.m«««=: 0. 
Die GHchuug auFj^ sei y^=za.x, die an FP sti y=:a\Xf dann 

Um den Durchsefanittq[»unct Q zu findai^ auhttituire man ysaor 
in der Gleichung «y-f*ß^^^l> wodurdbi man eriiStt jp= ^, a und 
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gm 

und 'yt=z ^^ . Diese M'erthe müssen aber der Gleichuug (2,) Genüge 
leisten; daher hat mau zur Bestimmung von a die Gleichung: 

Dieselbe Gleichimg erhalt man aber auch zur Bestimmung, von a\ Folg- 
lich spd o imd a* ihre Wurzeln. Durch Entwickeluug erhält sie die Form: 

^.c*— 2B.a + C = 0, 
und es ist dann: 

^ = m«(l_«^)«+(/I«— l)y^+ 2/71/1(1 — «7);> + m*ÄV% 

B=:/7i^(l— a9')ßy + (/z*— l)/iy' + /w/2(l— «^)j^ + /W/iß;>^ + /7i«(l— ß/?)«;^, 

C = /7i*.ß»(^» + (/i*— l)7•+2/w/2ß7• + ^/l^(l_ß;,)^ 

Setzen wir aber 1 — «y — ß/> =*, und substituiren wir also 1 — «7==5*+ß/?; 
1 — ßy9 = * + «9', so erhalten wir: 

Az=: /W*(/W*+2mß/> + 2/2/>)+/>»(/72*ß»+/72««* + 2/72/2ß + Ä' — 1), 

J5 = mk(ßym'\'nf + map) +;?7(/w"ß*+/w«a» + 2//2/2ß + /i* — 1), 

C = /7l/t(/W* + 2/7iaj')+y*(/7l'ß* + /W*«*4-2/W/2ß + /2«— 1). 

Weil aber der Gleichung (3.) gemals /n»ß^+ /w««* + 2/7i/2ß + /i«-.t =0 
ist^ und auch der gemeiusehaftliche Factor m k wegbleiben darf^ so haben 
wir die einfachen Ausdrücke: 

A = /7i -f-(/7iß-f-2/2)/? — mct^j 

B = (/wß + /i)7 + /w«/;, 

(? = /w + /w«y — mßp. 
Da aber a und a' die Wurzdn der Gleichung A. a^ — 2B«o -|- ^=^ sind, 
so ist a+fl' = ?^, und aa'^^. Hieraus folgt: -^^ == 2}qBW£) . 
daher ist dann auch: 2V*(7?* AC) 

Man findet aber 

A^C^2(fn^np)^ 'und ß«— ^C = /4-y^— (/7i + /i;i)«, 
also 

tangip = — ^-^ L-J^—HL— i-i-i oder cos(p = + ./-, , , »x * 

Dieser Ausdruck ist unabhängig von « und ß, d. h. der >Vinkel (p bleibt 
derselbe^ wie auch die dritte Tangente PiiQ von den beiden anderen RM 
und RN ilitercipirt werden mag* 

Wenn daher in Fig. 5. sich die Taugeute PQ gehörig drehet 5 so 
Hillt P mit M^ und Q mit R zusammen ; dabei rückt der Beriihrungspimct ^ 
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MDwt nach M; daher ist der ATinkel RFM^PFQ. Eben so erfaeDet, 
dab der IVinkel NFR^PFQ ist, und also 

RFM = RFN. 
Werden also von dnem Puncte R zwei Tangenten RM und RN an einen 
K^ebchnitt gezogen , so wird der Winkel MFN äec beiden von einem 
Bremq^uncte nadi den Berfihnuigspuncten' gez(^enen Leitstrahlen von der 
q>liiltisdi-geraden linie halbirt, welche den Brennpunct mit dem Pnncte 
JR Teri>ni<let« 

0aher ist dann auch der Winkel MFN = 2(p = 2.PFQ. 

Werden die beiden Tangenten RM und RN verlängert y so schnei- 
den sie sich noch im Gegenpuncte R^ von R^ und wird die Tangente F%'Q' 
vcm ürn^i interdpirt, so ist eben so auch der Winkel FFQ'j welcher mit 

(p^ bezeichnet werden mag, iDonstant, dergestalt, dais 

^ + (p^ = 180», 

und also cos 9= — cos^^ ist Hierdurch ist zugleich die Zwadeutigkeit 
im gefundenen Ausdrucke für cos(p erklart. 

Wir können den Winkel (p endlich auch noch von der individuel- 
len Lage des Punctes R unabhängig machen, wobei wir (Fig. 6.) als geo- 
metrisdien Ort des Punctes Rj unter der Yoraussetzinig der Bestäudigkeit 
des Winkels <p, einen K^elschnitt finden, welcher mit dem gegebenen 
JPQB denselben Brennpunct F hat, in Beziehung auf welchen der Winkel 
(p bestimmt wird* Denn, bezeichnen wir den Punct R mit (or, y), so ist: 

wenn zur Abkürzung gesetzt wird: 



m 



mf as und nf 



cos^ cos 9 

Es ist dieser Gleichung gemSls AB selbst ein Theil der grolsen Axe 
A'ß' des neuen Kegelschnitts. Werden die .Parameter der beiden Kegel« 
schnitte mit p und p'^ die grolsen Halb«Axen mit o und a\ die beiden 
Excentricitaten mit e und e' bezeichnet, so ist: 

1. tang p =: tang;»^cos^, 

2. . ^ = -T-THT. cos<p, 

sin 2 a •ui2o' ^' 

und hierdurch ist die Beschaffenheit des Kegelschnitts A'RB'A^ bestimmt- 

Die in den Scheitebi A und B der gegebenen Curve errichteten 
Perpendikel AM^siAm und SNssBn sind der Länge nach dadurch be- 



i^M*i 
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stimmt, ieSk der Winkel ÄFM^ BFN^ (f> hU Die Applicate FG, wo- 
von die gegebene Curve in ^ geschnitten Tnrd^ ist =p^f und Fg^ssp. 

Die auf diese Satze zu gründende organische Beschreibung der Ke» 
gelschnitte ist also dieselbe^ wie in der Planimetrie^ wenn nur Hauptkreise 
statt der geraden Linien genommen werden« 

V. 

Der in Beziehung auf den Brennpunct F bestimmte oonstante Veo* 
torwinkel pFf=i<p ist nicht derselbe mit dem in Beziehung auf den an« 
deren Breunpimct / bestimmten Yectorwinkel pff =s 4^^ und der Zusam« 
menhang zwischen diesen beiden oonstanten Winkeln soll jetzt ermittelt 
werden. Um die Lage des Punctes i{ dabei zu l>ezeidmen^ dienen uns 
die beiden Winkel ÄFi?=li; und RfJ=zw. 

Auch setzen wir tangFRssR^ und tang/jRssr» DemgemSls ha« 
ben wir: 

jRcosip = 77t-{-nJ?cost/^ und rcos^f/ 2= 7w + /ireosa^, 

also: » wi j m 

R = , und 



cosf) — ncosv' cosfff — nco$w 

Da nun jR cos t; = tang Fa und r cos u; = tang/a ist^ weim JRa senkrecht 
auf ^B gefallt wird^ und da auch noch F» -(* ^/= ^f^= 2 e ist^ sp hat man : 

. ^ mco^vOcostp — 7ico8ttr)-|-mcosi«;(co8<)P — iicoÄw) :■ 

8in2e ^^ m (cos t; cos V/«[- cos uf cos y) -^Qntn cos t; costi; 

cos2e "" cos^^coft^ — n(cost;co8V^+co8Mrcos^)-f-('«*— wt*)co8i;cosui* 

Durch Fortschafiimg der Nenner erhalt man also: 

sin2^cos(pcosv^ — (nfSa2e'j^mcos2€)(cosvooB\l^'\'Co»wcM<P) 
+ ((/i* — 7w*)sin2e-f'2m/Toos2^)cosi;cosa; = 0, 

-^ - • ^ -mm 8in2e t cos2e— co82a . . • - ^ 

Bedenkt man nun, dab n =: ■ . ^ ^ und m =: r-^r ist, so bat man: 

. rt I t\ 1 — co82tfcos2a 

/2sm2e + mcos2^ = r-^ s 

(n^ — m^)mn2e'\'2mncoB2e s=s sin2^, 
und also: 

cos y cos y; 4" cos t; cos w ^_^ 1 — co!s2e^co82a ^__^ sin (a-4-»)*4"S»p(g-^0* 
cos V cos V 4* cos ^c^*?^ "" 8in2tf.8in2a "" 8iD2a.8m2e 

Werden also v^ w und (p als gegeben angesehen, so kann ^ daraus ge« 
fiunden werden. 
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VI. 

Wenn sich zwei spbarisch* gerade Linien^ deren Gleichungen y-^f 
=s«(dp — p)y und y — j' = ß(a? — p) sein mögen^ und die also beide durch 
den Punct (p, tf) gehen , unter einem Winkel (p schneiden , so ist bei der 
Toraussetzung recht^vinkUger Axen-Coordinaten; 

Sind die beiden Linien Tangenten eines Kegelschnitts, dessen Glei- 

' '^ tanga' — p*' "^ tanga* — p*' 

also: 

»^ — taaga^+taogÄ* — (l+taDga*)5* — (l + t«^gi')p* 

Soll der Winkel <p ein rechter sein y so hat man : 

(1 + tang a") y« + (1 + tang i')/)' = tang a* + tang b\ 
Daher ist der Ort des Punctes {p^ f\ tou welchem aus an eine sphärische 
Ellipse jedesmal zwei auf einander senkrechte Tangenten gezogen wer«* 
den können^ wieder eine Ellipse^ welche mit der gegebenen denselben Mit« 
telpunct hat Werden ihre Axen mit Q^i und 2B bezeichnet , so ist: 
tang A^ = (tang «• + tang ä*) cos ä', und tang B^ = (tang «• + tang b^) cos a\ 

In der Planimetrie ist die analoge Ortscurve bekanntlich ein Kreis, 
hier aber nur in dem Falle, wenn die gegebene Curve selbst ein Kreis ist. 

Cleve, den 1« Junj 1830. 
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21. 

Elementarer Beweis eines in der DifFerenzen-Rechnung 

vorkommenden Ausdrucks. 

(Von Herrn E. Kölüau, Lieut. im Kooi'gl. Preufs. 268ten Inf..-]^eg.) 

VYenn i/=ar'" Ist, iind es Mdrd der Ausdruck A^w gebfldet, Ax con- 
staut gleich n angenonimeu^ so ist das allgemeiue GUed desselben: 

_____ ^ h \n __(/i-l)r+-Ju__(^_2r~etc.;. 

Bei Bildung der successiven Differenzen Auj A* w , A^u etc. zeigt sich 
aber 9 dals APu keine Potenzen von n enthalten kann^ deren Exponent 
kleiner ist als /?; es mufe also, wenn n^r: 

1, n'-_«(«_i)'^4-£^zzi).(;2_2)'"— etc. = 

sein. Eben so findet man, dals A'^u constant imd dem Froduct der sa- 
twlichen Zahlen von 1 bis m in n"^ gleich ist, es mufs also: 

2. i7,-_m(m--.l)-+^^fc^^<m--2r — etc. == 1.2.3....W 

sein. Beide Ausdrücke lassen sich nun auch auf folgende Art, ohne Dif- 
ferenzen - Rechuimg zu gebrauchen, beweisen* 
So lange ^^1, ist immer: 

(1-1)-= l_(.-l)+ ('-'H;-') - (-')<"-'K-^) + eto = 0. 

Multiplicirt man diese Gleichung mit /2, so ist auch: 

Wird hier n mdlt n — 1 y ertauscht, so wirdc 

(/i-l)-(/2— l)(/2-2)+ ^"'-^^j(;"^ (/2~3) — etc. = 0, 

wenn n — 1 >> 1 oder ri^ 2 ist« Addirt man nun diese Gleichung zur vo» 
rigen, ordnet die Summe und multiplicirt sie mit /i, so wird, weim n^2x 

Eben so findet man, dals 

723— n{n—\f + ^^;'-^) (/2-,2)^~ etc = 

ist, wenn ;i>3. Gesetzt nun, dieser Ausdruck hätte sich als richtig be- 
wahrt, wenn der Exponent r, und /2>r ist^ und es wäre: 

CreUc's Journal d. M. VI. Bd. 3« HÜ« 34 
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i,'— «(«— l/4.!L^=i)(n_2/— etc. = 0, 
so w&e andiy "weaa n— l^r oder n'^r-j-it 

Werden mm diese bdden Gleidimigem addirt mid die Smmne mit n mnl- 
tiplicirt^ 80 ist: 

mid die Riditigkeit des Ausdrudu (1.) hierdm-di allgemein erwiesen« 

Der Beweis fHr den AusdnidL (2.) folgt aus (L) unmittdbar; denn 

setztman: ^^n(n—ir+^^^=^in—2r—eto^ 

und addirt: 

(» + !)»-(«+ l)n-+ ^±1^ («-!)•- 6i:i^^^ (.1-2)-+ etc. = 0, 

SO wird der Wertli Ton /(/i) nidit geändert^ und es bUSbtz 

Werden nun bede Thefle der Gleidnmg mit (n -f- 1) muttqplicart, so 
wird der erste so von (n -f- 1) abhängige wie es f(n) von n war^ midiin 
/(Ä + l)sein. Es wird daher: fin + i)z=:(n + l)f(n). 

Setzt man nun /z ss 1, so wird f(n) audi der Einheit glttdi^ daher 
/(2) = 2/(1) =1.2, /(3) = 3/(2) = 1.2.3 und f(n) = 1.2.3....7i. 

Uibt man nun den Exponent zunehmen, und geht zu den Reihen 
über, deren AIl£mg8g^eder n"^^ n^^ . • « » n*^ etc. sind, so woden zwar 
die Ausdrucke für dSesdben zusammengesetzter, doch ist das Gesetz^ nach 
welchem sie nach und nach aus einander abgdeftet werden können, ganz 
anfiich. Denn setzt man: 

«•+•• — n(ii— l)-*' + ^^^^ («—2)**' — eto. SS /(», r), und 

i,*K-«_ n(«-.l)»+'-»-|- !LÖi^(„_2)-+^»— etc. = /(«, r— 1), 

multq>lM»rt die zwote GIddiung mit n, und aeht rie von der ersten ab, so ov 
fault man: 

n(/2— 1)-+«— ^i^^(«--2)'^» + ^i^^=^^§=^(«--3)*^'--etc. . 

Der erste Thdl der Glachung ist aber, weim er analog mit den vorigen 
Ausdracken bezeichnet wird: nf(n — l,r); es ist demnach: 

/(/,, r) == nf(n^ I, r) + nf(n, r— 1). 
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22. 
De resolutione aequatlonum per series infinitas< 

(Aact C. 6. J. Jacohif prof. math« Regiom.) 



Xheoriam resolutionis aequatiomim pei; series infioitas priocipiis novis sa« 
perstruam^ quae masJme in eo versantur, ut indagetur seriei eraendae 
functio generatrix sire Ainctio^ in cuius evolutione certa quadam ra- 
tione instituta inveniamus seriem^ quae radicem teprimat^ ut certi cuius- 
dam termini coefiBcientem. Ita videbimus ^ proposita aequatione f(x) ss 0^ 
series^ quibus radix eius adeoque potestates radids exprimantur^ erui ex 

evolutione singulari eipressionis log/(jr) vel etiam >/ n ^ ; proposiitis inter 

duas variabiles x^ y duabus aequationibus fQty y) = 0^ (p (x, y) = 0^ series, 
quibus radices x^ y earumque potestates et producta exprimantur, erui ex 
evolutioiie singulari expressionis 

propositis inter tres Tarlabiles Xy y^ z tribus aequationibus 

f{x,y,z)^0\ <p{x,y,z) = Oj yi^(x,y,z)^0, 
series, quibus radices Xy y^ z earumque dignitates et producta ^expriman- 
tur, erui ex erolutione singidari expressioniä 

quae iam facUe patet, quomodo ulterius continuentqr. 

Adnotare convenit, iam olim IQ« Lagrange in initio ipsius com- 
mentationis celeberrimae, qua theorema, quod ab eo nomen refert, con- 
didit {HUt. de VAcad. de Berlin a. 1768.), generationem illam seriei, per 
quam radix aequationis /(jcr)=0 exprimitur, animadvertisse, sed postea 
viam ülam, qua theorema suum iurenerat, dereüquisse« Namque et ipse 
et alii ejus, quam tum dedera^ demonstrationis desiderabant rigorenu Alüs 
est prindpüs demonstratio nostra superstructa, quibus tamen magna inter- 
cedit sinulitudo cum üs, quibus sagacissimus Ganchy in calculo, quem vo« 
cavit residuorum, usus est« Attamen cum a nobis haud pauca adiecta, 
atque prindpia illa multo latius extensa adeoque ad resolutionem duarum 

34* 
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vel plurium aeqiiationum plures variabiles inyolventium applicata sint^ hoc 
ipsum ad calculum illum residuorum^ quo tarn feliciter autor uti solet^ ul- 
terlus promoTeudum facere polest, 

Quia vero in sequentibus seriebus, de qulbiis quacritur^ iuvenimiis iit 
certarum expre^sionum certa qiiadam ratione evolutanim cocQicientes, no- 
tatione nobis opus erit, qua evolutionis ppopositae singull coefficientes ex- 
prixnantur. Quem in finem eaudent adbibebo^ qua olim in commentatiun- 
cula i^de fractionibus simplicibus" (BeroU 1825) usus erani« De- 
signante enim f{x) fimctionem certa quadam ratione ad dignitatcs ipsius x 
evolutam^ coefilcientem dignitatis jr" in ea evolutione designabo per cha- 
racterem r /•/ m 

l/w] ^ • 

Nee non functione plurium variabilium f{xy y^z^... .) ad dignitates earum 
evoluta^ coefficientem termini x'^y^^f.w designabo per characterem 

Observari quidem potest, qiioties fuuctio evoluta nonnisi positiyas integras 
yariabilium contiueat^ in locum uotationis nostrae usitatam differentialium 
notationem restitui posse. Eo enim casu fit e, g. 

* 

posito post differentiationem x^=Oy et designante Tln produetum 1.2.3..../I» 
Idem locum habet , ubi f(x) negatiyas adeo dignitates ipsius x continet, 
neque tarnen in infinitum. Ubi enim fimctione ea per x"^ multiplicatd; 
dignitates omnes positivae eyadunt^ fit 

posito post differentiationem x = 0» Eadem de pluribus variabllibus va-» 
lent. At in sequentibus etiam evohitiones, quae utriuque in infinitum ex- 
currunt^ considerabuntur , sive quae yariabilium et positivus et negativas 
dignitates in infinit mn continent, quarum coefficientes per differentialium 
notationem exhiberi non possunt* Unde maxime ad notationem noram 
confugiendum erat. 

Adnotandum autem est, in genefe expressioni [/W]»'* certam no- 
tionem non subesse, uisi antea, quem evolutionis modum adhibere convo« 
nit, definitum erit« Fit enim, ut quoties de evolutione functionls agi- 
tur, euius argumentum pluribus nominibus seu terminis constat, veluti 
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, . j , , Iog(ö-f-6-|-c + ,r..)> aliam alianique serlem eruas, ubi 

secunduxn allus nominis a^ by Cy , • « • digoitates descendentes erolutionem 
iDstituis. Uadc nisi definito evolutiouis modo coefificientes determinatae 
non enuit. lis casibus^ iit ipse adspcctus doceat^ quem evolutionis mo- 
dum adhibcre plaoet^ aomcu illud^ gecimdimi cujus dignitates descendentes 
CTolutionem fieri supponitur^ prlmiun ordine exhibebo^ sicuti in commen* 
tatione anteriore ^^de singulari discerptione fractiouum etc»'' feci« 
mu8. Interim tamen^ ubi commodiun judicabitur^ quem evolutionis mo« 
dimi adhibere conveniat^ diserte adiicietur« 

Jam principia^ de quibus diximus^ scquentibus lemmatibus exponemus» 

Lemma !• 
Ponamus functionem f{x) cefto quodam modo erolutam alios ter« 
minos non continere^ nisi qui ipsius x dignitates sint neque igitur loga* 

rithmum ipsius ar; dilFerentiale eins - q)^ termino — carebit^ quippe qui 

nonnisi e di£Perentiatione termini logjr pro venire potuisset^ qui in f{x) non 
invenitur« Erit igitur 

\rdx 

imde etlam^ posito ^;jq7j/(^)'""''* loco f{x)i 

2. {/(xr ^-^]__.. = 0. 

Formula 2. ^iLceptionis casum habet ^ qiii considerationem si&i peculiarem 
poscit^ casum qua /7is= — 1« Quaeramus igitur coeiBciente^i ipsius — in 
expressione ^/(^) _. d\o%f{x) 

f{x)da: öcD 

Sit terminus ipsius f{oc)y secundum cuius dignitates descendentes \ogf{x) 
evoivatur, ö^a^'* et ponatur: 

d» X • Wx 

Jam expressio 

Iog(I+f^) = i/-f + ^_^ + .... 

e solis dignitatibus ipsius x constat^ unde 



I. r*e^].. = o. 
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ideoque 

3 r aiog/(^)i _ iMeL] - u. 

^* l Öx Vi — if{x)d^}^^i - *** 

Tidemus igiiur^ ubi dignitates functionis f(x) seoundum dignita- 
tes descendentes termini a^xf* evolvantur^ quem ponimus 
unum 6886 6 terminis ip8iu8 f(x)^ in expressione 

coeffici entern termini — 6886 ssO 8ive expre88ionem illam 
termino -^ omnino carere^ ni8i 8it m = — 1, quo oa8u termi« 

nu8 — €oefficientem nanci8citur u. 

In applicationibu8 huiu8 lemmati89 qua8 infra faGiemu8 ad resolutio- 
nem aequationi8 per 8erie8^ erit terminus^ 8ecundum ouiu8 dignitates descen« 
dentes erolutio instituenda est ^ aar sive prima potestas yariabilis; quo igi- 
tur casu statuemus: 

l/(a:)öa?Vi — ^* 

Ponamus F(r) esse aliam functipnem, quae erohita et q^sa e flolis 
dignitatibus ipsius x constety erit e !•: 

^■^ff^\^ = 0, 

sive generalitis. 

qua formula interdum eommode uteris« 

Lemma IL 
Ponamus^ functiones/(a?,y), <p(jr,y) ^rto quodam modo evolutas 
alios terminos non continere nisi qui ipsarum Xy y dignitates dignitatum- 
que producta sint^ ideoque earere terminis logx^ logy: sequitur e lem- 
mate L ^ in expressionibus 

ijr~^ , dx ^ 



*) Ubi commodum duco, differentiallüm partialium notationenii quam 111. La 
g ränge proposiüt, adhibebo. 
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in altera tenomos m -^ ductos« in altera taminos in — duotos defioere; 
unde in neutra invenietur terminus -— • Quarum igitur differentia quoque 

f 

cum termino — carenf »- eruimus theorema noyum tfo memorabile: 

ö. [/'(^)<P'(y)-/'Cy)<P'(*)]«-v-»^o- 

1 1 

Unde etiam, posito j^t^j/'^^ , ^ (p'^ loco^ (p, sequitur: 

Quaeformula exceptionia casum habe^ ubi msss^— 1^ /i=: — 1^ qui seor- 
sun examinandus est 

Ac primum observo^ ubi altw tanfum numerus e» g« mss—- 1^ 
formulam Im non mutari^ sive etiam expressionem 

fermino — carere« Ponamus enimj cme axf^tf terminum ipsius f{xy y\ 

secundum cuhis dignüates descendenfes dignitates vel logarithmus eins evol« 
Tantur^ continebit log/(a?^y) terminos logarithmioos ftlogx-f-vlogy; e 

differentialibus autem^^-j^^ ^-H^ abeunt lagariihmi, unde etiam expresnones ' 

e solis dignitatibus et productis ipsaiimi x^ y constant« Hmc sequitur ^ in 
diflferentialibus earum 

11 

respective terminos in — ^ — ductos defioere; unde neutra habebit termi* 

1 * 

num — 9 ideoque neo diflferentia earum 

*^ («+i)/-»<P"+*[/^(^)^'Cy)-/'(y)<P'(*)l, 

uve orit: 

. 8. {/-*<p-+'[/(*)<|)'(y)-/(y)(P'(*)]}»-«y.. = 0, 

quod demonstrandum erat» 

Jam vera videamus^ quaenam evadat formula 7«^ ubi simul m= — 1^ 

;i s= — f . sive qnaerannis coeificientem termini* — in expr»E»ione 

f (ar) qp^(y) — /^ (y) y^ (a?) _. 3 log/ glogy ^ aiog/ aiogy ^ 

/.y ö« ' dy dy * das 
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Ponamus^ esse ox^y^ bx^y^ termtnos ipsamm /(x, y) , <P(jr,j), secun- 
dum quonim dignitates desoendentes potestates eanim et logarithmi erol- 
vantur^ ac slt: 

/(x,y) = ax->-(l+i7), <P{x,y) = bx^y^{\^V). 
Ponatur porro breritatis causa 



L = log(l + i7) = ir-l^^^ 



^■^ • • • 



quae espressiones e solis dignifatibus ipsarum or, y constant: ürrenitur 

= (j+i)fe+fe)-(i;+li(f' +!?)• 

In aequationis dextra parte^ uncis solutis, inTeDiuntur cspressi<mes 
ÖL dM_ cLdM j^cL ±931 1^ dL i^ SM 

Sjc cy ' By 8x^ y 5jc* y cx^ x cy^ x dy * 

qiAe ex theorematibus autecedentibus termino — carent omnes^ unde iq ex«- 



xy 

cimur simplidter 



siye fit: 

l ^x * c/ dy ' Sx Jx-»j-* L /-^P Jx-*y~* 

Tidemus igitur, ubi dignitates fuoctionura /(x, y)^ 9(^9 y)} quae e 
solis dignitalibu« variabilium x^ y constant^ secundum digni- 
tates deseendentes terminorum 

ax^y^ bx^y"^ 
evolvuntur, quos in fuuctionibus illis inveniri supponimus, 
in expressione 

/'-r[/(^)r(y)-/'(y)^'(-r)] 

cocfficientem termiiii — esse = 0, sive termino — : eam 

a:y Jcy 

omnino carere; nisi sit simul m = — 1, /i:=-^l, quo casu ter- 
minus — coefficientem nanciscitur /»y' — fi'y. 

a:y 

In applicationibus hidus theorematis^ quas infra faciemus, e\'o1utu>-> 
nes secuudum dignitates deseendentes terminorum ax^ by iustitiientur, 
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quo igitur oasa ft=sir'=l, fi'ssyrsO ideoque 

Assumta tertia fimctione F(x^y)y facfle probatur, esse: 

10. F{/'(*)^'(y)^/'(y)<p'<x)] >». /'(ar)^£3-./»(y)L|£3 

Jam quoties F{xyy) et ipsa e solis variabilium or^ y dignitatibus eoastat^ 
e theorematibus antecedentibus expressiones 

termino — carent^ unde e 10« prodit: 

cuius theorematis infra usus erit« Aduotandunii quoties F oonstans^ dnre 
"ia«* Lemma III. 

Ut simflia eruamus de tribus j^mctionibus, tres variabiles Xy y, z 
involventibuSj^ /(Xy yy z)y (p {xy y^>)^ ^(^j y^ ^)s adnotetur aequatio identioa: 

* — 1 ^x ^ ö^ 

~ dz ^ 



quam diserennanonious exacns tacue proiM». jc qua, poaiio orevitaas eausa 

fluit secpiens: 

*^' öa? ^ dy "*■ öz 

= V. 
Ponamus^ in fimctione f(xy yy z) erohita praeter digmtates ipsarum Xy y, z 

alios terminos non inrenirii ideoque eam et a logarithims earum vacuam 

efl^e ; porro duas reüquas functiones (p (xy yy z)y a/^ (x, yy z) evolutas sire et 

ipsas solis dignitatibus Tariabilium Xy y, z constare^ sive praeter iilas adhuc 

continere terminos logaritfamicos 

lA^logx + v' logy + o' log«, ft'' loga? -^-V^ logy + o'^ log«, 

designantibus ii'y v^ etc. constantes« Patet, expressiones certe 
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• log^tiAam raaaa ene, ideoqoe etiam i umwiniiiiin 

oi * dr ». 5i » 

primuB tetuiiiis ia — , twninnani ih ■^, *** *'f '^ in — 

f tf |g ii Mt Bolki contnidiit tormiamn — 

e 13» Yidiiini ene ss V« Kandscmuir igitur tiieorema 

Ponaiim bm^ eüam primam functiftiieiii /(x^y^ «) termmos loga- 
ritimiicos continere ftlogx-f- vlogy+^log^9 derignantihus ih h ^ ^^^"^ 
staut», ita ut poaito 

/(x,y,:5) = Mlogjr + ylogx+9log:s + 27; 
Z7 mUb rariahilimn x^ y^ z dlgoitatibi» oonstet. Qoa expreasioiie looo 
/(x, ^9 ^) fobstitiita in ipsa V, fit V = 

Jam e 14. pars prima buiiis expressioois 

temuDO careC; porro e lemmate IL lacile obtinaniis, in erprfawBanibas 

^{.yW'i—^^A^yi <P'iA^x—^'x^'z, ^x\J^'y—^yif/x 
ooeffidentes termmonim — , — , — respectire esae 

v'm"—v''m', m'ii"—m"ii\ \t!v*'—yL"v\ 

unde prodit tbcorema, siquidem functiohes^ ^^ ^ eyolutae prae- 
ter dignitates variabilhim Xy y^ z adhuc contineant termi- 
nos logaritlimicos 

ftlogx + vlogy + wlogc, fi'Iogx + r'Iogjr + fs^ogs, 

ft^'logx + i/'Iogy + o"log5, 
fore 

15. [V],-t^.i,.i = VL{v'm"^))"m') + i;(o>'^^ m" ^i!) + esiOit' v''-.;i''iO- 

Rursus ponamns^ ftmctiones /(jr,j, t?), <P(x,j^, s), 4^(xyyz)y certo 
quodam modo evolutas solis rariabilium x, y, z dignitatibus constare, ea« 
rumque dignitates et logarithmos ad dignitates descendentes terminorum 
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ax^y'^xFy bxi^f':^\ ca>«>^'«»", 

qiü in iis inreiiiri supponuntur^ erolvi: Iqgarithmi earum ^voluti praeter 
digiiitates yariabilium continebunt terminos 

/ilog J7 + v\ogy + »log«, ft'log j? + ^'^^Sy + ta'logZy 

li^Xogx + v"Iog/ + m"\ogz. 

Hinc ubi in ipsa V loco fy <Py "4^ substituimus vel /'^, (p% 4^ vel \ogfj 

\og(Pj Iog\/^, e 14«, 15« fluit theorema, siquidem non simul mz=:n=i 

/!= 1, fieri 

16. •[/'"(P"^/^.V],-l^.x,.I=0; 

quoties vero simul mz=zn7=:pz=i — 1, fieri 

In applicationibiis , qiias infra faclemus, evolutiones ad dignitates descen« 
dentes terminorum ax^ by^ cz instituenhir, qiio igitur casu fi=sy'=:Gi^^ 
= 1, reliqiii autem /lt^=sfA^^s=y^ = y = «issi0^s=O, ideoque 

f-^l = 1 

Ut formulae 11. lemmatis II. umilem eruam^ assumta qiiarta fiinc- 
tlone F(Xf y, £), quae et ipsa solis rariabflium dignitatibus constat , traaS" 
formo expressionem [^«VJ^j-iy-»,-! in aKam [^J»-» y->,-> > in qua P difie« 
rentialia functioim / secuudum x, fiinctlonis (p secundum f, functionis 4^ 
secundum z sumta non contineat. Quod tranislgitiir hunc in modiun. Po* 
sito cuim fF loco /in expressione ipsiiis V, formula 14. in haue abit: 

Porro e II. sequitur: 
nec non e 4«: 

Quibiis in aeqiiatbnein superiorem substitutisy prodit: 

35» 
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« 

QoM tanaxä». &eile m hane abit: 

18. — [F. V].-.^.^ SS 




»-»y-*« 






E foniiii& IL, 18. ndebimas infra Aeow ma t a , qmie DL Laplace 
de resohitioiie duamm aequatiomim inter ddas^ triam mier tres Tariabfles 
propo Mtarum olon exhibint^ qponte demanare) qoas ^itur hoc looo ante- 
M i t t fl g e piacii^ ipio faeOii» ncMtra cmn iffioB i trB BtiB ^^nm^aMw possmt. 

IiMÜrata na, qoae deduaimi, trib» faactkmbm eraimn^ 



,*%tv^i\i 



De reTeraione aerieriim, 
aiye reselotione aeqoationis propoaifae per series infinitaa« 

Lwnmatnm tradßomm primam i^^iGcatiEMiem ad casum mof&mA^ 
mnm ac nepios tr a rtaliim faciamns, quo de ra£oe aecpatkmis pr opcaitae 
m aeriem erohrenda quaeritor« Tiddamn, ex eroiiitioiie logaritlmii ipmm 
G^reasioiiB, qoae nQulo aequatur, certa quadam ratione BastHuta, aeriem 
q uacsita m eiosqiie et p ote s tat e s et logaridsmoa proftiere, 9opp^ qoae in 
cndntioiie iDa ut co^Bcientes inFenientar« 

Qoaestio die radice aeqoatkmb in aeriem e?oireD& cmnOms casibiis 
ad reyersionem seriernm rerocari potest, ^pn id agitar, nt propoetta 

aEa indagetur series, qoa Tioe versa. x per X exprimatur: 
ande prcpodta ae^patioiie 
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invenitiir radix 

Aequatione identica 

differentiata et post diflPerentiationem per X" divisa^ obtinetur: 

i = ||||;+^.+^+-.+#=+(''+i)U+..--]- . 

Evoh'amin in hac aequatione singulas dignitates ipsitis X ad digmtates 
ascendentes ipsius x ideoque ad dignitates descendentes terniini a^ Xy cjni 

in ipsa X inveniti^: sequitur e lemmate L, in altera parte aequationis^ 

1 • BX 

dictum in modum evoluta^ tecminum — -nomubi in expressione ^K^^ 

inveniri; porro ex eodem lemmate fit 
unde Sam 

Quae est determinatto generalis coeflBcientium evdiutionis quaesitaet 
Eadem onmino mediodo^ posito 

a?- = /» [*, + 4./ + *ir*+ *4/ + . . . .]^ 

ifi 

coei&cientes b^ determinas« Differentiata eiim aequatione ,' quae identioa 
fieri debet^ 

et post differentiationem divisione iSBMste per X""^^^: altera pars aequatio« 

nis e lemmate L in ornoa expressione {m-^^n — 1)^»;^^'^ terminum — 
habeti unde fit: 

nfre oum generaliter tit: 

tt: 

19. 4, =s ^^„_i [y«.+»-iJ^-«' 

^oties m est integer negativus et /iss — m-f-lf quo casu 19., iu* 
determinata evaditi in looum tius fonimlae haec sub$titui <ld>et: 
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20. Th-, = m [logXI,- , 
tfaoi lacüe probatur. Eadem porro methodo, posito 

logx = logy + log*» + b,y + b,y* + 1,/ + ...., 
iiiT6iutiir: 

Uhi m est integer positmis, sequitnr e 19«: 



sre com neqiie logA^ necpie -^j jFii * * * * vi 
eontmeant : 



22. ^ = -[I<^(X-,')].^. 
Ex eadem fomnila^ coUata 20.^ fit: 

sTe cum in X'^^ X""^, • • • • nonnisi dignitates ipdoB x altiores quam 
m^ inroiiantur: 

23. ^. = [logCr-:X)~Iog(X-j)L.. 

Porro ex 21. fit: 

logX = log*. + logjr + [^ + ^ + g^ 4. ...1 , 

«re cum logA^ss — loga.s — [logXJ^o: 

24. log JP = logj _ [log {X—y)]^o. 
In locum fonnularum 22.. 24. substitui nossimt hae: 



25. -^ = [log(r-X)-log(X-jr)L.«, 

26. Iogar=[log0r— X)-log(X-j)],o, 

cum e3q>re88io log(/ — X) poaitiras ipsius x dignitates omnino non conti« 
neat ; unde formulam 25. valere videmus pro omnibus valoribus numeri m 
et positiyis et negatiris. 

Quae ne praqpostere intdUigantur fomnilae , revocare placet, secun« 
dum ea^ quae supra monuimus, pro diverso modo, quo binomium, cuius 
logarithmus evolvendus proponitur^ scribatur sive y — X sive X — y^ nos 
denotare per expressiones Iog(^— X), Iog(-X' — y) series diversas 

X X* X* X* 

log(r— ^ = *ogr— 7— ^p^äp^v^"""**» 
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• log(X^y) = logX — ^ — ^— ^— ^ .., 

in quibus porro dignitates et logarithmua ipsius X ad dignitates ascenden- 
tes ipsius x erolrendae* suntr Quibus bene intellectis^ docent formulae 25«^ 
26. in eadem expressione Iog(^ — X) — log(X — j), dictum in 
modum evoluta^in qua erolutione praeter logarithmum ipsius 
X dignitates eius et po-sitirae et negativae in infinitum in- 
Teuiunturi coefficientes dignita-tum negativarum exhibere 
dignitates positivas^ diguitatum positivarum negativas^ con- 
stantem logarithmum seriei^ qua radix x aequationis X^s^y 
exprimitur« 
Ponatur 

*.r+*./ + *3r' + *4/ + ---- = ^^ 

ita ut ex aeqnatione X^=^y fiat jcr=: IT, e 25,^ 26. obtines äequationes 
identicas : 

27. ~ =[log(r-X)-log(X'-.j.)]^^, 

28. log r » [log(jK-:X) — log(X~j)]^ . 

E quibus fonnulis, ubi evolutionem ei^ressioiuB log(j^ — X) — log(X— >^) 
secundum dignitates ipsius x ordinas, inyeiiu: 

log(j~X) — log(X-^) =_log* + -| + ^ + g^ + 



• • • •' 



X X* X* 



10g X — Y — 2W — 3fi" — •••• 
sive quod idem est: 

29. log (r - X) -log (X^y) = log (r— :r) - log (x^ T). 
Quae formula mirae simplicitatis immutata manet^ ubi x^ X cum y^ Y per« 
mutantur; quod pro reciprocitatis lege, quae inter äequationes y:=sX^ 
ors r iatercedit, cum ex illa haec, ex hac illa sequatur, locum habere 
dehet. Quo rectius perspiciatur, quam notionem subesse volumus formulae 
29., quae in hac theoria ut canonica spectari potest, proponamus eam ut 

Theorem a« 
Proposita serie 

X = a, ar -{- Ca j?* + 03 jc^ + ^4 ^* + • • • • > 
Sit 

Y t=z A,^ + b^y^ + b^y^ + b^y* + . . . • 

series, quae e rerersione propositae, nascitur^ ita ut posito 
X^=iy fiat Tzsix: erit identice: 
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iogrr-i;-iog(x-j) = iog(T— x)-iog(*-rj, 

sire: 

^ ^ ^ mm^^ • 




•iquidem in aeqaationis parte prima siagalae digniCates et 
logarithmas ipsius 2 ad aacendeiites dignitates ipsiiis x^ ia 
parte secaada singnlae digiiitates et logarithmns ipsins 7 
ad ascendentes dignitates ipsins j eTolrnntnr. Qnod docet 
theorema, in eadem erolntiona expressionis 

logCr— X) — log(X— j) = log(r_jr)— log(x— T), 
aecnndnm dignitates elementi^ ordinata^ inreniri nt eoeffi- 
cientes dignitates et logarithmnm seriei propositae^ secnn- 
dnm dignitates elementi x ordinata^ dignitates et logarith* 
mnm seriei inrersae. 

Tbeorema enriosum, qood iam p r op o suim qg, [iropter eom^ qoa gan^ 
dety eoncinnitatem alia adfane donomtratioiie narrime cxpectta coiqproiiare 
operae pretinm est» 

PoDatnr Xs=:/(x), atqoe er rf f aulu r expresnones 

ad descoidentes dignifafes ^us a», unde altera logC/V — fy) solas posi^ 
tivas dignitates ipsius y^ altera log(fy — fx) wcias positiras dignitates qniiis 
X netitra posUvas ipmm o^ eontindiit* Qnikiis oonditionibus ev<rfiitionis 
ratio onmino defintta est. Jam sit 

fj^^tlll3^:=a,^a,{x^y)^a^^ L\ 

X — y 



• • • # 



,.« yl 






•••• 



utraqoe expremone log^T' eodem modo evohi ddM^ vidflüeet itd digiti- 
es desooidentes q>riua a^ y unde ■nbducdooe fiMta ^o£t: 

30. log {Js—Sy) — log ify^fx) = log (x— y) — log (y — *). 
n in hac aeqoatkme looo y substituatur T, quo iaclOy cum ait f(T)ssy, 
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formula 30. in banc abit: 

log(/ar— y)— log(y— /ar) = log(a7— T) — Iog(r-.*), 
quod) postto fx SS Xf «st theorema demonstranduiq. 

Pouatur 

aequatione 

Iog(y-.X) — log(X-y) = \og(I-x) ~log(ar~ 1), 

• 1 
multiplicata per ^i^Cr) mvenimus coefficientem termim — c 

JJ// JJW 

+ B'iogr y- — 4-yä — •••?• 

idve 

{[iog(r-^)-iog(X-y)]F(;r)},-. = /F(r)ar, ' 

vel posito F(ä) = --^-i£i -— (p/ (jj.) ^ cum sit IT = jr : 

31. ^(or) = {[Iog(y-X)-.log(X^y)](p'(^)}^-.. 
üb! üi (p (jr) iDvenitur constans^ ea dextrae parti aequationis adiicienda erit. 

Quoties <P{x) solis positivis dignittitLbus ipsius -x constat^ 3L sim« 
pUKus ita exhibetur: 

32. (P(a?) = (p(0) —i<P\x) logiX— y)]^... 
Posito idtur 

<P (x) = P + I^y + P^y* + ^''y' + ...., 
fit Ps(p(0) atqiie 

Sit aequatio proposita 

ac — « + y/(«) = 0, 

atque evolyatur v^(«) in seriem 



• • • .« 
AT 



Posito «= a + jr, aequatio proposita abit in y=T7^j^| >//(«) iu ^(«+ar); 
ubi igitur io 33« ponimus 



JT« * 



sive e theoremate Tayloriano? 

CrtUe'i Joaraal d. M. VI. Bd. 3. Hft. 36 
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unde 

35. ^,)=^.)+y^../.+^.?Jv^>ia+zL.aif^^+ 

quae est series Lagrangiana. 

Non generalior est aequatio^ quam Hl. Laplace sibi resolvendam 

proposuit: z = F(tt+yfz), 

quippe quae^ posito z^=iF(u) in formam supra adhibitam redit: 

1/ = « + yfF{u)y 
quod adnotare contenit« 

Inventa functione generatrice seriei^ qua radix aequationis proposi- 
tae sive fimctio radicis exprimitur^ id commodi nacti sumus^ ut eadem ex- 
pressio omnibus modis,' quibus evolutionem ordinäre placet^ facile accom« 
modetur^ ideoqiie etiam casui maxime generali , quo proposita aequatione 
f(^y y) > i^ctio %// (xy y) ad dignitates ipsius y evolrenda est« Data enim 
aequatione ^ 0=/(^,y) 

propomatur ftinctio ^//(Jr,y) 

in seriem evolvenda 

ut eruatur P^""^^ observo^ e formulis nostris esse 

36. ^{x,y) = ^p(0,y)- [^J^log/(:r,y)]^_^; 

iam expressionibuB ^// (0, y) , ■ q^^ Iog/(r, y) ad dignitates ipsiiis y evo» 
lutis, sint termini generales 

erit 37. Pf»> = ^») — [7^-']_-t . 

Dedit olim III. Laplace in ipsa commentationey qua seriem La* 
grangianam primus rigor osa eaque elegantissima demonstratione muni« 
Vit (Hist. Acad. Par. ad a» 1777)^ sive demonstratione theorema curiosum 
huc pertiuens^ quod cum attentlonem Geometrarum fugisse videatur^ ipsis 
autoris verbis apponam locum integrum« Postquam enim e consideratione 

aequationis \^-\ = z \^j ^ in qua z data functio ipsius jr> resolutionem 
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aequationis dps=^(ir-f'^^) adeoque plurium eiusmodi aeqiiationum Inter 
plures variabiles deduxerat^ haec commentationi ad caicem adiicit. 

5, Gonsideratis aliis aequationibus ad differentias partiales inter Xj »y 
tj per methodiim praecedentem functionem quamlibet u ipsius x m seriem 
evolrere liceret^ et mTenirentur eo modo innumerae aequationes inter jr 
et a, pro quibuft evolutio ista Buccedit; at satis louge adhuc a solutione 
abessemus problematis generalis, quaecunque sit aequatio inter x ett^ pro- 
posita, iunctionem quamlibet ipsarum j? et a, si fieri possit, ad dignitates 
iutegras positiras ipsius m eToIrere« Quod ut resolvatur problema^ iam 
theorema proponam propter eam, qua gaudet, et generalitatem et simpli- 
citatem att^ntioue Analystarum dignum." . ^ 

jy Sit <p (xy a) = aequatio inter x et (t proposita, et u fimctio ipsius x 
et « in seriem evol^enda ; posito «s = abit aequatio proposita in (p (xy 0) 
= 0, qua resoluta habebuntur radices inter se diversae, quibus series di- 
versae, in quas u evolvi potest^ respondent; sit x — a = una e radid- 
bus illis, expressio ^(ar, 0) factorem habebit potestatem positiram ipsius 
X — Oy quam ponimus esse (x — aY; quibus statutis, ubi nonanatur a\^^ 
terminus generalis evolutionis functionis Uy quae radici x — a=zO respon« 

^'^ ~ 1.2.3..-. nöa» i.2.3... .{n—i)8x'"'' 

siqiüdem in altera parte aequationis V^ binae variabiles x et a ut inde* 
pendentcs oonsiderantur, 2^ post differentiationes secundiun a factas poni« 
tur 06 =^ et post differentiationes omnes x = a." 

Hoc theorema per formulam nostram 37. facile probatur casu quo 
i s= 1 ; casu yero quo / non =1, inyeniiur idem egregie falsum esse« Eo 
enim casu factori (x — a)' respondent / radices aequationis <p(xya):=sO in« 
ter se diversae nee nisi posito o& = inter se* aequales ; ueque formula ab 
lU« Laplace appo9ita ad functionem unius radicis^ sed ad summam (imc- 
tionum^ quae singulis illis / radicibus respondent^ pertinet. Locus ille himc 
in modum emendandus erit. 

„ Sint radices aecjuationis (p (xy «) = 0, quae factori {x — c)* respon« 
dent, x^y x^y x^y p . . ^ xis porro valores, quos functio u induit, posito 
jcssor», jPtt, . . . . x/, sint u,y u^y . • • • Uis siquidem ponimus 

W| + tt, + ^3 + • • • • + «^i = 2 7n «% 

36* 
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38. f. 






-1 



posi dUEuvainiMMiei If w« In posto s = 0^ x = ff .' 

DenoulniiooeiD binnB niooi'einafiB hoc looo pnetennitlo« 

Per IbnmlaBi iMMfnm 37. ftcBe eliam pro Mcma resointoTy dätm 

« e>| Mli oM e 9(r,x)=(^ lAi y nt fimctioiiem ipoiB x apeetams, exläbere 

lioiiii ^('»y); & eniin, wÜ aonpficiter 

pott gffcrenfarfianes posito AssO^ i=0; sire gmerdin^ idii ^^')= (^-^)9 



post differentiaitkMies pOBito A = 0, / = 0. E quätos formufis per r^ulas 
ootM fiwile deduds formatHmes oombinatorias tSve ternunorum fmnatio- 
aem, quüms expreano quaeaita oonstat, et maaeroB, qm tenniiKW iDos 

wiiiffiiiif > 

De resolutione duarum aequationum inter duas variabiles 

propositarum per series infinitas. 

Datis aequationibvm inter duas yariabiles: 



t.ij I .^ I : 



transformo eas in has simpliciores : 

r = Aar + «"jc* + «>y + «„ y« + «"'ar* + 

II « Ay+ß'^^ + ß>y + ß„y» + r'ar' + .... 
Jam tibi fimcüo radicum f(xy y) eroirenda est in seriem 

posito 
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X SÄ Ajr + «''a^ + a\ ary + «„ y» + «^'V + . . . . 

fieri dd>et identice 

quod deierminationem Goefficientium C^^^ suggerit« Quarum expressionem 
generalem per lemma IE. ita invenio. 

Posiio enimbreTiiatis causa X's=^^ X^sa^— , F=g-, y^ss^, 



m evolutione expresdionis - — ^-r^r — secundum dignitates desoendentes ipsius 

A iDstitiita^ inveniuntur elementoriun Xy y et positivae et negativae dignitates^ 
neque tarnen^ uti in lemmate U. vidimus^ terminus — ^ nisi sit simul m = 1^ 

72 SS 1 y eo autem casu ^ in eo lemmate vidimus , ipsius — oaefBcientem 
esse s= 1» Itaque multiplicata aequattone identica 

per expressionem j^/y jg^ y/ 

e lemmate ü. in altera aequationis parte terminus — non inrenietur nisi 
in ea expressione^ in qua nt^^p^ n^^jy quae fit 

^- XY ' 

in qua porro ex eodem lemmate termini — coefficientem habes C^\ Unde 



4. C?. = [Ax,.)^^^^X..^... 

Qua formula generali oompleta problematis solutio contiDetur« 
IJbi f(xyy)=sj^'^y^y 4L iacile in hanc fomndam abit: 

Ut exemplum adsit, quomodo e formulis traditis formatio combinatoria ter- 
mini generalis eTolutionis quaesitae invenlatur^ formationem ipsius C^^ in 
42«^ qualem formula iDa suggerit^ indicabo« 

^parebtt primum^ Cf^^ formam induere: 

in quibus ^a funotio integra positiva coeffidentium aequationum proposita« 
nun a,^\ (t\y ct„y • • • • ß^^y ß\y • • • • Sit terminus ipsius j^i 
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poRO posito 

|i' + /»"+.... =c ff, v'+»"-|-..,.= Ä, undea + isA, 
/tV+ f»'V'+ . . . . = Jf, /*'+ 1^'*"+ =s iv; 

.af+iv = ;» + «— m, Af'+ir'= y + 4— «. 

Go^Boienteni autem immericum natHasoeris: 

Simnl autan in ipsa A^ tamunos omiies inrenis, qui oonditknubus aasigiia* 
tb satts&ciunt. 

Obserro, viA formas pleniores adldbtuasemus 

T = c'x + a,y + o"V + «; Xjr + «,,/+. . . . 

fionmilam nostram generalem 
adhoc locum habuisse. 



Jiliii I :- 



ad Agnitates desomdentcs elementoram ü\ a, erohita loiaBet; tum Tcro 
C^' e phiribiis seriebos infimtis compontam (msse, quae ex erohitioiie ex* 
j^essionis * * 

ad de^ceEidentes dignitates ^sanim a'^ b, instituta, orüim dnooat. Quas in 
oommentatioiie ,, Je discerptioiie ningulari etc.'' tMipus amnes siimmari poaae 
per firacdones, quamm dfnoirenatores eioadem qoantitatis A = a^&, — a^h' 
dignitates sunt. Ctd igitur snmmatioiii per transfiDrmatioBem aeqoafioBam 
pnc^KMitamm indicatam, qoa in tenniuB primae dimcmi o M s dtera Tariabi- 
lis toDitur^ omnino si^ersedemoB^ et Tia directa expreBMoem ^pnos C^^ 
in terminis finit» obtinernns. Cetemm idem amequeiiBy idii loco x, y va* 
cidiiles ^9 t; inducs^ p<mendo 

nnde termim Ikieares fiimt 

a^x + m,y = A^, Vx + h,y = A v. 
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Dooet formula nostra generalis 41.^ termini generalis erolutionis 
quaewtae (f^^t^u^^ 

fimctionem generatricem esse 

cuius formulae ope facile etiam totius seri^^ m^^fO^^y) exprimitur, func« 
tionem generatricem assignas. Ubi enim evolutio qiiaesita nonnisi positi« 
vas dignitates ipsanun t^ u continet^ tribuendo numeris p^ q valores omnes 
a usque ad oo obtines: 

Quoties vero erolutio etiam dignitatibus negativis ipsanun t^ u aflPeota est^ 
poni debet^ quae formula etiam fllum casum amplectitur: 

44. /(x,^)=[/(x,^)(jr'r.-jr.j'o(jij+,^(^+^)^^, 

ubi e more nostro per expressionem 

denotamus seriem utrinque infinitam 

•5>_ 

tributis numeris py q valores omnes a — oo ad -}" <^* (Conf. oommt supra 
cit.) Posito f{x,y) = aTy^ fit e 44. : 

Inventa seriei cpiaesitae functione generatrice, id conunodi nacti su« 
muS) ut iam eadem expressio omnibus modis accommodari possit^ quibus 
evolutionem functionis radicum ordinäre placet« Sint enim coe£Scientes 
aequationum propositarum X — f = 0^ T — i/ = et ipsae functiones alia« 
rum variabiliiun Vy Wj übt functionem radicum , quae et ipsa variabiles Vy 
tu inyolvit^ <p (jc^ y^ Vy w)y secundum dignitates ipsarum Vy w evolvere pla- 
cet^ evolratur functio generatrix secimdum has ipsas variabiles; quo faoto^ 
ubi terminus generalis illius erolutionis est 

in quo P^^^ solas variabiles Xy y continet^ erit terminus generalis evolutio« 

nisquaesitae [I^X^^^^^.^^Pw<^. 

Quae est solutio problematis maxime generalis , datis aequationibus 



fu" 
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MIHI I 



(•H*)y-(»+0* 



lem f(Xyyy Vy w) in seriem secundum d^nitates ipsanim v^ w pro» 
gredientem erohren» 

Sint serieS) quibus radices jr, y exprimuntur : 
qiHbus looo Xy y bk fonnula 45. substihith, obtiuetur aequatio identica: 

quae docet aeouatio, in evolutione expressioms 

ad .dignilates yuanim x, y ordioata, terminum genenton e»e 

qaae eaqpreasio perinde ad valores omnes positiToa atque negatiroa mime- 
rorum m, n pertinet« Tribuendo %itur namern m, n valores omnes a 
— so uBqiie ad -f"^> enrnnus aequationem identicam memcHrabilem : 

P ro p ter oorrelationem, quae inter aequationes X — r=0, Y — ii = et 
aeqoationes T—x = Oy D—y^O obtinet^ qoa elficitur, iit ex Ulis hae^ 
ex his illae aeqmuitur, in dieoremate modo inrento dementa Xy yy Xy T 
cum eiementis iy Uy Ty U permutari potenint; qiiod ut ex ipso tfaeor^- 
mate appareat^ haec adnoto. 

Seqintiir enim e Cormula tradita 46. haec: 

Secondam ea autem, qoae lam in CMomentatioBe snpra eitata obsenravi, 

qnidem Innosmodi 

non pro eranesoenAe haberans, sed pro 8)rmbdk> certae cuinsdam erotutio- 
ms; cttdem anlem expreasio» ducta in jr — Ty aire m potestatem altiorem 

T eranesceC. Eodem modo expressio 



•.r,%':»;ivUi« 



Vx— r + r— J y — L' "^ f-'—y' * 
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ducta in expressionem eiusmodi (ar*— 2r)'"(j — Uy^ ux qna m, n numeri 

1 * 

positivi, evanescit. Hino ubi x^y —X Y* ^^ dignitates asoendentes ipsa« 

nun X — T9 y. — U evolvirnus^ reiici poterunt dighitates et producta Ipsa- 
mm x — Ty y^^^JJ^ neo rexnioiebit uisi terminus primus ^^oltrtioiiis^ sive 
in expressione 

. t 

in factore ^, y _^ y; loco x^y substitni poterit T^ Um Jam vero, po- 
»ito a:=:Ty yz=,Uy fit JTss: /, Y=:u; inide posito 

di/Tereutiando secundum /^ ii eruitiir: 

ideoqiie jr y.. 

V' ^1 v/ ^^ — ^ 

~ T' 17, — 7,17'^ ^ 'PV^—i\V'^ 

"^ *— TV/r T rri> **! 



TU^-^T^ t/#> *» — TM7^ — T, 17'^ 

£ (piibus formulis secpiitur, nbi sit x=^Ty y=>üy fore 
Ciuus aeqiiationis ope obtiaemiis formulam: 

(x^,+ds)(5^.+^r)=(^''.-':.''')tiT+^)(5=P+Fi?). 

quae etiam e theoremate propositö 46. prodit, elementis x^ y^ Xj Y cum 
ty Uy Tj U permutatisL Quam igitur ipsum theorema docet locum habora 
posse permutationem. 

Restat^ ut formida 46« 

quam pro theoremate canonico iu hac quaestione habere possumus^ ex 
ipsa iiatiu-a evoluticmum iustituaidariun ^ inter quas illa identitatcm sdstit^ 
comprobetur. Supra quidem in quaestione de rerersione serierum sive re« 
aolutione aequationis singularis facile succedit idem, quia ex expressione 
fx — fy factor x — y extrahi potuit; quomodo vero in systemate duarum 
aeqiiationum simile quid pi*aestari possit^ non ita stadm patet. Quae ta- 
rnen acciu*atiiis per[(endenti hunc in modimi succedunt« 
CrtUtu JoiuimJ d. M. VI. Ba. 5. im. 37 
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Ponatur Xssf(Xfjr\ Y=si(p(x,y)f ao condderetur expressio: 

Quae expressio evolvatur ad dignitate» desccindentes ipsius A, ita ut 

TT — k ,.. — r dignitates negativas unius elemesnti x, rellquanmi positivas 

1 

f{t,u)-f{x,y) • -.-/,. 

1 

i 

contineaiit» Quibus conditionibua suigulaa expressiones evolrendi modus 
omnino definitus est» Jam poni poteritt 

/(^,r)— /(^^) =^(^— O + J'Cr-^), 

designantlbus A^ B^ C^ D iunctiones integras positiyas elementonim x, y 
sive series infiiiitas^ in quibus nonnisi positivae integrae dignitates elemen* 
torum Xy y inveniuntur» Quibus observatis^ e praescripto erolvendi modo fit i 

quibus in summis numeris /i^ 7 tribuuntur valores omnes a usque ad oc. 
Tis: opus est^ ut repetam, e notatione^ de qua convenimus^ series quas 

V^ z ^i9 z ^+; repraesentamus, eo inter se differre^ qiiod altera 

secundum negatiyas ipsiu» x^ altera secundum negatiras ipsius t dignitates 
procedat» Unde expressionem 

non pro evanescente habemus^ quae tamen per dignitatem ipsius x — t 
altiorem quam /»^ multiplicata evanescit» Eodem modo expressio . 

* , (- 1)^ 

per dignitatem ipsius y — u altiorem quam $r**' multiplicata evanesdt« Unde 
in summa: 
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_B^C1_ , w 1 . i-if V / 1 , (-1)^ X _ 

evanescent tenuini onmes, iu quibus sire p'!>^f siv« 7!>/>; qiiibus reiectis 
nounisi remanent , in quibus ^ = f • Unde expressio proposila fit 

^r-^^rf-^^ \j:—t ~ i — xJ \y—u ~ u—yß 

• . •■ 

sive 

Jam ex iis, qiiae supra observav imus , wbi .^ p^ ad diguitates positiras 

ipsarum x^-^ty y — u evolvimus^ terminum prumim eius erolutioius sive 

a dignitatibus earum vacuum iu locum eius factoris .j^ substituere 

possumus. Patet aiitem ex aeqiiationibus 

(P(^,y) — <f>(.t,u)=^C(x—t)+Diy—u), 
ubi loco /, u scribimus x — (x — t), y — (y — w), atque /(/, o), <p(t, u) se- 
oundum diguitates ipsarum x—t, y — u evolvimus, terminos a x.—tf y — u 
vacuos in evolutione ipslaruin ^, ß, (7, D fore respeotire f'(x)y f'{y)i 

(P' (x) , <P' (y) ; unde loco ^n^ßn soribwe licet 

1 1 

/' (^) <f{y) -/' {y) 9' H "X'Y,- X, y' 

quo facto fit: 

A'' r, — A^, y \x—t~ t^xJ \y — u ^ u—yj' 

Li bac aequatione loco tf u ponamus series T, Uf quibus loco Xy y in 

f(x,y)f (P(x,y) substitutls, fit 

f(r,U)^ty <P(Tyü)=^Ui 

*') Theoreina, quo bic perreaimus: 
W-/) + Biy-u) '^^(t-a:) + B{u-y))\Diy-uj + C(x-t) + tKu-y)i'C(f^ = 

AD—BC\x—t~t—x/\y—u~u—;^ 
•lio modo in coiniD«Qtatione sopra citata probatum est. 

37* 
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ubi msiiper ponitur /(jr,jr)ssX, tp (jr, j) = 27, fortniila anfeeedefiis in sc- 
queutem abit: 

({uae per X^Y^ — X^Y' multiplicata tlieorema probandum suggerlt. 

Methodi a uobis traditae non eo oasu circumsoribuiitiir^ quo evolutio 
quaesita e solis dignitatibus ipsarum ty u constat, quem uniun hactenus 
consideravimiis. In genere autem per artifioia particularia reliqiü casus ad 
iDurn reTocanfiir«. Ponamus e^gr^ evolvendam esse £unctiouem logjrrogj, 
quae habebit evolutio formam 

log^ log II + Alog.t + Blbgu + Cy, 
designantibus jiy By C series ad solas dignitates ipsarum ty u progredientes. 

Jani ex. aequationibus propositis t =: X\ nsnY sequitur- 

logx.logy = log^.log^ = 
lögf.logii + log/.lög^ + Iog«.Iog^ +Iog^.logJ^ 

qua in expressione logy, '^St ^^ ^^^^' dignitates ipsarum <r,.y ideoque 

etiam ipsanun ty u evoM poterunt, ideoque in casum antwiorem redeunt« 
Unde e formuUs propositi» obtinetur: 

= log— .log— • 
Quae obiter monuisse sufBciat. 

Formulam generalem supra tradiiam* 

per formulam 11. lemmatis n. etiam hunc in modum repraesentare Ucet: 

47 (fP) « r /; X,f Tf, 1 



siquidem J^ as ^^^ y /'ss*^, /=s~^. De tbeoremate siib illa forma 
proposito facile etiam decurrit^ quod lU» La place olim de resolutione 
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aeqitationum ^ ^^ /+ «(P(:r,y), ^k == « + ß^'C^,/) 

invenit* Ponatur emm x^i^t^^^ ys^u-^-v: aecjiiatioues propositae iii 

sequentes mutauturt 

QuoHes iam functio f(Xy y) ^=^f{t + ^> «/ + ^) ^^ seriem secundum digmtates 
ipsarum a,^ ß progredientem «Volvenda est^ euiiis terminus generalis 

fit e formula antecedente; 

breritatis causa loco <Pit+l,u-^v)y ^(t-\-^,u-\'v), /(t-^-^^u-^v) posito 
<P> 4'» /• Quae e theoremate Tajloriana fit: 

öi cpia formnla (p, v^, / designant fimcttoues (Pdr^y)^ ^(p^>y)ff{^iy)y at- 
que po8t diflPerentiatlones exactas ponendiun est xrst^ ysszu. Quod cum 
theoremate ab 111« Laplace tradito convenit« Aequationes enim^ quas 
ille considerat^ 

x^F(t+u<l>(Xyy)), y^Uiu^ß^ix.y)) 
posito x^=sF(x^), y^=^Il(Xi)y revooantur ad formam a nobis adhibitam. 
Obserro adhiic^ datis aequationibus <Pia^yyy fyi/)t=0, 4^(pryyy ^,tt)=:0, 
ubi Xy y ut fimctiones i|1sarmn t^ u considerantur , differentialia functiönis 
f^x^y^ty ü)y secimdum t^ u smnta per formulas nostras geueraliter inte« 
niri. Ponamus enira^ loco /, u posito / + ä, u-\-i mutari Xy y Uk x-^rH^, 
y-^Iy unde aequationes propositae fiunt: 

(PiX+Hyy + Ty t + /iy U + i) — (Xy y^ ty U) = 0, 

yp(x + Hy y + Iy t + hy « + /) — 'vKjp, j^, /, £/) = 0, 
in qiiibu» Hy I ut Incoguitas sive radices cönsideramus. Quarum functio- 
nem/(a^-f*H^J^^-/, ^ + ^r ^ + P^^ metbodos supra traditas in seriem 
evolvere possumus« Quibus ad dignitates i^s^arum hy i ordiuatis^ ubi tav 
minum generalem invenis (f^^ffi^y etit 

Pauca adhuc de systemate triam aequationinn inter tres rariabiles propo- 
sitarum adiiciamus* 
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De resolutione trium aequationum inter tres variabiles 

propositarum per serjes infinitas« 

Propositis aeqiiatioiubus; 

C ^= aa^ -\-by -{- cz +^x*+-^xy +/•• • 

transformo eas in alias hujus formae: 

t = Ay + a'3t^ + ß'xy+yy^ + .... 

tt ==: A;5 + a'V + ß'/ary+y'y + .-- 
in quibus 

u = (a'Ä"--c"AO«- + («"*— «*'Ot + (oä'—o'ä)v, 

Jam ubi radiciim x, y^ z fimctio f{Xy y, z) in seriem evolrenda est, cuius 
tennnitts generalis C^^,,.^/^ii% ipsam C^^^^r ope lenunatis IIL ita invenio« 

Pottto 

-3r= Aar+ «a?'+ßjpy+yy*+»*** 
r = Ay + Ä'Ä^+ß'ary + y'y- + .... 

a« Va^ 5T Bz dyf WyyBzWx dx^J^WzxSx dy Wy dxf^ 

et eroluta expressione X^F*Z^V ad dignitates desoendentes ^sius A^ 

4 

vidimus in lemmate IIL in erolutione illa ooeffidentem termini 

= 0, nisi alt mz^n^zpzs — 1^ quo oasn terminus — 

ficienton U Jam ubi 

f(xyy,z)^^C^,^rS^t^u' 
fieri debet identioe 

/(ar,y,«) = SC,.,,,X''J'Z', 

unde e lemmate dtato: 







Expresao C^, ^, r cum dignitates negativas ipsius A contineaty obserroT, 
} aequationum transformatarum s ss X, t:=^Ty u;=zZ formas ple» 
adhibuissesi quas initio proposuimusi expressionem iUam C^, ^, , quam 
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• 

formula 47» snppeditat e pluribus seriebus valde complexur compoBitam 
fiiisse^ quae ex evolutione dignitatiim negativarum ipsius A proveniant. 

Totam seriein, ubi e solis positim ipsanim s, t, u dignitatibus con« 
statj uiyenist 

quae fonnula id oommodi habet, quod alüs quibuslibet modis se accom- 
mode^ quibus erolutionem functionis /(ar, y, z) ordinäre placet. 

E formula 21. lemmatis fli. formulam pro Cp^q,T mrentam etiam 
huno in modum r^raesentare licet; 

51, p^rCp^g^r = 

, d/ r B*xr^ t dz" ax-p . dY-'' dx-n 

'^'^ir'Z'dydi Y^dy' 5* "^zTÖz' ^y > 

. 8fr d* Y-^ t Bxr^ dr'r SZ-' 8T^ 1 

'^'Sylzrx''dzdaf'^Z'-dz' Bx "^XPaa:' Bz J 

, 8/r g'Z-'^ , BY-^ BST' , BXrP BZ-' -t 
'^^LX''Y^da:By'*' xrBx' By '^Y'dy' Bx \ 



*-y«-' 



Ciuus formulae ope theorema ab Hl. La place de resolutione trium ae- 

• * 

qnationum inter tre? rariabiles propoaitarum olim exbibitum &cile proba* 
tur. Datis enun aequationibusr 

quam iDe formam adhibet pönatur: 
vaade aequatibnes datae in has abeunt : 



» SS 



f{s^x,t-{-y,u+zy 

y 

* 



Jam ubi ponitur esse 

e fonnula 51., ponendo JKs= j-, J^=^> ^^^^t ®* adhibita pro no- 
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tatione nostra vulgari difTerentialium notatione, prodit 



/"(p'^f,' ^*^ 



52. Cp, ,, , 



dxBydi 

'•"•' aar •e/ö*"^'*' d/ 'dzdx"^^ ~^~''d^ 

+ 51 [/'* 



^*V^ I /»^-y ^^ I /^7 5/ 



dxoy ' '^ cor dy ' ^ cy 




tibi loco/(ar,j',Ä), ^(jr,j-,«), ^^(ap,>-,«), F{x^y^z) simpUciter scripsimus 
fj(Py^pfF atqiie post differentiationes exactas pouendiun -est x = ^^ X^^^j 
z^s^u. Qiiam dedit lU. Laplace formidam in oommentatione siipra ci« 
tata p. 120. Aequationes eniin^ quas ille adhibet, formam tenentes 

v = X(^ + ß<P(f,t;,e)), 

poneodo J = 11 J', v = Xu', ^ = Q^' in formam supra adliibitam redeunt. 
Nee uon iibi datb aecpiationibus 

dp, y, £ ideocpie etiam tunetio F{xyyy Zj t^ Uy v) ut ftmctio ipsarum ty Uy v 
oonsideratiir, atque ea siippositioue facta difierentialia partiafia ipsiiis F so« 
cimdum t^ u^ v sumta eruenda sunt, expresaionem 

per formulas nostras generaüiter exhibere licet« 

Quae autem hactenus de dnabiis, tribus aeqiiationibus inter diias, tros 
Tariabfles propoaitis protulimus, eadem fieicilitate ad oumerum quemlibet 
aequatkmum et Tariabiihim extenduntur» 
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23. 

Über mechanische Quadraturen. 

(Von Herrn Th. Clausen zu MüocheD.) 



Uie von Laplace M^c. cel. T. IV. p. 207, gegebene Formel veran« 
lalflte mich den allgemeinen Ausdruck für die darin enthaltenen CoetGioien- 
ten zu suchen* Man gelangt dazu auf folgendem Wege. Denkt man sich 
die gegebene Function in eine Reihe Glieder von der Form H{e^^ — e'^ 
entwickelt 9 so sieht man leicht^ dals die Interpolationsreihe^ die allgemein 
fiir jedes Glied von dieser Form gilt^ ebenfalls für die Fimction gelte, und 
dals man von den constanten CoeffideAten abstrahiren könne. Es sei dem« 
nach die Reihe Werthe von yx > für or = 0, 1^ 2, 3, . • • • ;? folgeudermalsen 
geordnet, mit ihren successiven Differenzen: 

Z. ^ ^:Z^ ^^ .£iZf 

1 — 1 



3 e 



3^ 



.3, (e*_J)(ß«* + e-^*) 



FHr diesen Werth von y^ hat man also: 

A*>.,+ A»y„_ = +(l-0'(e''— 1) — (»-^)'C*~"'— 1), 
A'/o-A'y,., = — (1— e-*)'(-?"'^— 1)+(1— e*)'(e-''*— 1), 

A*yo + A*y„_« = +(l-^)*(*"'-l)-a-^)V-"*-l), • 
etc. 

Nun ist abevj^(f^'-e-'"')dx = ^(e''^—t)-\-^(e-^''—l); und 
T y» + y« + y« + • • • • y»-» + ^ y» "*®^ ®™^' leichten Reduction 

Es ist also^ wenn man setzt: 

qrell«*! JouTD»! d. M. VI. Bd. 3. Hfr. 38 
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/"y-^* 



+ J, (An- A y^O 
+ ^.(AVo+AV^ 

^J^ • • • • 

gleichfalb 

•J-« 1^— ^,(l-e^)+^.(l— ar^r— ^,(l^e^)'+^,(l-e-Y^ etc., 

odtt WODU man 1 — e'^^sssz setzte 

oder endlich: 

Aufiier den fünf von Laplace a. a« O. gegebenoi CoefGcienteD 
habe idi aelbat noch folgende nach dieser Formd^ und zur Sicherheit ge- 
gen Rechnungsfehler nach der Formel 



• • • • 



beredmet. 






1 

• ____ • 



33953 



-^7 = +: 



4i 



362ä800* 

8183 
1036800* 



' ~" t" 720* 

^ L. 

160* 
863 






^ _ ■ 3250433 
"^ ^479001600* 

'^» 788480* 



60480* 
_275^, 
24192» 



-*«= + 



13695779093 . 
2615348736000* 
2224234463 



Zwndken den Grenzen 



and 



^(^-t) 



"~ 475517952000* 
i mMl n+l ist /e^- 



Wenn man ako 



1). 
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f^^'y^cdx 



so ^ird 



B.(l 



= yo + r. + r. + — + r-» + y. 

+ J5.(AVo+A'y^ 

■^ • • • • 



^'■^) + B. (1 — O — J^sCl— O' + ^4 (1 

•^ = z setzt: 



.-Ä\* 



O— etc., 



oder wenn man gleichfalls hier 1-^e 



— V(l— z) log nat(l — *) 



*^S ^ "f" • • • • 5 



^2 ^2.4 ^ 



1.3.5 
2.4.6 



*' + 



1.3.5.7 

2.4^6.8 



Die numerischen Werthe dieser Coe£Gcienten) gleichfalb aiif zwei Arten 

bereclinet, habe ich gefunden: 

13528301 



Bi = -il'y 



24 



Ä 



+ 



B, = 



24 f 

223 . 
5760» 

103 
2880' 

32119 . 
967680» 

« , Uli 

*"""*" 36840' 



B«= + 



B, = - 

«8= + 



B„ = 



464486400 ' 
3194621 



> 



116121600 
3201305803 



122624409600' 

„ , 122002655 

"">'— "T 4904976384» 

63687408047173 






2678117105664000' 
101791632 17133 . 
446352850§44000 ' 
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24. 

AJia solutio problematis a celeberrimo Gaofs in opere 
^Demonstratio attractionis. quam etc«^ tractatL 



Mjitbadi», eajns ope wimnww Geometra proUfma hoc ad inHcmdcntes 
4riKptieM redt^it, tarn eit ek^amf tanta^ine goneralhate gaodeC, «t omnia 
•fia btsjunnodi probbmata f<rfreiidi qua» tjpiiin praebeat. Si ilaqne finem 
tantum MAuüom Mped», tanquam peracta rideri potest; ai too nexum 
metbodi Gaussianae eaii9aratioiienM](fae com meCfao£s antea osilatis re* 
ipiim^ *ijiiod saue analjfia darius penpideiidaiD £Mat: bod onnuno super^ 
fluae^ ni fallor, se^fuentes pagellae aestimabtiiitur» 

1. 

Deiiotetit >/^ B^ C coordinatas orthogonales pnncti ab annolo d^tioo 
itUntüy ad axes itruicipales eetitruiiK{ue dlipseos relatas, cnjos semiasis 
major a^ b wnud^xn minor, e excentricitas est, E autem angnh» ab astro» 
nomis i^/malia exeeotrica vocatus« Coordinatae pmicti dfipseos angulo £ 
respondentes sunt neos«, ÄrinE, 

atque desuper aa{\ — ee)zszbb, Jam densitas annuli elfiptici, cui crassi- 
ties aequalis atqiie infinite parra supponitur, in quoris dlipaeos puncto Ce- 
ti corporis haue orbitam ^scribentis inrerse proportionalis statuitur, 



totacpie annuli massa unitati aequalis ccmdpitur; quodrca particula cujus- 

Tis annuli tempusculo dt respondens i=r erit, designante T ten^us perio- 

dicum« Designata igttur per ^ distantia puncti attracti a particula annuli 
elfiptidi habetur bujus attractio 



Teil raloribus ipsorum d / et 7^ per £ substitutis, sdlicet : 

dt Ä c*(l — ^cos£)ö£; 

r =r 2 a* 'TT, 
designante ir semidrcumferentiam circuU cujus radius = 1, attractio haec 

i — e cosE ^ p 
2ngQ 
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evadit^ Quae in tres secimdum a:sium direcdones dccomponitur^ nempe: 



n 



> 



_ {A—acosE) (i—e cosK) d E 

) (ß^hsinE)(l\—eco^E)dE 
1. \dv = ^^ , 

Hisce aequationibus ab £ = usque ad £s=2'7r integratis^ evadiiDt 

1, Vy ^ attractiones totius anuuli in punctum propositiun secundum direotio* 
nes axium directionibus oppositas. 

2. * 

Primo quidem hoc agitur^ ut expressio ipsius ^p ad casum id>i (7s= 
reducatur« Hunc in finem ab aequatione 

^^ = aaco&E^ + 6bsmE^'^2aAcmE — 2bBHiaE+AA+BBi'CC 
subtrahitur aequatio identica 

= 2/co8iB*+ ii8in£* — u, 
designante u quantitatem adhuc indeferminatam ^ quam vero ita determi- 
nare licet^ ut fit: 

2. ^f s= (aö--«)cosP+(ÄÄ-«)8inE'— 5a^cos£— 2ÄBsin£+^^4-JBJB+CC+£i 

m 

quibus Taloribus comparafis, emergit: 

ifj^+^^^ — ^^ + Bfi + CC + i/, 

«a — M • bb — u * ' ' 

aa — u*bb — u "^ u * ^ 

quae aequatio erohita.ita se habet: 

+ (aabb^aaBB-^QaCC^bbJji^bbCC)u + aabbCC = 0. 
Jam observare licet, tributis u sucoesdve Taloribus — oo; 0; +Ü; 
-f-oa; redire valores aequationis — cx); -f'^^^^^^i ^'(^^ — bb)bbBBi 
-|-(aa — bb)aaAA*)\ unde fadle conclu^tur radiees faujus aequationis 
omnes esse reales , earumque unam negativam, reliquas vero duas posi« 
tivas, quarum altera qnantitate ^bb minor est, altera yero iuter 66 et 
aa jacet. Quaenam vero earum ad propositum idonea sit, in sequentibus 



*) Celeb. 6 aufs in tractata soo p. 12. methodam prolixiorsm sacutas est Umi* 
radicum aequationis hujus aasianandi. 
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patebit ; tcrtia ccrte est rejiciendd^ cum hac adoptata bb — u negative eva« 
dat. Scribatur nunc: 

\f(aa — u) = oO — ^ — = /cosu; 

tum aequatio transit in: 

5. 5 j = {a' cofiE—a'fconfiy + (b' smE—b'/siniiy. 

Hoc itaque modo proLlema ad casum C=:0^ Tel quo pimctum attractum 

in piano ellipseos jacet^ reductum est« 

• • 

3. 

Si discerptio quantitatis cujuslibet in duo quadrata habetur^ ff ^^ 
xx'^yyy notum est assignari posse innumeras alias ^ scilicet: 

^^ = (jrcoscp — j sin (p)* + (^ sin (p 4- j^ cos (p)% 
designante (p angulum quemcumque« Hinc sequitur: 
6. f f = W cos (p cos E — Ä' sin <p sin E — f(a^ cos (ß cos fi — i' sin (ß sin ft)]* 
-|- [^' ^^^ 9 cos £+ Ä' cos (p sin E — f(a' sin (p cos /x -f* ^^ oos (p sin ft)]*. 
Statuatur nunc i • /*^ i/ • 

. * |rcos(p = o'cos/^9 

vel 

rr = o'a'cos;«^ -}-./»' i' sin ft% 

tunc prodit: 

rr fip = t^'fl'cosft cosE+^'*'siöf* sin£ — /(ö'ö'cosft' + Ä'Ä'sinjit*)]* 
+ [a'ysm(E—[jL)]% 

vel^ reductionibus paucis factis: 

8. rr^^ = [rr cos(£ — /it) + sinf6C0SfA(Ä'Ä' — a'ö')sin(£ — M')-^frry 

+ [a'b'nm(E—ii)Y. 

Faciatiir nunc aimilis transformatio, qua in theoria ellipseos anomalia ex- 
centrica et vera comparantiur : 

Cos(7^— y) — i ^f cos {E-(ij' 

9. < am (/— V) — i-/.cü8(B-Ai) ' 
tangier- V) = V^(J^tangi(E-M), 
et vice versa: 
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4-/co8(r— »/)' 

^ ^ "^^ 1-|-/C08(T — V) ' 

~ i+/cos(r— v)* 

Ut vero hae subsdtutiones locum habere possint^ necesse est ha* 
bei f<Ci* Yideamus^ an aliqua et quaenam radicum aequationis (3.) ad 
hoc Bit idonea. 

Ex aequationibus (4.) sequitur: 

„ aaAA , hhBB 



{aa—uY ' {bh — uY 
_ AA , BB j AAu , BBu 

81 aequatio (3«) substituitur, prodit: 

. «=»+"[c-%)'+(^j'+(^n- 

Hino sequitur^ si sumta fuerit radix negativa aeqiiationis (3.)9 / 6va« 
dere ^1, sin minus >»1; quapropter iUa tantum assumi debet^ rejectis 
duobus reliquis« Si statim ab fnitio fuisset CzszQ atque punctum extra 
curvam situm^ facile perspicitur fieri per aequationes (4.) (posito scilicet x/ = 0) 
/>> !• In eo casu ad aequationem (3.) regrediendum erit^ quae posito C ss 
transit in: 

^'^{AA'^'BB—aa—bV^u^aabb^aaBB-^bbAA = 0* 

AA BB 

In eo, de quo agitur casu, est ^Tb^^ ideoque terlüinus ultimus ne- 
gativus* Quapropter, si in aequationem hanc successive ipsi u valores — oo, 
0, -i-bby -^aa tribuuntur, valor hujus aequationis + oo; negativus; 
-^(aa — bbyBB; +(aö — bb)AA evadit; unde facile conduditiur radicum 
hujus aequationis alteram esse negativam, alteram vero intw bb et aa ä^ 
tam« In hoc itaque casu radix hujus aequationis negativa assumi debef, 
postea vero eodem modo progredieudum est, ac si non fiusset C = 0* 

Hac demonstratione peracta, ad aequationem (8.) regredier, quae 
aequationibus (9.) substitutis , in 

rr[l+/cos(5r-v)r^f 

= [rrcosCTl- v) + /•(!— //) sin/Lt cosii*(Ä' Ä'— o^a') 8in(7— v)]» 

+ [a'ÄV(l-//)8io(^-v)r 
et, si eodem modo, quo aequatio (5.) transcribitur. 
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rr[l+/co8(r-v)l«j^ 
ss{rre»-pcios{T-'v)^^{V-Jf)(!aniLtmitJib'b'-a'a')cMylj—a'b^ 

Anguhis "4* nunc ita determinari potest, ut fiat: 

10. [l+/oo«(y— vj'ff = Äafoogy+iVTVsmT^ 

= [üfcosvcosCr— v)— itf«mvsui(y^v)J» 

+ [iVsm»oo»(y— j;)+iV^co8van(y— v)]*. 
Statui ita d^et : 

MüMV =s rwMypf 

y(l ff) 

m tinv s= i — ^i^(mnfteo»(i(b'b' — o^a')eos4' — Q'b'nia^/), 

11. < *" 
\NcMV = ^^^^^^imk|lcwll(b'b''-a'o')aia^p^\'tt'b'coi^|^), 

unde derivatur: 



»* 



1(1-* 



12. C0t2r// = 2a'Ä'<6'6' — a' o') sin/i co»M ' 

4. 

Per aequatienes (9. et 10.) habetur 

desfgnante t quantitatem /'(MM oosT' -{-JVN sin T^), atcpie cum sit 
A'-^o oos£ ^ ^ ■.— a co8f( oos(£ — Ji) -f- a nn/ti sin(£ — (i), 
B — b »Infi s^ B — 6 sin/t co8(£ — (yi) — Ä cos/* sin(£ — u), 
1 — ecoaE BS 1 — e cos fi cos(E — fi) -j- eünfi »in (E — /*), 

figtdle per aequationes (9.) iuTemtnir: 

(.rf-aco»JS;[t4/co«(T-»)]s=(^-a/co8/«)+(4^-aco8.a)cos(T-y)4.oV^(l-j50siV8iB(T-v\ 
j8inF;[t+/co8(T-»)]ss(B-ft/siV)+(B/-fc»»n.»)«;o<T-»)— &V^{l-jOF)co5.asiü(T-v% 
[l+/co8(T-v)]s=s C +Cf cos{T-v), 

co8£:[t+/co8{r-v)] = {l'efco»ii)+(f-eeo$fi) cos(T-v)+eV{l-f/) ünfi im{T.v). 

Cum vero sit integratimie a 7* = usque ad T=^Tt facta 

C0 8 T.dT ^ 

sin T.aT 



/ 



I» 

C08 T 8in TOT 



0, 



I» 

81 inter eosdem limites ponatur. 



0, 
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inrenitur : 



^^ =P+(), 






0, 



2nO 

' co8(T— y) a T __ ^ 

>8iD (T—»)aT 

'co8(T— *)»aT „ ^ I rt . . 

'co8(r— 1')md(T— ir)aT . ,r^ «V 

/8ia(r— y)'a T D • « I r» . 

Ope hanim aequadonum &cOe per (13. et 14.) ex aequationibus (I.) 
deriratur : 

+ (^/ — aco8/*)(/ — eco8|»)(Pco8»*+QMnv*) 

•\- ae(l — ff) siufi' (P»m v*-\-Q cos v*) 

+ V(l — fj) smn(u4ef-\- af — lae cos/*) sinv C08v(C> — jP), 

y^tlyy^ = (J5_Ä/8m/*)(l-e/cosM)(P+C)) 

+ (ß/_ Ä sin /i) (/— e COS ft) (^cos v' + Q sin v») 

— 6 tf (1 -—ff) sin A» COS /* (Psin v* + 9 co* >'*) 

+ /"(l — ^yy) (Bef%\nii — Ä/C08M + * cosSft) sinv eosy(Q — P), 

yTixLff) = C'a-*/cO8ili)(P+0) + C/(/-*COS/i)(PcO8V« + (?siuU*) 

+ C<//( A — //) siu ju sin V cos V (9— P). 
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m 
m 

25. 

Zur Theorie der allgemeinen Kuppelung (Joint universeL 

Universal Joint.) der Wellen. 

(Vom Herrn Dr. Dietlein za Berlin.) 



In Maschinen mub öfters eine Welle llioger smo, ab dafs man sie aus 
einem einzigen Stücke Holz oder Metall (gewöhnlich Eisen) machen könnte^ 
weshalb sie dann aus mehreren Stucken zusammengesetzt werden muls« 
So lange die Drehachsen der einzelnen Stücke in eine und dieselbe gerade 
Linie fallen, reichen gewohnliche Schiftungen und eiserne Ringe, wozu 
allenfalls noch Schienen und Bolzen kommen, hin ; müssen ab^r die Drdi« 
adisen Ton je zwei unmittelbar auf einander folgenden Stücken zwar in 
Einer Ebene, abw nicht in Einer geraden Linie liegen, und kann oder 
will man keine Winkel - Rnder zu Hülfe nehmen, so ist diese Art der Ver* 
bindung nicht mehr anwendbar* Man bedient sich dann derjenigen, welche 
man allgemeine Kuppelung nennt, und zwar allgemein, weil sie 
auch im ersten Fall gebraucht werden kann» An dem Ende einer der 
baden Wellen, in dem Durchschnittspuncte ihrer Achsen, bringt man emen 
Biegel an; dieser enthalt 2 Büchsen, deren Achsen in einer und derselben 
durch den Durchschnittspunct der Achsen der beiden Wdlen gehenden 
geraden Linie liegen ; dann macht man entweder im Umfange einer kreis« 
formigen Scheibe, je um einen Viertelkreis von einander entfernt, oder 
an den Enden der vier gleichen, fechte Winkel mit einander bildenden 
Arme eines Kreuzes, 4 Zapfen, welche in die gedachten Büchsen grei* 
fen, wie es (Taf. m. Fig. 7., 8. uud 10.) vorstellen. 

AC (Fig. 9.) sei die Richtung der Achse der WeOe, auf deren Um« 
drehiuig die Kraft wirkt; BC die Richtimg der Achse der Welle, deren 
Umdrehung die Last zu verhindern strebt; C der Durchschnittspunct bei« 
der ; a die Ergänzung des Winkels j4CB unter welchen sie einander schuei* 
den zu 2 Rechten. Man ziehe DFM normal auf AC^ imd GKN normal 
w&BCy so ist DF die Projection der Ebene desjenigen Kreises, wel- 
chen die * in den Pfannen des an AC befestigten Biegeis liegenden Za- 
pfen bei jeder Umdrehung beschreiben, auf die Ebene des Winkels ACBs 
GK dasselbe für die ivelle, deren Achse BCs und MCN^a. Man be« 
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schreibe über DF^ aus C^ mit dem Halbitaesser CD t= r (der Entfemimg 
des Puuctes von der Drehachse ^Cy iu welchem die ersten beiden Zapfen 
des Kreuzes die Büchsen im Biegel von ^C berühren) den Halbkreis DEFy 
und' über FKy aus C^ mit demselben Halbmesser r, den Halbkreis GHK} 
man stelle sich dann die Ebene von DEF um DF^ und die Ebene von 
OHKum GK so gedreht vor^ dals beide normal auf die Ebene des Win- 
kels J(XB sind 9 so sind die Halbkreise DEF und GHK die Hälften der 
Wege, welche die Angrifi&pimcte der Zapfen des Kreuzes, während einer 
Umdrehung jeder der beiden Wellen durchlaufen. Betrachtet man E als 
den Anfiangspunct des Weges, welchen der Angrifi&piuict eines in dem zu 
jiC gehörigen Biegel liegenden Zapfens macht, und setzt den Winkel, den 
CE (der zugehörige Arm des Kreuzes) nach einer gewissen Zeit beschrie- 
ben hat, lCE=i(Py zieht dann durch £, normal auf CEy eine Linie ELy 
und verlängert C/ bis sie die EL in L schneidet, so ist jE7L, also auch 
wenn man durch L gleichlaufend mit jiECy LM zieht, Ciff == r tang (ß« 
Wahrend derselben Zeit mu£s sich aber auch CG (der auf CE folgende 

• 

mit seinen Zapfen im Biegel von BC liegende Arm des Kreuzes) eben so 
viel um BC drehen, als CH; der Winkel von CH (der mit CE zusam- 
menfällt) an gerechnet, heifse ypi so vnrd man %// erhalten, wenn man 
durch M die Linie MNO gleichlaufend mit BCy durch// die Linie HO 
gleichlaufend mit GNy und durch den Durchochnittspmict die Linie CO 
zieht; dann ist HCO = yp. 

Aber -EZ/ = C-fflf =rtang<p; C?7Vssü/0 = rtang\^, und zugleich 
CMi CNzsz 1 : cosa, folglich tang(p : tang\// ss 1 : coso, und mithin tang\// 
SSOOSO •tang(p; oder cosa = /2 gesetzt, tangxjy :=s n tsaig<p ^ wo n für ]9- 
des System unveränderlich ist. * 

Um eine Gleichung aufzustellen, welche für jede Lage des Sjrstems 
das Yerhältnils der Kraft zur Last ausdrückt, sei . 

P die Kraft, welche im Abstände r von der Drehachse AC viirkt; 

M die auf denselben Abstand r reducirte träge Masse vom AngriflEs- 
pimcte der Kraft an; 

Q die Last, welche im Abstände r von der Drehachse BC wirkt; 

IV die auf denselben Abstand r reducirte träge Masse^ vom Angriffs- 
puncto der Last an; 

V die Geschwindigkeit des Puncts Es 

w die Geschwindigkeit des Puncts &, welche der des Pmtcts H gleich ist. 

39» 
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:ii^^« - 



Die Kraft P kann man ala am dreiTheQ^i zusammengesetzt 

1) aus «nem Theile, der mit dar Last Q selbst im Gleichgewichte ist; 

2) aus einem TheOe^ der Yre^ea der Beschleunigung der trägen Masse 
M nodiig ist; 

3) aus einem TheHe zur Besdileunigung der tragen Masse N. 

Der erste Theil ist = — Qy oder da ws=zrd\l/ und t; = rc(p. 

Da der Raum, wdcher TOn den Zapfen des Kreuzes die im Bi(^- 
gel der Welle j^C liegen in der unendlich klanen Zeit durddaufen wird 
in welcher v um dv zunimmt, = rd<p hty so wird der zweite Tlieil 

S5_L££.^^ wenn ff die Beschleunigung dar Schwirre bedeutet. 

Setzt man hierin w statt v, yf/ statt (p und N statt M, und multi- 
plicirt die so erhaltene Kraft 4 rdL ^^ da sie im Biegel der Wdle BC 
nöthig wäre, mit -^, um sie auf die Büchse im Biegd der ITdle AC- 
zu bringen, so ist der dritte TheQ 

4grdtp cq> ^grdff 

m 

Hiaraus ergid>t eidi 

Cm d4f nnd d <p durch tang<p und dtang(p auszudrucken, so ist, weil 

dtp _^ w.gUpyy l-f-tapgy* it(l + tangy*) 

d^ T" l-4-ii*taiig9** 6taog9 1+Aftang9'* 

Dieses giebt 

Auf beiden Seiten mit t^f*^°%^ multipUcirt und das erste Glied rechter 
Seite transponir^ gid>t 

und int^rirt, 

4ffrP(p — 4f rQarctang(/itang9) = t^Üf + ai^iy+oon8t« 
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Es ist aber t/ = ^5^ und wss^^^. wenn dt einen unendlich 

dt dt ^ 

Zeitraum bedeutet; also 

mithin 
4^rP(p — 4^r arc tang (/i tang (P) = t;'i»f +^3^^^^ 

Für (pssO ist tang^sO und v^ sei ss^^. Dann ist 

= «»itf + «•/!• iV'+const; 
also vollständig 

^^r[P«p-Qarctang(/i.tang(p)]=(t;«-««)iM+««[t>*ii±?^f5^^ 

und endlidi 

j^ ()arctsiig(n.tapgy) j^ ^^ ^ ' L (l + n^tapg <p* )* J 

Weim die Maschine immer fortgehen soll y so darf v weder £= oo 
noch = werden y sondern es muls die Geschwindigkeit am Ende jedes 
Umganges der im Anfange desselben gleich sein. Um diese Bedingung zu 
erfüllen^ muls für <p^=z2vy also für tang^sO^ i; = « sein^ folglich 

Dann ist 
oder 
mithin . 

, 4grP[y— ^irc lang (ti taug y)]-fft»[ai-f n»jy] 

— ,>r I a (l+t«nga)*)* ^, * 

* (1+Ä*lang9*}* 

Für ^ = also tang^sO rat 



Für ?> = y ölso tang9=:-|-<x> ist 






Mit Ausnahme des Falles wo die Achsen der bdden Wdlen in 
Einer geraden Linie liegen^ also wo ossO^ oder coser = /is=:l und 
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2^^^^« 1, ist dieser Bruch immer <1, Weil /2<1 ist, mithia ist 

die Geschwindigkeit der Zapfen des Kreuzes, welche im Siegel derWeOe 
BC liegen^ am Ende dets ersten Yiertelkreises <^ a» 

Für ^ =5 7 also tang (p = 0, ist wie für <p = 0, 

V* sss «•. 

Für ^sa^ir also taiig^=: — oo, ist wie für 9 = -^» 
Für = also cosos/2s=l ist für jeden Werth von (p. 
Für ^ = Y ^^ cos a s= /2 = 0, ist für jeden Werth von 9, 

^ M * 

WO r von an jede ganze Zahl bedeuten kann; jedoch können mcht alle 
Werthe gebraucht werden. 

Man setze <p=mir, wo m beliebig ist, so nimmt für die erste 
halbe ümdrehimg der Welle AC der Werth von m von bis 1 zu; für 
die zweite halbe Umdrehung von 1 bis 2 , u« s. w. fort ins Unendliche» 

Bringt man m in den obigen Ausdruck für v\ so erhalt man 

. _ *grPn{m—z)+a^M 
V — jg . 

Soll nun für jedes Yerhaltnils der Zahlenwertfae r, P und Jf^ 
also allgemein, v möglich bleiben, so darf m — z nicht verneint, »also z 
nicht grüfser als m sein« Da z nur ganke Zahlen bedeutet, so kann 

für die Iste halbe Umdrehung der Welle ACy « = oder = 1 sein; 

für die 2te - - - . . « = 1 oder =2; 

und so weiter, und es ist nur noch auszumitteln welcher von beiden Wer« 
then jedesmal gebraucht warden kann. 

Setzt man in der Gldchong v* = ^^ ^ M * m ss 2 und 

c=sO, so erhalt man, da für diesen Fall die Maschine ihre ganzen Um« 
gange in gteichen Zeitraiimen vollbringen, auch i/s=a sein muls, 

«• = 1*^(2-0) + «% oder 
= 8^»-^- 
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Dann müilste abo entweder Mzszoo^ oder r oder Pss B&n^ vrm 
nicht möglich ist« 

Setzt man aber m = 3^ ;e=sl) v^=a, so erhält man 

«• = i£^(2— 1) + «% oder 

also dasselbe Resultat wie vorher« 

Auch die Rechnung zeigt dso^ dals die allgenieine Kuppelung auf 
zwei Wellen deren Achsen einander rechtwinkfag schneiden nicht anwend- 
bar ist^ sondern dais o kleiner sein muls als t^« Für a = |gr wurde sich 
die Welle jiC drehen^ wahrend die Welle BC in Ridie bliebe^ indem die 
Pfannen im Siegel der letztem den zu der erstem gehörigen Zapfen die 
freie Umdrehiuig gestatten würden^ wenn nur die Arme der Biegel einan* 
der nicht berühren könnten. . Diesen letzte^ Umstand kann man aber 

nicht verhindern^ wenn ^ = -n" ^^^ ' deshalb darf man bei der allgemei- 
nen Kuppelung den Werth von a auch nicht zu nahe an -^ bringen ; man 

nimmt dann lieber zwischen dem Kraft- und dem Lastpuncte ' mehr als 
zwei Wellen. 

Dals es richtig sei wenn in der allgemeinen Gleichung 



t; 



A 



4^rP[y— arctaDg(wtapgy)]4-«*[J^+^*^] 



für (p = my, arctang(/2.tang^)=Wiy gesetzt wird, davon wird man 

sich leicht übet^eugen, denn nur dann ist allgemein 

[<P — arctang(/itang(p)] = 0, 
also am Ende jeder halben und ganzen Umdrehung 



V =2 ecy 



wie es gewöhnUch erforderhch ist. Ein besonderer Beweis sdieint also 
ubarflÜBsig. 

Soll V imverlinderiichi also überall gleich a seini so ist das ver^ 
Snderliche 

_ p arelan gfntaBg«) . yi-t-n'tangy*)* / 

P = -^ + —477; • 
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Für (p = also tang (p s 0, ist 

p_ (>arctangO , a'n'N ,^ .. 

P = ö — + 4^770 (*— ^)» 

P = (?. 

ir <p = -T- dko tang(p = ao, ist 

..b(X—,'). 

(ur /2 = 1 ist dabm P = Q; 

für /2=:0 ist P = C^+ , also unendlich« 

Fiir (ps=« also tang^ = 0^ ist 

p _ QaretangO . a*n^N(l — i) 

p= () 

3ff 

Für (p = -5- also tang(p = — oo, ist 

Es wäre nun auch noch die Reibung an den Zapfen des Kreiu^es 
in Rechnung zu bringen; aliein da dieselbe nur eine unbedeutende Ter« 
mehrung von P erfordert und die Rechnung dadurch weitläufiger wird^ 
80 mag solches unterbleiben» 
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26. 

Zu den Elementen der Geometrie. 

(Von Hrn. Prof. Gudermann zu Cleye«) 



1. 

JUie Elemente der Geometrie weisen zwd Aufgaben auf ^ welche unge- 
achtet der häufigsten Tersuche bis Jetzt nicht gehörig gelöset worden sind: 
die eine ist planimetrisch und besteht in der Aufstellung einer strengen 
Lehre von d^i Farallellinien ^ die zweite ist stereometrisch und betrifft 
den Beweis der bekannten Regel ^ nach welcher die Solidität einer Pjrra« 
mide zu bestimmen ist« Vielleicht hat man in Hinsicht auf die erstb Auf«« 
gäbe erreicht^ was irgend erreicht werden kann; aber die zweite genannte 
Aufgabe gestattet eine Erledigung^ welche nichts mehr zu wünschen übrig 
läist und der Hauptzweck dieser Abhandlung ist. Das Bedärfiiils einer 
' mehr zusagenden Darstellung dieses stereometrischen Gegenstandes, am 
meisten gefühlt wahrend des Unterrichts in den Elementen, und das Ein- 
gehen aiif seine doch nur scheinbare Schwierigkeit führten den Verfasser 
dahin zurück, beweisen zu müssen, dals symmetrische Polyeder 
gleichen Inhalt haben. Es gelang ihm hier die. Zurückführung 
der Symmetrie der Polyeder auf die Congruenz. Eine aus pä- 
dagogischer Rücksicht davon gemachte Anzeige (in der Krit. Bibliothek. 
1828. No. 17.), .welche eine Antwort erwartete, blieb fast ein Jahr lang 
unbeantwortet , weshalb ich denn im Journale d. Math. Band IV. Heft L 
auf den (S. 100.) aufgestellten Lehrsatz aufinerksam machte. Mit dem Er- 
scheinen dieses Heftes des Journals erschien nun aber auch im Neuen Ar« 
chiv für Philologie und Pädagogik. 1829. No. 12. eine Nachweisung, dals 
das so eben genannte Theorem bereits von Durrande in den von Ger- 
gönne herausgegebenen Annales de Mathimatijues. Th. VI. S. 340. etc. 
behandelt sei. Der Herr Prof. Forstemann in Danzig, welcher diese 
Nachweisuug gegeben bat, sagt: 

„In dieser Methode werden zuerst die Polyeder in dreiseitige 
Pyramiden zerfallt; dann wird jede solche Pyramide, indem man von der 
Bestimmung des Mittelpuncts der eingeschriebenen (nicht umschriebenen) 
Kugel ausgeht, in zwölf Theile und zwar vierseitige Pyramiden ge* 

Crelle*f Jouroal d. tlL VI. Bd. 3. Hft. 40 
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tlieflt« Geschidit eine soldie EintfaeOiiiig ganz glddwnaCiig an zwei sjm* 
metmdien Polyedern^ so werdai & Theile des einen dm entsprechen* 
dexi Theflen des mideren congnient«'' 

Diese Methode fallt aber kemeswegs mit der zusammen, wekhe 
ich, ohne je die Annales de Math^matifues gesehoi zu haben, angewandt 
habe, und die erwähnte Nachweisung veranlalst mich jetzt, meine Methode 
mitzutheilen« Auch mag es wohl aDgemein interessant erscheinen, da£i 
nun auf zwri völlig versdiiedene Arten das zu Staude gebracht worden 
ist, was in den Elements de Geometrie von A. M. Legendre (1794) 
für unmüglidi gdialten wird« (Man sdie die in den neuerai Ausgaben ' 
varkiirzte Note yii.) 

2- 

Um nun zimüchst zu beweis^i, dab s^rmmetrische vio'ecldge Py- 
ramiden gldchen Inhalt haben, dient die folgende Gedaukenreihe, welche 
der Leser auch ohne Hinweisung auf eine Figur verfolgen wird: 

I. Für eine viereckige Pjramide giebt es einen, aber nur einen ^ 
Punct, welcher von den vier Edken des Körpers gleich weit absteht (oder 
es kann eine, aber nur eine Kugd um eine viereckige Pyramide gesdirie» 
ben werden« 

n. Wenn man die drei Kanten VA j VB, VC einer viereckigen 
PyTamide VABC ubhr ^ hinaus so verlängert, dals VA'^ VAj VB'z=z VB und 
VC =s VCj so ist die neue Pyramide VA*B'C* der gegebenen symmetrisch« 

III. Wenn zwei Polyeder einem dritten symmetrisch sind, so sind 
sie congruent« 

lY. Wenn zwei viereckige Pyramiden ABCD und ab cd symme* 
trisch sind und man schreibt Kugelu um dieselben, so sind ihre Radien gleich« 

Der Beweis der drei ersten Yordersiitze ist einfach; was den Be* 
weis des vierten betrifft ^ so sei ^ der Mittelpunct der um ABCD be» 
schriebenen Kugel, und abo VA^VB^VC^VD. Durch diese Radien 
ist die Pyramide ^BCD in vier andere viereckige zerlegt: VABCy VA BD, 
VACDy VBCD. Yerlangert map diese Radien, jeden um die eigene LHng^ 
so entstehen (nach H.) vier neue Pyramiden VA'B'C\ VA'B'D\ VA' CD', 
VB'CD'y welche der Reihe nach den vorigen symmetrisch sind imd eine 
Pyramide A'B'C'D' zusammensetzen, durdi deren Ecken die Kugel um V 
ebenfalls geht. Diese Pyramide A'B'OD' ist symmetrisch mit ABCD-, d^het 
sind (nach III«) die beiden Pyramiden A'WGD^ und abcd congruent« 
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y. Zwei symmetrische Pyramiden VjIBC und VA^B'C* sind gleich 
groß, wenn VA=,VB^VC und also auch V'A'^V'B'^^V'C ist. 

Von den Scheitefai V und V^ lasse man die Perpendikel VQ und 
V'Q' auf die Grenzflachen ABC und A'B'C\ so sind die Dreiecke VQA^ 
VQB, VQCj F'Q'A\ V'Q'B', V'Q'C sSmmtlich congruent, ni&oQA^QB 
^QC^Q'A'—Q'B'=Q'C' und die Pimcte Q und Q' sind demnach die 
Mittelpuncte von Kreisen^ welche um die congruenten Dreiecke ABC und 
A'B'O geschrieben werden können» 

Jede Pjramide ist nun in drei zerlegt, und es ist VAQB sowohl 

* • 

symmetrisch als auch zugleich congruent mit V'A'Q'B'i eben so VAQC 
mit V'A'Q'C und VBQC mit F'B'Q'C's also ist FABC = F'A'B'C\ 

YI« Überhaupt sind zwei symmetrische Pyramiden ABCD und 
^'Ä'C'Z)'. gleich grols. 

Man schreibe Kugeln um dieselben, die Mittelpuncte derselben mii^ 
gen F und F' sein ; dann sind die Geraden FA^FB^FC^FD^ 
F'A':= F'B'^ FX'^ F'D' (nach IV.). Femer ist die Pyramide FABC 
symmetrisch mit F'A'B'C's also ist FABC^F'A'B'C (nachV.); eben 
so ist FABD=lF'A'B'D;. FACD=iV'A'C'D' und F'BCD:=:zF'B'C'D\ 
Hieraus aber folgt unmittelbar, dab ABCD =s A'BX^D\ 

Diese Methode der Zerßillung, wodurch ebenfalls zwölf Theile ge- 
fimden werden, ist offenbar sonst gänzlich verschieden von der^ welche 
Durrande angewandt haben soll, da der Mittelpunct einer lun eine vier- 
eckige PjTamide geschriebenen Kugel belcanntlich mit *dem Mittelpuncte 
der hineingescliriebenen nicht zusammenfällt. 

Was die Ausdehnung des so eben bevnesenen Theorems auf sym- 
metrische Polyeder überhaupt betrifft, so hat sie keine Schwierigkeit. 

An merk. Der in Band IV. Heft 1. Seite 100. dieses Journals Torkommende Aus- 
druck 2e — e — 4 bezeichnet die kleinste Menge der viereckigen Pyramiden, in 
welche der Koq>er K oder K' zerlegt wird, indem man alle Diagonal- Ebenen 
durch die Ecke E legt. Kimmt man statt der Ecke E einen Fund im Innern 
de5 Korpers , so ist £ = 0. 

3. 
Legen wir uns die Inhaltsbestimmung eines ahgekürzten Parallel« 
epipedums ABCDdcba vor; es seien Aa^ Bb, Ccj Dd die vier paralle- 
len Kanten, wodurch die Ecken der nicht parallelen Gniodfliichen ABCD 
und abcd, welche Parallelogramme sind, verbunden werden. 

40» 
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Der Kinfechheit wegen mag die Grundfläche ABCD auf die Kanten 
AOy Bby Ccj Dd senkrecht gerichtet sein« 

Man sielie in den bmden Grundfluchen die Diagonalen AC und BD^ 
welche wAk in £ sdmeiden mugen^ und die Diagonalen a c und b dj welche 
»ch in e sdmeiden: so ist die Gerade Ee offenbar parallel den Kanten 
Aäy Bb, Ccy Dd^ 

Man TorlangereJBe um eE', so dals eE'^iEe^ lege durch E'eine 
Ebene A'B'Ciy parallel zu ABCDi verlängere auch jia, Bb, Cc, Dd, 
und es mag die durch E' gdegte Ebene davon in yi\ B'j C, D' geschnit- 
ten werdoi. TÜelLÖT^ev ABCD d c b a vtxtäA'B'C'D' dcba sind dann sym« 
metrisch und erganzen sidi zu dnem senkrechten Parallelepipedum mit 
parallelen Grundflachen ABCD und A'B'C'D', Ist der Inhalt der Grund- 
BSthe ABCD ssG, so ist die Solidität dieses senkrechten Parällelepipe* 
dums =sCJS£0 also seine Hälfte G,Ee ist der Ausdruck für die Soli- 
dität des Körpers ABCD de ba. 

4. 

Es sei ABCcba ein abg^firztes dreikantiges Prisma^ durdi dessen 
paraDde Kanten ^a, Bb^ Cc die Ecken der bdden nicht parallel^i Grund* 
flikihen ABC und übe verbunden werden« Die Grundfladie ABC mag 
wieder auf die Kanten Aa^ Bb^ Cc senkrecht gerichtet sein; ütte GrSise 
sei =A; die Solidität des Körpers sd P. 

Setzen wir Pss A./^ so bezdchnet / dne Gerade^ wdche langer 
als die kürzeste der Kanten Aa^ Bb^ Cc und zugiddi kurzer als die 
längste imter ihnen ist. 

Man halbire die Sdten der beiden Grundflachen; A\ B", C, a% b\ c^ 
wAea die Mittel der Seitai BCy AC^ AB, bc, ac, ab, und ziehe die 6e* 
ndfmAA*, BB^y CCy wdche sich bekanntlich in einem Puncto/^ schnd* 
den 9 und «udi die Geraden aa^y bb'y cc'y welche sich in i/ schneiden. 
Man ziehe noch WGy AVj A'B'y ÄV, a'c'y a'A', >Tovon die Geraden AA'y 
BB'y CCy aa'y bb'y cc' in ^^ B", C'y a''y V'y c" geschnitten werden. 
Es sind dann die Geraden Aüy A'a'y A''a"y Bby B'Vy B"V\ Ccy Cc'y 
Cc^'y Vv sSmmtlich paralld^ und man beweiset ohne Seh wierigkdt : 

Durdi dtese Constructioii entstdit ein neues abgdcurztes Prisma A'B'C&b'af 
sP", dessen GrundflSche A'BfO^L! seL Die Linie ^ti ist das arith- 
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metische Mittel der Kanten des Körpers P und auch der Kanten des Kor- 
pers P'y und hat also fnif beide Korper eine gleiche Bedeutung. 

Um das Prisma P herum liegen noch drei andere abgekürzte drei- 
kantige Prismen, und der Körper P* ergänzt jedes derselben zu einem ab- 
gekürzten Parallelepipedum, diese drei Parallelepipeden zusammengenommen 
sind aber = P -f- 2 • P'« Die Soliditäten derselben finden sich (nach No. 3.) : 

ACU'B' b' a' c' a = 2A\A''a''^ 

BCA'B'b'a'c'b = 2A'.B''Ä", 

CA'B'a</b'a'c = 2A^C'V, 
also • 

P+2P'=2A'(^^V'+B''Ä''4.C'V0 = 6A'.f^x; = (A + 2A0.^t;, 

und also auch: 

(P— A.^^i;) = 2.(A'.^t;— PO. 

Setzen wir nun das Vorhandensein einer allgemeinen Regel voraus, 
nach welcher diejenige Gnmdflache, weldie auf die drei Kanten senkrecht 
gerichtet ist, mit d^n arithmetischen Mittel dieser Kanten multiplidrt ent- 
weder immer die Solidität des Korpers giebt, oder immer zu viel oder 
immer zu wenig giebt: so sehen wir, dals die beiden letzten Annahmen 
ungereimt sind« Denn indem yvir annehmen, dals P^A.VVy also auch 
P^A'.Vv sei, folgt aus der Beziehung P— A.Ti; =2(A^^i;— PO, 
dals P'<iA'.yv sei* Eben so führt die Annahme P<^A.Vv^ also auch 
P'^A^P'v zu einem Widerspruch^ uiid nur die Annahme P=A«JP^t;, 
also auch PssA\f^v kann neben der bewiesenen Formel bestehen« 

5. 
Aber auch, ohne das Vorhandensein einer solchen allgemeinen Re* 
gel zu postuliren, gelangen wir auf die strengste VTeise zum Ziele» 

Wir dürfen setzen P= A(Fi; + 7r) und P' = A' (f^i; + ttO, inwel- 
dien Altsdrücken ir und is^ Linien bezeichnen, um Welche yv verlängert 
oder auch verkürzt werden mülste« Die Substitution dieser Ausdrücke giebt : 

A.-jrss — 2A'w^, 
mid da A=:4«A^ ist, so haben wir «Tr's — 2it. Wenn also 

P=sA.(^t; + 9r), seist P' =: A\rv—2'n). 
Wenden wir nun dieselbe Construction, wodiurch P aus P hergeleitet 
wurde, auf P'* an, so finden wir eben so : 

P''« A''(rt; + 4gr) und A''= ^* 
Die Fortsetzung giebt überhaupt: 
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P = A(ri;+(— 2)'.»). 
Die GrandflSdie A dieses Korpen ist =t;;; und seine drei paralldeii Kjöi- 
ten jda^ Bb^ Cc sind nodi umner so besdiafifen^ dab: 



M it a II 



yv ^ • 

Die Solidität des Korpers P ist aber audi ssA«/, wo / eine linie be« 

zeichnet^ wdche langer ab die kürzeste und kurzer ab die längste der 

It 
drei Kanten das Korpers P und also um so weniger von Vv Tersdiie- 

deu san kann^ je großer die ganze Zahl n genommen wird, oder wddie 

selbst := Vv ist« Da nun abor 

ist, so kann n leicht grols genug genommen werden (ohne noth^ zu haben 
diese Zahl unaidlidi grols tu nehmen), dals die Gleidnmg /s=Ff;-|- (-«2)". v 
uugermmt ist, wofern v dne wiriLfiche Lange hatte« Daher ist vssO 
und also / = f^ti, oder: 

P = l^.Vv (wie in No.4.)« 
Die Modification der so eben bewiesenen Regd für den Fall, dafii 
keine der beiden Gnmdfladien auf die Kanten senkrecht gerichtet ist^ darf 
hier der Kürze und ihrer EinfiBM^iheit w^en übergangen werden. 

5. 

Das abgekürzte Prisma P Terwanddt sidi in eine Tiereddge Pyra- 
mide, deren Höhe = Cc ist, wenn wir die Ebene ahc also legen, dals 
a mit A und h mit £ zusammenfallt« 

YTvt können aber auch eine Tieredi^ Pyramide ABCD ah den 
Untersdiied zweier dreikantiger abgekürzter Prismen darstellen« Es sei D 
der Scheitel, Dd die Hohe und^fiC die Grundfläche der Pjrramide. Man 
verlängere AB winkuriich und zidie durch C und D zwei andere Gerade 
parallel zu AB. Durch diese drei parallden Linien legen wir senkredit 
eine Ebene PQRj wovon die verlängerte AB in j^, die durdi D gehende 
Pwallde in P und die durch C gdiende in R geschnitten werde« Die Vj^ 
raniide ABCD ist dann der Untersdiied der beiden' abgekürzten Prismen 
PQRDBC und PQRDAC. Dire Soliditäten sind (nach fio. 4«) amgo- 

rr-cktdurd. PQR.{?B±0B±1^ ^^ f gJt . f ° + ^ + ^<) ; derü»: 
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terschied decselbeD ist aiso PQR.=j^. Aber derlnlialt des Dreieoks Pj^A 
ist =ßi^, alsoistdiePjramide^BCZ)«^!?^.:^^ daaber ^i^^ 
der InhalC des Dreiecks ABC ist^ so hat man 



ABCD =3 ABC. 



Dd 



zum Ausdrucke der (bekamiten) R^el^ welche ohne BfShe auf mehreddge 
Fjrramiden ausgedehnt wird« 

Diese Herleitung bedurfte also gar nicht der YorstelluDg des Unaid- 
liohkleinen oder einer ins Unendliche fortgehenden Zerlegung ^ oder end- 
lich der Summation einer unendlichen Reihen deren Anwendung im vor« 
liegenden Falle unschicklich ist» Sie empfiehlt sich wegen ihrer Einfach- 
heit und macht daher auf einen Platz in den Elementeo der Geometrie 
Anspruch, vorzugsweise vor denjenigen Darstellungen, in denen die geta- 
delten Hol&mittel benutzt werden« 

• 

Geve, im März 1829. 
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27. 
Beweis des Lehrsatzes Bd. 3. S. 312. dieses Journals. 

m 

(Von einem ÜDgenaDiiten.) 



Der Lehrsatz selbst laist sich folgendermalsen aussprechen: 

Ist ein Vieleck von 4m-(-2 Seiten in eine Linie zwei- 
ter Ordnung eingeschrieben^ und liegen 2m Durchschnitt)!- 
puncte je zweier Gegenseiten desselben in einer Geraden^ 
so liegt auch der 2m-|-lte in derselben Geraden» 

Der Satz beruht auf dem folgenden ^ welcher sich in den ^^Anal« 
goom. Entwickdungen von Plücker, pag. 183/' bewiesen findet: 

Wenn in eine Curve zweiter Ordnung zwei Vierecke 
beschrieben werden^ deren drei erste Seiten einer Geraden 
in denselben drei Puncten begegnen^ so vereinigen sich auch 
die vierten Seiten derselben in einemPuncte dieserGeradem 

Hat man nun z* B« ein Zehneck, bei welchem die Durchschnitts» 
puncte der Seiten 1 und 6, 2 imd 7, 3 und 8, 4 imd*0 in einer Geraden 
liegen, und schneidet man von demselben die Seiten 9, 10, 1 und 4, 5, 6 
durch Diagonalen a und ß ab, so erhält man ein Sechseck, dessen Seiteu 
2 und 7, 3 und 8, ß und a sich paarweise in einer Geraden A begegnen. 
Femer findet der obige Satz auf die beiden Vierecke ai» den Seiten 9, 
10, 1, » und 4, 5, 6, ß Anwendimg; es liegen aber die Durchschnitts* 
puncte von 4 und 9, 1 und 6, in der Geraden ^, also liegt auch der 
Durchschnittspunot von 5 und 10 in dieser Geraden. Auf dieselbe Art 
i]l>erzeiigt man sieh, dals der Satz allgemein ist, indem * derselbe fSr ein 
Vieleck von 4/7i-{-2 Seiten gelten miils, wenn er für ein Vieleck von 
4/7}— 2 Seiten gilt. 
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28. 

Theorie der Potenzial- oder cyklisch- hyperbolischen 

Functionen. . 

(Von Herrn Prof. Gudermann zu Cleve.) 
(Fortsetzung der Abhandlung No. 1. und 14. in ^tn beiden vorigen Heften.) 



Dreizehnter Abschnitt* 

Entwiokeliingen der Potenzial-Functioneii eines zweitheiligen 

ViKtwt nach Potenzen des zweiten Theils. 

$• 00. 
Was die Entwickelung Aec Functionen @tn(X:+^) und <£oö(A-f ^) in 
Reihen, welche nach Potenzen von z fortschreiten, betrifft^ so ist dieselbe 
sehr einfach. Da nemlich <5oö(äc+«) == (Ic«^.(5o«« + @ln/lr.®in;5 und 
@in Qi-^-z) ^®\x{k,^^iz'\'<ltik.®\nz ist , so sobstituire man nur für 
Qotf« und @tnt; die bekannten nach Potenzen von z fortgehenden Reihen 
luid man hat auf der Stelle : 

Setzt man 9 um zu den ojidischen Ftmctionen überzugehen, /r/*— 1 fiir 
k imd z/' — 1 für «5 so entstehen die beiden folgenden Reihen: 

z z^ z^ z^ 

cos(Ä + «) == cos/c — sinA:.-j cos/r.jr + sin/r.2r+ cosAr.p- etc. 

öin(Ä + «) = »in* +<50SÄ.-j sinÄT.gT — coak.^ + sinA:.|7-| eto. 

In den beiden letzten Reihen folgen immer auf zwd Vorzeichen — jBwei 
Vorzeichen + und umgekehrt 

Qröfsere Schwierigkeit bietet aber die Entwiokelung des Quotien« 
f^jj 4 — - . und die davon abhängende der Function i(k'\-z) in eine 

cofl(lc-|-x) 

nach Potenzen von z fortgehende ReSie dar. Diese Entwickdung fordert 
die Kenntnils der höheren Di£PerentiaIe der Function — r = l/, und es be- 

cos IC 

ginnt daher die Untersuchung mit der Earforschung des Gesetzes, nach 
welchem diese höheren Differentiale fortgehen, da das Differentüren selbst 
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mir ein Übergehen von einem Differentiale zu dem nfichst höheren ^ und 
also ein recurrirendes ist. 

«.67. 

Setzen wir zur Vereinfachung £^= — rj ^=3ri ^==^3T*> u. s.vr. 
und allgemein £^=:— ^» Werden die ersten Differentiaf^eihSItnisse U^ 

dk 

Uy Uy JJy etc. durch das gewöhnliche DifferentUren hergeleitet ^ so e> 
kennt man bald, dals die Form derselben ziemlich verschieden ist^ je nach- 
dem ein solches Yerhaltnifs ron gerader oder ungerader Ordpung nt« Für 

ü findet man im Allgemeinen folgende Form: 

i7= *S(p(r, ß). cos i"<«*^*> cond.(« + ß = r)^ 
und es sind die Coefficienten <P(r, 0), ^{r^^)y ^(O^) u. s. w« nur noch 
die einzigen unbekannten Grölsen» 

Um diese Coefficienten zu finden, ist es nothwendig, den vorgel^- 
Ausdruck noch einmal zu differentür en ; dies giebt: 

"&'r= *S(2« + l).(p(r,3).cosÄ-^^+*>.sinÄ coni(«:+ß=:r). 
Das wiederiiolte Differentüren führt also zu dem Ausdrucke: 

|-f-4S(2« + l).(p(r,ß).cos/c~^"'^^ S V rrr / 

Wird nun noch 1 — cosA^ für das vorkommende sin /r* gesetzt^ so lafiit 
sidi der Ausdruck zusanunenziehen ^ wie folgt: 

Z£= S [2«(2«^l).(p(^ß)— (2«+l)\ (p(r, ß-l)]..oos fe-^'«+»> cond. («+ß=r+ 1). 
Er fallt also wieder unter die bereits bekannte Form: 

^= AS(p(r + l,0).cosA-^^'> oond.(« + ß=:r + l), 
und es führt die Identificirung beider Ausdrucke zu der folgenden Coeffi« 
deuten * Beziehung : 

^(r+l,r+l— m) = 2/7i(2m— l).^(r, r+l— m)— .(2m+l)».(p(r,r— m). 
Nach dieser ziemlich einfachen Recursionsformel liefsen sich also die un« 
bekannten Coefficienten berechnen. Man vereinfacht sie aber nodi sehr^ 
wenn man setzt: 

(_!/-"*, (P(r,r—m). (2m)' für (p(r,r— m) 
und diese Substitution gleichmafsig durchfuhrt« Die Recursionsformel gdit 
dadurch über in: 

(p(r+l,r+l— m) = (P(r> + 1— in) + (2m + l/.(p(r,r~m)' 
und man hat dann allgemein: 
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U ^S{— ly. (2 «)'. 9 (r, ß) . oo8i-c«'+»> cond. (« + jS = r). 
Die 80 eben gefundene Recursionsformel hat die grolste Ähnlichkeit nut 
einer bekannte Beziehung, welche unter Combinationsciassen Statt findet 
die bei unbedingter Wiederholbarkeit der l^emente gdbildet sind. Ninunt 
man nemlich zur Scale die Reihe der Quadrate der auf einander folgen- 
den ersten ungeraden Zahlen der naturliehen Zahlenreihe^ und bezeichnet 
man die Scale auf folgende Art: 

(m) = (l^3^5^..•.(2m+lr), 

• •• 

80 hat diese Scale offenbar (m -|- 1) Elemente. Soll weiter das Zeichen C 

(m) 

die aus den Elementen der geschlossenen Scale (m) bei unbedingter Wie« 
derholbarkeit gebadete Combinationsclasse des nten Grades bezeichnen^ so 
ist bekanntlich auch: 

C =z C +(2w + l)*. C. 

(m) (m-i) (m) 

Da nun diese Formel offenbar mit der vorhin gefundenen Recursionsfor« 
mel zusammenfallt, so folgt aus dieser Übereinstimmung : 

0(r.r — m) == C. 

(m) 

Bei diesem Schlüsse y wsteht es sich aber von selbst , dafis er erst seine 
völlige BegrHndung erhSlt, wenn nachgewiesen wird^ dals dieses Resultat 
auch for die erst^i Werthe der Zahlen r und m richtig ist^ wovon man 
sich aber leicht überzeugen wird; denn auch ySllig übweinstimmende Re« 
cursionsformebi lassen verschiedene Grölsen aus der Rechnung hervorge- 
hen^ wenn die Gröüsen^ vcm welchen die recurrirende Rechnung ausgeht^ 
verschieden sind« Die völlig übereinstimmenden Recursionsformeln im 
§B 32« und $« 33. sind eSn Beispiel der Art. 

$. 68. 
Wenn man aber den nun bekannten Ausdruck für das höhere 
DüTerentiai : 

U = 3(—iy, (2«)'. S. (-^*^ oond. (« + |3 =r). 

noch einmal differentiirt. so hat man für ein Differentialverhiiltnifs von un- 
gerader Orduimg allgemein den folgenden Ausdruck: 

llr=i ^mk.Si—iy.(2xi'ty.S.{^)^ cond.(« + ß = r). 

Die ersten Specialfalle dieser beiden allgemeinen Formeln siod die nach- 
stehenden : 

41* 



314 28* Oudcrmann, Theorie der Potenzial- Functionen. 

j7 2 1 rr CsinA: siiiX: 



cosJk* cosf cosit* cosfc** 

^_ 24' 20 I 1 ^_ 120810 fc 60 siü;S:, sin 3b 

^_ 720 840 , 182 1 



Die Ausdrücke werden immer zusanmiengiesetaster^ je weiter man fortgeht^ 

mid es ist z.B. 

U _ 479001600 1037836800 , 743783040 197271360 , 15159144 
cosJk*' cosf ' cosit» cos*' ' cosik» 

132860 , 1 
cosÄ:' ' cosifc * 

Gestiitzt auf die beiden obigen, zur independenten Bestimmung dienenden 
und das allgemeine Gesetz des Fortschritts dentUch aussprechenden For* 

mein haben wir also für den Quotienten — > , k die Reihe: 

welche leicht auf hyperbolische Functionen übertragen werden kann« Be- 
merkt man ferner, dals c)ß'(/r+ *) = i — Tr\ — \ wt, wenn k als coustant und 
% als veränderlich behandelt wird, so wird man die vorstehende Reihe mit 
hz multipliciren und dann integriren, wodiurch man für £(^-f-^) eine Reihe 
erhalten wird: 

«(Ä+;r) = fiÄ + ^-^ + i^.|J + i7.|; + Z^.|; + ^.f? + etc. 

a 

wdche einfacher durch 2(Ä+«) = 2Ar + *5 . \ ^v, ausgedrückt wird. 

Unter den besonderen Werdien für ^ ist offenbar der Werth Ar ss 
von^Tichtigkeit; denn da hierdurch cos/rs=l und sinAr=:0 wird, so sind 
die Coeffidenten: U^ Uj Üy etc, welche ungerade Zeigezahlen tragen^ 
^zeln Null, weil ihre Ausdrucke den Factor sin Ar tragen; auch ist nun 
^k SS 0« Man erhält also : 

r %r • r 

Setzt man weiter i/ =i7 für Ar=:0, wie im $• 48., so erhält man für u 
den allgemeinen zur independenten Bestimmung von u dienenden Ausdruck: 
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J = .S (— ff, (2 «) '. S' oond. (« + ß = r). 

Aus dem fUr ü angegebenMi Ausdrucke folgt ako z. B., da nun r=s6 ist; 

^cs + 479001600—1037836800 
-i- 743783040— 197271360 
+ 15159144— 132860 

+ 1 

Summe : + 1237943785 — 1235241020 

oder u sr 2702765 (me im $. 42.). 

r r 

Für die in den Ausdracken ü und u vorkommenden Combinationsciassai 
aus den Elementen der Scale (jn) ss {1% 3% 5% • . • • (2/7i -}- 1)'} werdm 
später andere Ausdrficke nachgewiesen trerden^ wodurch übrigens ihreBe« 
rechnung keinesweges erleichtert wird, — jeder in der Combinationslehre 
ein wenig Erfahrene wird in Anwendung bdiannter combinatorischer Be- 
gehungen im vorliegenden Falle ungleich schneller und sicherer zum Ziele 
gelangen« 

Setzt man abor ^ = — , so ut äinA-:=cosA: = /'|, und man fin« 

det die folgenden Zahlen: 2^=:/-2; 2^— V^2; 2^s:3/'2; Z^ssllir2; 

t^hl^lS i^=36i/"2; i^=2763/"2; Z^=s34611|r2; ^»330737/^ 
u. 8. w* Man berechnet diese Zahlen aber leichter recurrirend ; setzt man 
nemUch: _1^ ^ (^(-ir«.|;)./-2, 

. so findet man leicht die folgende Recursionsformel ; 

m 1 x-i t »-S 3 11-3 4 11-4 5 ii-5 6 n-4S 

ü t= [n] . c + [i2] . a — \n\. a — M . « + M . a + [/i] . a etc. 

"F 2^ 3» "V I'" V 

In dieser Formel wechseln immer zwei Vorzeichen Minus mit zwei Tor- 
zeidien Plus und umgekehrt ab» Man hat also: 

2(t+*) = «(t) + /2.(«+|^ + 3.|; + 11.|?+57.|1 + 361.|; 

+ 2763 . f + 34611 . |J + 330737 . ^ + etc.) . 

Was das erste Glied £ (-^) betrifil, so hat man fang j- = 1, also ein ^ (x) = ^ 
mid ^eii{~)^/'2, also ist @in £ (|^) + C^o« £ ( j^) s 1 + 1^2 , und also 
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Man findet aber noch leichter den Werth von Sf-j-)^ wenn man in einer 

von den beiden ersten Formeln des §• 65« für das da vorkommende v 
setzt den Werth v=^\. 

Setzt man in der vorigen Formel — z für t;^ so hat man eine Reihe^ 
welche von der vorigen subtrahirt wird^ und dann giebt: 

Ähnliche und zum TheQ noch einfachere Formebi findet man^ wenn 
Ä a= -^ oder i5r = -j gesetzt vrird^ 

Zusatz. Setzt man Ar/* — 1 fSr k und z/^ — .1 fiir «^ so gelangt 

1 
man nodbi zu einer Reihe für giTnOTT* Setzt man nemlidi: 

&= .S(-l/(2«y(?(^P' cond.(«+ß = r), 

so liat man 
und 

i{k^z)^ik+Uz^u.^--u^^^tr.^'\^u.^ 

In beiden Reihen folgen auf zwei C^'eder mit den Yorzdch^i Minus je- 
desmal zwei Glieder mit den Vorzeichen Phis und umgekehrt. 

«. 70. 
Nochreidier an Folgerungen ist die Entwickelung, v(m tang(Ar4*t^) 
in eine nadi Potenzen von z fortgehende Reihe. Setzt man nemfich: 

« = tangAr, ^ 

und bezeichnet man die höher^i Differentialverhaltnisse^ wie folgt: « = ^ 

und allgemein ^sss^— i so hat man zunSchst: z^ss^oMk'^ und man über» 

tr-« 

sieht überhaupt bald^ dab der Ausdruck für z folgende Form hab^ könne : 

z = *S(— l/^(r, ß) .cos/r-*" cond. (« + ß = r). 
Differratürt map um, so erhält man: 

« s Ä(— 1/. 2«. <p{r> ß). <J08Ä-t««+o, ginjt oond. (« +ß ä r). 
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Wird nodi eitiinal differentiirt^ so erhalt man: 

mit der beiden Hanptthdlen gemeinsebaftlichen Bedingungsgleidiung « 4" ß 
SS r. Man kann aber diesen Ausdruck ineder uiiAer die Form: 

z=i S(r^iy<p(r-^i,ß),omk^ c<Mid.(»+ß = r+l) 
bringen und eriiSIt alao die Reoursionsfonnel : 
<P('-+1» '•+1— »J) = (2m— l)(2m— 2).<p(r,r+l— w)+(2m)'.(p(r,r— to). 
Setzt man aber (2m — l)'.2"''^,(p(r,r— w) für ^(r,r — ni), so geht die 
Recursionsformel dadurch über in: 

t 

(p(r-J-l, r+1 — 'w) = ^PCo'^ + l — m) + m*. ^ (r, r — m) 
und nach ihr können dann die unbekannten Torzahlen im Ausdrucke: 

V= Si-iy.2^.(2ct-^iy.(p(r,ß).{^y eond.(« + ß = r) 

berechnet werden. Aber man erkennt auch aus ihr^ dafs der Coeffident 
<p{r, r — m) eine aus den Quadraten der ersten Zahlen der natürlichen Zah- 
lenreihe bei unbedingter Wiederholbarkeit der Elemente gebildete Combi« 
natiousclasse i^t. Nimmt man nemlich die Scale: 

(m)=(l%2%3%....m*), 
welche aus m Elementen besteht^ so erhellet auf ähnliche Art; wie im 
$« 67»; daCs allgemein: 

(ptr^r^m) SS C 

(m) 

sei; und man hat also nun: 

In b^den Ausdrucken darf aber* auch noch sogleich a + 1 für « gesetzt 
wnden; weü.das Glied für ß=sr oder üssO selbst Null ist» 

h 71. 
Gestutzt auf diese beiden zur independenten Bestimmung dimenden 
Formeln hat man nun in Anwendung des Tajlorschen Satzes: 

tang(*+i;) ä «+«.^ + «.^ + «.37 +«»4r + «»5T + «tc* 

Setzt man zunächst Ar=sO; so ist sin^ssO und oosArssl; es fai- 

len also T(m den Grolsen z^ Zy Zy z^ etc. alle diejenigen weg; weldie eiue 
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gerade Zeigezahl tragen, weil sie den Factor tank enthalten. Setzt man 

weiter allgemein: «^ ^-- für Ä = 0, 

flM> findet man für tang v die nach Potenzen von v fortgehende 



V' 



W* I ? v' I * V 



tangi; = v + w.^ + w.^+ w^^f + ^-^ + etq. 

welche mit der im f. 44. fSr tango; gefimdenen zusammenfallt; es haben 
auch die CoefiBdenten Wy w^ Wy w etc. dieselbe Bedeutung, wie im $• 43« 
und $• 44. Jetzt haben wir aber für die independente Berechnung dieser 
Coefficienten die allgemeine Formel: 

w = 3(—iy.¥.(2x + iy. h cond.(« + ß==:r). 

Da nun aber (2 « + 1) ' immer durch 2% und in der Regel noch durch leine 
höhere Potenz von 2 theilbar ist, so ist also das allgemeine Glied durch 
2«/J+a — : 2«^« oder eine noch höhere Potenz von 2 theilbar; daher ist über- 

haupt w immer theilbar durch 2% aber in der Regel selbst durch eine Po* 
teiiz von 2, deren Exponent entweder =2r oder doch nur wenig <C2r ist* 

Die Berechnung der Werthe von C für eine gegebene Summe 

(a+0 

(l-i-^ + ß^^ + l) g^^gt sehr einfach, indem man die Quadrate der 
OTsten ganzen Zahlen bis zur Zahl r" in eine Horizontalreihe nacb fallen- 
der Grölse, etwa von der Liuken zur Rechten stellt, und ihre allmaligen 
Summen von der Rechten zur Linken nimmt ; diese sind dann schon Conilii^ 
nationsclassen des ersten Grades; unter sie werden von der Rechten zur.Lin« 
ken die Quadratzahlen Glied unter Glied gestellt; die über einander stehenden 
Zahlen werden multiplidrt, und die Producte wieder allmaUg von der Rechten 
zur Linken addirt; die Summen sind die Combinationsclossen des zweiten 
Grades; so führt man überhaupt fort nach folgendem Rechmmgs- Schema: 

25 ae 4 1 

Combinatioos - Classen Isten Gradea 65) 



30) 
16 



4 



1) Siunmen. 
1* Blamente. 



Claasen 2tea Grades 



Qaasen 3teii Grades 



Classen 4teii Grades 



14) 

9 . 

480 136 20 1 froduote. 

"W) 14^5 2i) 1) Summen. 
9 4 1 Elemente. 

1323 64 



1 Producte. 

liÖS) 85) 1) Sommen. 

4 1 Bleroente. 

340 1 frodocte. 

• » . 431) 1) Sammeue 

1 Element 



Classe 5teii Grades • . 1 
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die folgenden Zahlen bercidinet worden: 



Summe = + 7056— 6784= -f- 272. 
Abo findet man wzs272^ vne im $.43^ 

Zusatz« Das so eben gezeigte mecbanische Reohnrnigsrerfidven 
kann audi bei der Ermittelimg der Werthe der Combinationsclassen, wdohe 
in den Formeln des i.QS. und $.69. vorkommen^ und welche aus den 
Elementen einer anderen Scale gebildet werden miissen^ angewandt wwden« 

$. 72. 

Der besondere Fall^ wo Ar = -7*9 verdient ebenfalls eine besondere 
Beachtung« Setzt man nun noch |ar für t;^ so erhSlt man: 

tangi(^ + ar) = -Si/.^^ + ^i^;.^-j^-p^ 
gesetasti 

(If.z für * = -j- und 

(i)*^*#« für Ar = -J-. 

:sin-7- = /'7 ist^ so hat man auf der Stelle: 

S(-iy^^.S cond.(« + 3 = r), 



r 
U 

r 
W 



Da aber oos-7- 

4 



r 
U 



2*^ («) 
^(_l/2f±i):. <? cond.(« + ß=r). 
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r 
W 



B 


• +/J+»=U 


<H-/»+i=M) 


«+^+»=» 


«+/H-i=8 


«t/j+ii? 


a+^i=e 


•+/H-i=» 


«4^1=« 


«+^i=j|«+^+i=i| 




h 


ra= 10 


r = 9 


r =8 


r=r7 


r SS 6 


r = 5 


ra:4 


r = 3 


r = 2 


rsi rssO 


(•+>) 








' 






. . 








^MMB 


/?=0 


1 


1 


1 


1 


i 


1 


1 


i 


1 


i 


1 


ß^i 


385 


285 


204 


140 


91 


55 


30 


14 


ö 


1 




/fc2 


48279 


• 2S194 


12138 


5278 


2002 


627 


147 


• 21 


1 






/fc=3 


2458676 


846260 


251498 


61490 


11440 


1408 


85 


1 








/fc:4 


52253971 


10787231 


1733303 


196053 


13013 


341 


1 


» 




- 




/*=5 


434928221 


46587905 


3255330 


118482 


1365 


• 

1 


• 










ßss6 


12l78i4704 


53157079 


1071799 


5461 


1 














/fe:7 


860181300 


9668036 


21845 


1 
















/*=« 


87099705 


87381 


1 


• 
















/J=9 


349525 


1 






• 
• 














/7=10 


1 






. 








i 




• 




So hat man z.B. for r = 3 die folgenden Zahloi: 










i^ s= 4*. 7'. 1— 4\5'. 14+4«.3'.21--4M'. 1 =s 5040 


—6720 


• 
















• 


1 


■1-2016 


— 64 
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Da immer (2«)' und also auch (2ä + 1)' durch 2* thellbar ist, so sind 
also die Coefficienten ^—^ und ^"; ^ y welche in diesen Ausdrücken 
vorkommen, ganze Zahlen. 

r r 

Um nun noch zu zeigen, dafs die Coefficienten u und w mit den 
im $• 42. y $• 43* und an noch späteren Stellen eben so bezeichneten die- 
selben sind, dienen die beiden Formeln: 

tang|(f+:r)+tang|(|— x) = ^ und 

tang4(y + jr) — tangi(-j— ar) = 2tmgx, 
durch deren Anwendung man findet: 

6oö2x = ^^^^ = *Si/.^2^, uÄd @mSx = tang:r = Äi^.^^^q:^,. ^ 

Es sind also sowohl zur independenten Berechnung der Coefficienten x/, 

{/, {/, etc., als auch der Coefficienten w^ w^ iVy etc. zwei allgemeine For- 
meln angegeben worden, welche, wie man sieht, ziemlich einfach sind« 



Vierzehnter Abschnitt. 

Geometrische Constructionen für die Beziehungen zwischen 
den Potenzial «Functionen, ihren (Srcu^ und den 

vermittelnden Functionen. 

Die gleichseitige Hyperbel» 

5. 73. 

Wie die Beziehungen zwischen den cykli sehen Functionen und 
ihren %xt\xi am Kreise nachgewiesen werden, ist so allgemein bekannt, 
dafs es unpassend wäre, hier davon zu handeln; nicht ganz so bekannt 
ist die geometrische Nachweisung der Beziehungen zwischen den hyper-^ 
bolischen Functionen an der gleichseitigen Hyperbel, von welcher diese 
Functionen den Namen hyperbolische erhalten. 

Es sei (Taf.IV. Fig. 2.) die Gerade -^5 =a dieHalbaxe der gleich- 
seitigen Hyperbel BM^ und es seien die Coordinaten des Punetes M dieser 
Curve-rfP=:a? und Pi^Tss/, So ist bekanntlich die Gleichung au die Cur\e: 

Wird nun die Flache des Sectors JBMzsur gesetzt, so hat man: 
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(T = A^Pitf — Fläche BPM = ^^fydx, 
oder auch: 

Wird aber die Gleichung an die Cunre diflerentiir^ so hat man yd yszxdx^ 



also dy = — djr« Daher findet man: 

der = -TT» — t also auch (t t=i -tt I r^r, ?• 

Setzt man nun h ss ^rc ^(loö s=^ — ) » so hat man umgekehrt : 



und man findet 



Bk 



1. So« Ä = -. 

a 



a(-) 



a* ^, , , a* 



Es ist demnach da' = yd/r und also (T =: y/r + <^n8t« Da nun fiir 

x^ss^a die Flüche (r = "vrerden mufs^ und SoöA=l^ also AssO ^ird^ 
so hat man const« ==0^ und es ist demnach: 



a* 



2« ö" = y Ä 

Construirt man also mit dem Halbmesser a dnen Krelssector, dessen In* 
halt so grols ist als der Inhalt des hyperbolischen Sectors 0"^ so ist der 
Quotient 9 welchen man erhSIt^ wenn man den Bogen des Kreissectors 
durch seinen Radius n dividirt^ der unbenannten Zahl k gleich, öder in 
anderen Worten: die unbenannte Zahl k ist dem Bogen des Kreissectors 
gleich 9 wenn der Radius a zur Einheit genommen wird. 

Der 9ratö k YPird also aus dem bekannten Inhalte des fajperbo« 
lisdien Sectors eben so gefunden, wie wenn dieser Sector dn cjklischer 
wäre; denn wenn er ein cyklischer wäre Ton der Groise c^ so hfitte man 

ebenfalls tT^=^^.ky wenn a der Halbmesser ist« 

Aus der Gleichung €oöä = — = -^ folgt nun aber leicht: 

6mA = -21 — : __ und 

isonjÄ = :^ — :5F 

42* 
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%. 74. 

Die 80 Aea eriiaUeiieii drei Gleidiimgen Teranlassen mm fiolgaide 
emfadie Conrtmction : 

Man sdmeide Ton P ans nach dem Schdtel B hin ron der Ab- 
sdsse ein Stück PD = AB = o ab und ziehe die Gerade MDj so entstdit 
ein rechtwinkliges Dreieck DPMj worin derMlnkel an D mit ^ bezeieh» 
net werden mag« 

Da PMss y und PD = a ist^ so findet man 

JITD = jT = AP. 
Dah« hat man 

cos^ = — 9 sin^ = — und tang(p ss -^« 

Jede dteser Gleichungen fiihrt zusammengehalten mit den Gleidiungen (3.) 
des $• 73. zu einer den Zusammenhang zwischen den %tcai k und <p aus- 
drodkenden neuen Gleichung, nemlich: 

(p =s Iky oder umgdiehrt: k == i<p. 
Wird der im hvoerbolischen Sector befindliche Winkel BJM:=:^\b 



X 



trigonometrische 



Beriihrungslinit 



der Absdssenlinie bildet = -^ und also s= — ist, so folgt, dals dieser 

Winkel den Wmkel ^^ zu einem rechten Winkel ergänzt. Hierauf kamoi 
eine bequeme Construction der Sangente gegründet werden. 

• Aus den beiden Gleichungen sin(p = — und tangAps ^ folgt famer : 

sin^ fi= tang\// = SangAr« 
Also ist ^^=:l7(2^) oder &ss^S(2t^), also auch S(p=24.2(2>A) und 
also ^=/(i£(2%/>)), oder umgekehrt %// = $/(2£(p), auf ahnHoheArt wie 
im Zusätze zu $• 40« Eine ausfahrlidiere Behandlung der gleichseitigen 
Hyperbel kann hlet offenbar der Zweck nkht sein« 

Die Eattenlinle. 
§. 75. 

Es seien (Flg. 3.) die Geraden AP^x und PM^y die Coordi- 
naten (for den An&ngspunct A) eines Punctes M einer CiffvCi deren 
Gleiehung isti _ a.^t^i^. 
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Die GroCse a hei&e der Parameter der Cnrve. Man hat fiir jrs 
offenbar y^ssza^ und es ist also jiF = a oder der Parameter. Der Punot 
y halse der Scheitel derCurve« Setzt man nemlich — x für x, so bleibt 

• • • 

y unyerSndert^ und es theilt also der Punct f^ die Curve in zwei con- 
gruente Arme ; die Gerade ji^ ist denmaeh eine Axe der Curve« Wenn 
X gröber wird^ so lyird auch y grölser und es ist y inmaer positiv. Da« 
her liegt die Curve ganz auf dner . Seite der Abscissenlinie PJp und ent- 
fernt sich immer mehr von ihr. Später wird gezeigt werden^ dafs die 
Curve die sonst sogenannte Kettenlinie ist. 

Differentiirt man die Gleichung an die Curve ^ so erhalt man 
|2I zss (Bin^. Wird aber m M eme Tangente JUT an die Curve gelegt^ 
und der Winkel^ welchen MT mit einer zur Abscissenlinie parallelen Mm 
bildet^ ss^ gesetzt, so hat man auch tang<p = ^, und es ist also: 



X 



tang(p sss ®tn — » 



X 



Setzt man also die unbenannte Zahl ^s^kf no bat man tang^ss @iiiit, 

und also 

(p =: Iky oder umgekehrt: A: = S(p und j? = a. Ar. 

Durch diese drei Gleichungen sind die Beziehungen zwischen (p^ k und 

X ausgedrückt. Die Gleidiung an die Curve ist auch y=ia.(loik, und 

also auch: ^ a 



eo8f)* 



Wird der Bogen FM=:s gesetzt, so hat man ds=z^(da^^dy^y und 



itegrirtj 



€ ssB a^&in — =s a(8inAc ss: ilr.tangi^i 

weil das Integral tue x=^0 verschwinden muls« Wird diese Gleichung 
mit der zwischen x und y verbunden, so findet man: 

y» =s a* + A 

Es ht also immer y^ s und es nahem sich diese beiden GrSisen ins Un« 
endliche dem Verhältnisse der Gleichhdt. Wird die Gleichung « . cot(p s=s a 
mit der Gleichung ycosipsa verbunden, so hat man noch: 

y.sin<p CS s. 
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§. 75. 

Wird vom Folspiiiicte P dar Ordinate PM auf die Tangente MT 
das Loth PS gefüllt^ so entsteht das rechtwinklige Drdeck MPSy vrorin 
der Winkel MPS =<p hsL 

Die beiden Katheten dieses Dreiecks findet man leicht: 
MS = * = Bogen FM und 
PS ^=: a =i dem Farametar JF^ und also constant« 
Die Hypothenuse PM ist =y und also y* = ö* + ^, wie vorhin. 

Stellt also KSPL ein Lineal m der Form emes Rechtecks^ dessen 
Brdte PSz=^KLz=za ist^ yor^ so kann man die eine Seite dieses Lineals^ 
das mit dem Puncto S sich anfanglich in F und mit dem Puncto P dann 
in A befindet, an der convexen Seite der Cunre drehen oder abdrücken^ 
und die fireigeword^ie Seite SM erscheint dann als von dem Bogen FM 
abgewickelt , mit dem sie gleich lang ist ; die andere Ecke P des Lineals 
wird durch eine solche Bewegung genothigt, eine gerad^e Linie ^P zu 
beschreiben. Es scheint, als ob diese auf die früheren einfachen Formeln 
gegründete Yorstellungsart der Abwickelung der Kettenlinie, wobei eine 
gerade Linie zu beschreiben der Punct P veranlaGst wird, bisher nicht sei 
gekannt worden. Vielleicht lieDse sich hieraus die Constniction dnes Li- 
struments herleiten, mittelst dessen man umgekehrt statt der geraden Li* 
nie die Kettenlinie selbst beschreiben könnte, so ^rie man andere Curven 
z. B. die Kegelschnitte beschreibt. Denn obgleich es interessant sein mag, 
zu wissen wie man sich der Kettenlinie als einer Leitlinie bedienen könne, 
um eine gerade Linie zu beschreiben^ so ist doch eine soldie Art der Be- 
schrdbung unnütz* 

Wird die Flache ^^^P=/ gesetzt, so ist Bf=ydx^adx.^oi—, 
und also ^ « i^* or 

a 

Daher ist die Flache f—VA^ Bogen VM^PS.SM^ dem Rechtecke 
PSMIi. 

(iff 

Bezeidmet ^ den Krummungs -Halbmesser, so ist ^ = -^ — . 

Aber ^tz^^tztz, ond ^^r^^ss——--^ also hat man, wenn man nur die ab- 

ax cosy ox* acoft^' ' 
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solute Grolse des Kriunmungs- Halbmessers mit ^ bezeichnet: 

Es ist sonst ^ negativ^ welches bekanntlich anzeigt^ daCs die Gurve gegen 
die Abscissenlinie convex ist« Man findet aber auch 

Für den Punct F ist also der Kriimmungs- Halbmesser =s a ^= dem 
Parameter ^F« Wird die Normale MR bis zum Einschnitte IV in die Li- 
nie ^N verlängert) so ist bekanntlich: 

PM^^zMR.MN, oder y^z=za.MN und also MN^^, 

oder dnfacher: ^_ j^jy 

Wird aUo JtfA^ überilf hinaus verlängert, und die Verlängerung i>fO=itfiV 
genommen,, so ist MO der Kiiimmungs- Halbmesser auch der Lage nach, 
und es ist der Mittelpunct des Krämmungiskreises ; seine Coordinaten 
sind AQ und QOj und man findet leicht: 

AQ t=z PN-^AP und QO =z 2.PM. 
Man muß, wenn man auf die Einfachheit der diese Curve betref- 
fenden Beziehungen sieht, gestehen, dais sie zu den interessantesten Cm> 
ven gehört, welche die analytische Geometrie bisher als solche ausge- 
zeichnet hat. 

§. 77. 
Nach diesen rein geometrischen Betrachtimgen der mit der Glei* 

chung y = a . Soö — oder auch y:=^a ^—^ — ^ zusammengehörenden Curve 

fehlt noch der Beweis, dais diese Curve die Kettenlinie sei, wdche Be- 
neimuDg sie ihrer statischen Eigenschaft, verdankt« 

Ein gleichmäisig dicker und schwerer Faden, welcher vollkommen 
biegsam ist, formt sich nemlich, wenn seine beiden Enden festgehalten 
werden, zu einer solchen Curve Jedesmal, nur daCs ihr Parameter nicht 
immer derselbe ist. Diejenigen, welche über die Rettenlinie geschrieben 
haben, scheinen es nicht gekannt zu haben, dais man die Gleichung an 

dieselbe unter die einfache Form y s= a.^o^— bringen könne, wenigstens 

ist in keinem der statischen Lehrbücher, welche dem Verfasser zu Ge-t 
sichte kamen , die Gleichung an die Kettenlinie unter diese einfache Form 
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gebracht worden. Umgekehrt hat man die zu dieser Gleichung gehörige 
Curve untersucht^ ohne dabei anzugeben, dals diese Curye die Kettenlinie 
sei. Man findet z. B. im zweiten Theile des Tratte du calcul diffirmtiel 
et du calcul integral (Nö. 684. pag. 459.) eine, wenn auch nur gedrängte 
Darstdlung der Eigenschaften dieser Cunre, ohne die Angabe, daCs sie die 
Kettenlinie sei; dafür ist die historische Bemerkung hinzugefiigt worden, 
dab dieselbe Cunre von Herrn Schubert (Nova acta Acad. Petropol. 
T. IX. pag. 178. ) untersucht worden sei. Aber die Ansicht dieser Ab- 
handlung stand mir nicht zu Gebote. Sollte aber auch in dieser Abhand- 
lung die fragliche Behauptung ausgesprochen und nachgewiesen worden 
sdn, so würde doch ein solcher Beweis nicht inTieler Händen sein. Wur 
glauben daher auf ein allgemeiner verbreitetes Werk vww^en zu dürfen, 
welches jüngst auch ins. Deutsche übers^zt worden ist: Lehrbuch der 
Mechanik von S. D. Foisson, aus dem^ Franz. nbers« von Dr. J« 
C. Eduard Schmidt, Stuttgart und Tübingen bei Cotta 1825. 

Im ersten Theile dieser Obersetzung (No« 142« pag. 155. u. f£) ist 
für die Kettenlinie als Differential-GIdchung ang^eben worden: 

A.mxkC.dx — Jl.coHC.dy =s h.s.dx^ 
Besehen wir diese Gleidiung auf imsere Fig. 3. ^ so ist m^B=:x, BC^szy 
und Bogen m'Csss. Mir hingegen yvoUiOk AD es x^ DCssy und Bogen 
FC^^tr setzoi. S^zen wir dann noch die constante Länge des Bogens 
Fm^^z /^ so ist ^ = / — 0*. Wollen wir diese Abänderung in die Gleichung 
^nfohren^ so müssen wir auCserdem noch — dx für dx und -«-dy für 
9y setzen^ wodurch wir erhalten: 

— AÜMkC.dx^Aeosc.By a= — h(l — (r)Bx^ 
oder auch hl~Aünc , Acmo dy 

h * h dx , 

Setzen wir weit« zur Abkürzung: 

jiconc -m n hl — Aninc 

* = -T- "°^ ^ = - Ä > 

so haben wir die* einfachere Gl^chuog ß4-<»«^=:a'y welche noch ein« 
mal diflEerentlirt giebt: d^y da 



Um nun zu einer Gl^chung blols zwischen x imd y zu gelangen^ setzen 
wir t; = j^, seist 3^ = /'(3jr»+ay») = ajrV"(l + «^i und also 



dx 



a 



d 



V 



' v"ii+v)- 
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Die Integration nadh §• 18« giebt auf der Stelle: 

a. 8ltc(®m == t;) = a? + oonst.| 

oder inngekehrt; ' /x+constA dy 

®m ( -^ ] = t; = ^. 

Da nun f&r 3^ = 0. d. h« im Pimcte F auch jr = sein mub^ so hat 
man con8t. = und also: 

By z=i a. — .®\n— oder y = « Scö — + const 

Für jr = mufc man y zss, AV erhalten, und es ist also AV = « + const., 
weswegen: ^ ^^^^^ ^ AV-%. 

Bei der zu AnfSang der Rechnimg vorgenommenen (JoordinatenTerande« 
nmg wurde die Länge von AV imhestimmt gelassen; jetzt könneu vrir 
AV so bestimmen 5 dals die Gleichung am einfachsten wird, welches der 
FaH ist, wenn AV z=z (t genommen wird. Die Gleichung an die Ketten- 
linie ist dann, wie behau]>tet wurde: 

und die Grolse et ist ihr Parameter^ welcher früher mit a bezeichnet win*de. 

Zusatz» Herr Poisson gelangt durch eine ziemlich weitläufige 
Rechnung zu der Endgleichun^ : 

y ^ :l[l_i^i_ginc),^^*_.4(l+sinr).,e~^-J, 

worin '^ = ~^ ^t, und welche man nicht ohne Mühe in die unsrige 

eldfiBichere unurechnjeja wird* 

^m 78« 

Zum Ausdrucke der Spannung T an der Stelle C der Cunre giebt 
Poisson femer xlie Formel: 

Setzen wir iu derselben für s den Werth / — o", so erhalt man leicht: 
r = jf + h'f—2Ah%inc^2h(AfAnc—hr).ff^h^s\ 

Ee ist aber a' + ß* = — "^^ — _8idc+ ^ und-^sin^ — ä/s= — Aß; also 

hat man ^ ^ Ä(«^+ß*— 2ß(r + = Ä.[((r— ß)*+et^. 



3C 



Da mm nach §• 77. femer tr — ß=:a.@m — ist, so finden wir 



X 



r=A.«.ec*— oder T ^ h.DC. 

a 
CrelU*i Jonrnil d. M. Vh Bd. 4. Ilft 43 
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Wird das Gewicht des Bogens VC = p gesetzt^ so hat man p^s^h.Cy 
und also h:=zp für O'sl« 

Der Ausdruck T:=ih.DCy auf welchen die Formel des Herrn Po is- 
son Ton uns ist zusammengezogen worden^ giebt mm zii erkennen^ dafs 
die Spannungen an den verschiedenen Stelleu derCurve den 
Perpendikeln proportional sind^ welche man Von ihnen auf 
die Abscissenlinie Pp fallt« Auch aus diesem Grunde ist die Linie P/9 
in Beziehung auf die Kettenlinie eine Linie von bemerkenswerther Lage. 

§. 79. 

Für die Briickenbaukunst ist die Frage von einiger Wichtigkeit^ wie 
^ne Ketteulinie constnurt ^rerden könne ^ welche durch zwei gegebene 
Puncte geht 5 die vom Scheitel der Curve einen gleichen gegebenen Ab- 
stand haben 5 oder was meist auf dasselbe hinauslauft^ wie- eme Brücke^ 
welche die nach. statÜBchen Lehren vollkommenste Form haben soU^ con- 
struirt werden könne^ wenn die Breite des. Flusses, und die Höhe des Ge- 
wölbes gegeben sind«. 

Es sei die Breite des Flusses MmsszZh und die Höhe des Ge- 
wölbes Vff^^=^h^ 

Ware der Parameter a der Curve'oder derWüikel mMT^=z(ff be- 
kannt ^ so wiire die Aufgabe der Gon»truction so gut als gelöset; diese 
beiden Grölsen müssen also vor allen gefunden werden^ und dazu dient 
die Gleichung: a -f Ä = ö . So« -. 

Setzen wir wieder — = A imd den Quotientenr —^=zwy so ist u bekannt^ 

und die Division giebt — =^ — , also A = — ; die Gleichung geht hier- 
durch über in: 

fl + — = a.^^ik^ oder einfisicher: 1 -| = SoöAr. 

Je 

Man hat ako auch — s=(£oö^ — l=:^2@mi4% und endlich: 

, _ k 

Aus dfeser Formel muls derWerth von k gefimden werden, welches mög- 

h 

lieh sein muls, weil i^ = — bekannt ist. Wenn h gefunden ist, so hat 

man auf der Stelle: f, 

2. (p =: Ik und a = — ^ 
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Es hält nicht schwer^ h in eine nach Potenzen von w fortgehende 
Reihe zu entwickeln^ aber dieRechnntig gelingt ohnedies in der Regel un- 
gleich schneller auf andere Art. Man thut aber wohl^ schon jetzt cjkli-i 
sehe Functionen statt der h}7)erboli8chen in die Formel einzuführen. Setzt 
man nemlich £(p für /r^ so ist 

(lca=— imd gcö^t — 1 =:i=^2i2 = 2©in5;t'. 

Man hat also auch: ^^.^ 

und aus dieser Gleichung soll eigentlich unmittelbar der Winkel (p gefun- 
den werden« Dieses Geschäft wird sehr erleichtert durch eine kleine 
Hülfstabelle^ worin für die aufeinander folgenden ^ um einen Grad zimeh- 
menden >yerthe des Winkels (p die zugehörigen Werthe von w oder von 
l^g^9 w^enn auch nur in fünf Decimalstellen angegeben sind^ weil man 
dadurch in den Stand gesetzt wird^ rückwärts aus der bekannten Gröfse 
von w den zugehörigen Werth von (p bis auf einen Grad genau und auch 
noch genauer zu bestimmen. Ist der Winkel (p bis dahin bekannt^ so 
wird mau ihn bald durch eine oder ein paar Proberechnungen selbst bis 
auf eine Minute genau finden. Trigonometrische Tafeln mit 5 Dedmal« 
affem reichen zu diesen Proberechnungen hin. 

§. 80. 

Hat man den Winkel (f) schon bis auf eine Minute genau gefunden^ 

so sei <P + ?'' der verbesserte Werth von (p , und man hat genau : 

logz/; = logcos(<p + J'') + »ogS(<p + Ä'0 — 21og8in(4(P + f(J'0 — Iog2. 

Ferner sei , 

logz^ = log cos (p + logS(p — 2 log sin i<p — log 2. 

Setzt man nun: , 

1. logw — logi^; =; ty 

so hat man offenbar: 

t = [logcos(<p + ^0— logcos(P14.[logJJ((p+^0 — logJ<p] 

_2[logsina(p+4r)-logsini<p]. 

Setzt man nun weiter: 

logcos((p + l'0 = logco8<p — Alogcos(p9 
log 2 ((P+ l'O = log 2 (P + A log S (P, 

log sin (|^^- l'O = log sin J<p + A log sin i <p, 
so ist: 

43* 
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logco8(<p + J") — Iogcos(p = — S.Alogem(Pf 
log 2 (<P + ^") — logJJip = J.Alog£(p, 

logsin(4<p+|^'0— log8in4(p= ^ -^^^g^^^^ 
und man findet nun leicht; 

A log S 9) — A log cos 9 — A log sin s 9 * 
Die Differenzen A log cos (ß und A log sin 7 <p sind in den trigonometri« 
sehen Tafeln selbst angemerkt^ hingegen ist dfe JDifferenz AlogS(p noch 
zu ermittehij und dazu dient die Formel: 

i^enn man die alte Wink^-Eintheilung gebrandit; bei Anwendung der 
neuen Winkel -Eintheilung muls diese Formel statt des Nennars 60 deai 
Nenner 100 erhalten^ Will man dieTabeUe für die Wertho Ton ik nicht 
gebrauchen^ so findet man auchr 

loglogtang(^ + §(p4.§,l') — I<^lofrtaDg(^ + {y) 
^*^ß2(P = 60 oder 100 ^ 

und die in dieser Formel vorkommende Logarithmen sind briggisebe. 

§. 81. 
Um £e so eben beschriebene Rechnungsweise durch ein Beis|^el 
zu erlSutem^ sei 6 = 100 und h =, 79« Ferner habe noan den Winkel <p 
schon bis auf eine Sexagesimal - Minute gefunden: (p = 61®10'^ also 

^ =3 30^35'; 45^4* ~f = ^^^ 35'« Daraus findet man nach der Formel: 
iogw = logeos(P — 21ogsin $(p + log log tang (45<'+ ^) + 0^0611857, 

log tang (45«+ 1) = 0,589 9546 

Abo ^ ^ 

loglogtang(«^+|)=0,7708186— 1 log tang (45«+| + 30'') =0,590 2166 

Dan logcosQp • • =9,6832843—10 / m v 

Suaune 9.454 1029-10 log log t«g(46">+|+ 30«) =0.771 0114-1 

2IoguiiSfip . . . 9,4130788—10 . /. a\ ^ 

R,.» . .... 0;0410241 I°gi08«a°g(45H|) =0.7708186-1 

Doxa 0,0611857 Beat 1928 

log was 0,102 2098 

logfts . 2,000 0000 Also AI(^Sqpsl|^s= 32,13 

log» = 1.897 6271 — AlogcosT» ss —38,2 

log WS 0,102 3729 — AIogsin^fTss —357 

logw= 0,102 2098 Aloggy =+32,13 

tss. . . 1631 32,13-73,9=— 41,77 
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•^»*=Zrff77= —39''.... 

Der rerbesgerte Werth von q> ist = 61? 9' 21". 
Genauer noch findet man den unl>ekannten Winkel durch die folgende 
zweite Correction» 
Nun ist 

<p = 610 9' 20" (gesetzt), -| = 30» 34' 40" und 45«+ -^ = 75" 34' 40" 
log tang(45»+ ^) =0^89 780O log lang (45»+ 1 + 5")=0,ö8»8236,5 

log log tang (450 + 1) SS 9,770 6900— 10 IogIogtang(45«+ ^ + 5")=9,7707222— 10 

Dazu log cos CP . . =§,6834373 — 10 , , ^ /j.« • V\ afrext>nnt^ JA 

und /, , , , 0,0611857 lo8logtang(45H |) =9,7706900^10 

Süinmc 9,515 3130—10 Rest . • ^ , 322 

21og8iD |y > . . 9,412 9364—10 Also Alogg?) =32;2 
"1^. . . . . 0,1023766 ~Alogcos<p= -38,3 

logii; 0.1023729 -Alogsmjffzz. ~35,6 

2 -— — ^^ Summe , . . =32,2— 73,9 = — 41,7 

und 5 = £l|^ = 0'^887• 

Daher hat man (p = 6V9'20'^yS9f und dieser Werth ist denn sehr genau. 
Will man ihn nun noch genauer haben ^ so tmib man trigonometrische 
Tafeln mit mehr als si^en DecimalziSern in Anwendung bringen»* 

Zusatz« Die Formel ^ ^=^ ^TOm^W ^^"™ ^^^^ ®^ fügende Art 
benutzt werden. Setzt man ®iniA: = taug/^Ar und hs=S(p^ so hat man 
nemlich g^= 2(tmg/^ey)' ™^ ^^ logM;=ih)gS(p— 2Iogtang(/|£(p)~Iog2 

Nadidem nun der Winkel (p genau gen^g geftmden htj kanu man 
den Parameter a auf doppelte Art finden nach den Formeln : 

h eos<p jl ln>^ 

a = -TT* ; ,^a und — =: -vr»JJ^» 

Dann hat man a + ^ = y =: Pilf* Die LHnge des Bogen» VMzszs wird 
berechnet nach den Formeln: 

« =1 y.8in(Jl tmd J =: ö.tangCp. 
Bierauf findet man die Lange des Krümmungshalbmessers g für den Punct M 
nach den Formefai: ^ — Jü! n^j ^ — : ^ 



* 
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Dann kennt mau aber die Hauptbestimmungen der Gonstniction der Curve* 
Wird das im §. 81. vorkommende Beispiel diurchgeführt, so hat man: 

(p = 61° 9' 20", 89 ; |^ = 30» 34' 40", 44 ; 45» + ^ = 75° 34' 40", 44. 

log A = 1,897 6271 logsin 5 (p =9,7064698— 10 

log cog<p = 9,683 4339 Also : logsin^ip» = 9,412 9396—10 

~^ 1,581 0610 log 2 =0,3010300 

— 9,713 9696 Summe .... 9,7139696— 10 



log« = 1,867 0914 
Um log a auf die zweite Art zu berechnen, hat man S<p = — log tang 1 45'*-f* 2 ) * 

log tang (45° + -f ) = 0,589 7838 

Also log log tang (45° + -f) = 9,770 6928 — 10 

log— = 0,362 2157 





log£(p = 
log 6 = 


0,132 9085 
2,0000000 


Also loga = 
Daher hat man : 

.0= 73,6362 logy= 2,183 6576 
A= 79,0000 log8in(p= 9,942 4717 
y = 1'52,6362 log s = 2,126 1293 

und tf= 133,6993 

Man findet auch log« und log^, wie folgt 

logo = 1,8670914 
log tang (P = 0,259 0379 


1,867 0915 (wie vorhin). 

loga = 1,8670915 
logco8(p«= 9,366 8678—10 

log f = 2,500 2237 
^ = 316,3907 

• 
• 

logy« = 4,3673152 
loga = 1,8670915 



log ^ = 2,1261293 log^ = 2^(K)2237 

Will man die Construction der Curve vollenden, so ^vird' man zwi- 
schen den Grenzen <p — und (pssei*" 9'20",89 für gleiche Zunahmea 
des Winkels (p, welche nicht sehr klein zu sein brauclien, die zugehöri« 
gen Werthe der Grölsen jr, y, s^ ^ nach den Formeln des §• 74. imd §• 76. 
bereclmen. Sind auf diese Weise mehrere einzelne Pimcte der Curve fest- 
gelegt, 80 wird man durch sie eine approximirende Curve legen, welches 
nun \\m so leichter ist, weil man die Gröfsen der KrünHnungshalbmesser 
und die Lage der Mittelpuncte der Kriimmungskreise kennt. Mit einem 
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solchen Halbmesser braucht man nur aus dem zugehörigen Mittelpimcte 
allemal zwischen den willkiirlich gewalilten Grenzen derTlieile der Curve 
einen Kreisbogen zu beschreiben > so wird dieser^ sinnlich betrachtet^ mit 
dem entsprechenden Theile der Curve einerlei sein^ oder doch der Unter- 
schied sehr geringe und zwar desto geringer sein, je grölser die Anzahl 
der festgelegten Puncte der Curve ist^ und so wird sich überhaupt die aus 
Kreisbogen zusammengesetzte Linie von der Kettenlinie hinlänglich wenig 
unterscheiden« 

Zusatz« Einfacher wird die im $.79« vorgelegte Aufgabe ^ wenn 
die Breite il/m =26 und als Höhe die Linie ji^ssh gegeben sind« 
Man hat dann zur Bestimmung von <p die Gleichung: 

und wie vorhin: 

1 f 

— = 7*^9r ^^^ ^^^^ ^ = ^«cosipr 

Die LoDgitudinale. 

S. 82. 

Wenn zwei Zahlen (p und H in solcher Beziehung zu einander 

stehen^ dals <fy s=z Ik oder umgekehrt A = £(p ist^ so ist bekanntlich 

immer k^<p. Werden daher die Abscisse x und der zugehörijge Bogen «^ 

mit einer constanten LSnge a verglichen^ welche der Parmeter heifsen 

mag^ so ist auch — ^ — y wenn für 07 = auch «^ = sein soll. Man 

kann daher — = ft und — = (^ setzen ^ d. h. als Gleichung an die Curve 

aufstellen: $ ar ocr s^ 

— = fi — ^ oder umgekehrt — = /— . 

Die Curve mag die Longitudinale genannt werden. Die aufge«* 
stellte Gleichung hat noch nicht die zur genaueren Kenntnils der Curve 
erforderliche Gestalt^ und es muls aus ihr endlich eine Gleichong her- 
geleitet werden 9 welche den Zusammenhang unter zwei recht^yinkligeu 
Coordinaten eines unbestinmiten Punctes der Curve ausdrückt. Man difie- 

ds 

rentiire diese Gleichungi und man erhalt 3x=s ^ Sind nun x und y 

Soö— 

a 

die beiden Coordinaten eines Pimctes der Curve ^ so ist bekanntlich auch 
8,s*= 5x* + öy% und man findet 

dy = 3a?.@iii — . 
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4 s ce 

Da aber (Sin — = tang/ — = tang— ist, so hat man« 

Nun ist aber ^ auch glddi der trigonometrischen Tangente des Winkels^ 

welchen die Beriihrungslinie des Punctes M der Curve, dessen Coordina« 
ten X und y sind, mit der Abscissenlinie bilde^ und welcher durdi ^ be^ 
zdchnet sein mag; also hat man: 

tangrp = tang^ = tang(p, 

oder einfacher ^// = — = (p. Schneidet man also auf der Perinhe« 

ß 

rie eines Kreises, der mit dem Radius a beschrieben ist, 
einen Bogen ab, dessen Länge der Abscisse gleicht, so ist 
der diesem Bogen zugehörige Winkel am Miltelpuucte des 
Kreises dem' Winkel ^ jedesmal gleich; daher sind auch die 
Werthe der aufeinander folgenden Abscissen den zugehöri« 
gen Werthen des Winkels ^// proportional« 

%. 83. 
Und nun ist es leicht, von der Differentialgleichung ^ = — zur Glei- 
chung an die Gurre selbst au&usteigen« Int^rirt man nemlicb so, dafs 
mit jr = iMich y=:0 wird, so findet man: 

1 -^ ÜC 

y = a. log oder ^ * = oos— = cos^. 

cos — 
a 

Diese Gleichung giebt nun zu erkennen, dals zu gleich grofsen, aber ent« 
gegengesetzten Abscissen x auch gleich gro£^, aber dnstimmige Werthe 
dar Ordinate y geboren. 

Es stelle (Fig. 4«) die Linie CAD die Longitudinale vor, AP=ix 
und TM s= y sden die beidrai Coordinaten des Punctes M der Curve , so 
ist AP zugleidi eine Tangente der Curve fiir ihren Scheitd A; eine Tan« 
gente derselben für dm BerShrungspunct M sei MT^ so ist der Winkel 

^ ^ a 

Da femer log unmöglich ist, wenn (p^ ?> ^^ l^^ixai die Ab* 

scisse X nie grölser genommen werden, als die Lange eines Quadranten 
vom Kreise betragt dessen Radius der Parameter der Curve a ist. Wird 
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die Absdsse so grols genommen^ als ein solcher Quadrant^ und uA etwa 

^/^s=s^>^ss— «a^ so ist die Ordinate y zwar nicht unmöglich^ aber 

imendfidi grols« Werden also in den Pnneten V und ÜT' zwei Perpen* 
dikd VN und f^V auf der Abscissenlinie errichtet^ so sind sie Asympto- 
tea der Curve^ die .also mit ihren beiden congruenten Armen AD und AC 
ganz zwischen den Parallelen VN und ff^O enthalten bleibt und sich 
ihnen ins Unendliche nähert. Schon daraus darf geschlossen werden^ dab 
die Krümmung der Cunre im Scheitel A jam grüisten ist und daTs dieselbe 
allmulig geringer wird, je weiter man sich auf einem der Arme vom 
Scheitel A entfernt Noch deutlicher tritt diese Kenntnils hervor aus der 
Betrachtung des Ausdrucks für den Krümmungshalbmesser selbst, welcher 
für den Punet M mit ^ bezeichnet werde« Man findet leicht: 



? 



co&f]p 

Der Krümmungshalbmesser für den Scheitel A ist also gleieh dem Para- 
meter a. 

Die Gleichung ^ = a log führt endlich auch leicht zum Aus- 



cos — 
a 



drucke des Zusammenhanges zwischen y und s. Denn man hat 

. Y si^ Q log =s a log So6 ky 

und da Ar = — ist, so hat man auf der Stelle: 

a ' 

y = ologSoö — • 

• 

Zusatz. Wollte man aus zwei gegebenen Coordinaten x und y 
die Longitudinale construiren^ so mauste man zuerst die GröDse des Win- 
kels <p aus der Gleichung 

y """ — log cos 9» 

zu csnmtteln suchen^ und hätte dann 

fl = i^ - '' 



ip — lüg COS y* 

§. 84. 

Will man die Ausdrücke für die Gröfeen Xy y und s in Reihen 

entwickeln^ so dals eine solche Reihe auch nach Potenzen einer dieser 

Grölsen fortschreitet, so fallen die meisten dieser Entwickeluugen nicht 

schwer, weU früher umst&idlich behandelte Reihen dabei sogleich in An- 

Cre1le*5 Journal d. M. VI. Bd. 4. Hft. 44 
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Wendung kommen. Will man aber die Grölsen d7 und s in Reihen ent- 
wickeln^ welche nach Potenzen von y fortschreiten^ cio kann bei diesen bä« 
den Aufgaben keine der finiher behandelten Reihen in Anwendung kommen. 
Sieht man auf Fig. 4. , worin MQ auf JQ senkrecht oder zu AP 
parallel ist^ und also JQMP ein Rechteck vorstellt^ so macht es eine Ver- 
wechselung der Coordinaten nothwendig, MQ oder AP als Function von 
AQ oder PIA im betrachten^ und da kann die Aufgabe^ MQ in eine nach 
Potenzen von AQ fortgehende Reihe zu entwidieln^ allerdings nicht zweck- 
los vorgelegt werden« Setzen wir daher nun AQ=zxj QM:=^y^ und^ 
wie vorhin^ den Bogen AM:=Sy so haben wir: 

j = a,arc(co8 = ^"^) und ^ = a.2rtc(Soö = ^*). 
Erwä'gt man nun^ dals die Entwickelung eines %xc\x6, dessen Soflntt^ 
gegeljen ist, in eine Reihe ^ welche nach Potenzen des (Scfinuö fortschrei- 
tet, gar nicht gefunden werden kann^ so begreift man, warum die beiden 
verlangten Entwickelungen einige Schwierigkeit haben, und es die MShe 
belohnt, hier davon zu handeln« Da die beiden Aufgaben, analytisch ge- 
nommen, fast dieselben sind, so reicht es hin, die erste Aufgabe vollstSn- 
dig aufzulösen, weil man die geftmdenen Resultate leicht übertragen oder 
für die zweite Aufgabe benutzen kann« Setzen wir zur Abkürzung 

y=:-^ und difierentiirt man die erste Gleichung , so erhält man : 

Die Aufgabe der Entwickelmig ist also auf die in der That ein wenig ein- 

iachere der Function (e"" — l} zurückgeführt worden* 

§. 85« 
Mit der Entwickelung der Potenz (e^ — 1)""' ui eine nach Potenzen 
von X fortgehende Reihe haben sich die Analysten viel beschäftigt, und 
es kommen bei ihr die sogenannten Bemonllischen Zahlen in Anwendung. 
Detr vielfache Gebrauch dieser Entwickelung, z. B« bei der Herleitung des 
summatorischen Gliedes einer Reihe aus dem allgemeinen Gliede dersel- 
ben, rechtfertigt diese Aufmerksamkeit auf sie« Noch greisere Schwierig« 
keit hat aber die Entwickelung einer Potenz von e^ — 1, wenn ihr Expo- 
nent eine gebrochene Zahl ist, wie im vorliegenden Falle« Überhaupt 
hangt die Entwickelung der Potenzen von e^ — 1 in eine nach Potenzen 
von x fortgehende Reihe ab von der Kenntnils der Yorzableny welche m 
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fleu EutvilckeluDgen der (numerischen) Facultaten nach Pote^psen ihres 
GnmdfiEictors vorkommen« Wird nemlich iü Anwendung der flezeichiiung 
der FaoultSten nach Yaudermonde allgemein gesetzt; 

[Oyd] = a(a — d)(a — 2d)....(a — nd^4)f 

80 ist immer ^ der Exponent n . mag eine positive oder negative ganze 

Zahl sein: n a 

[a,d] = iS(-ir.y.fl'»-«.d% 

und die in dieser Reihe vorkommenden Yorzahlen oder die sogenanutep 
Facultaten - CoefBcienten : 

"/, "/, "/ "/etc. 
siftd gewisse Functionen des Exponenten n, welche ein durch die leicht 
herzuleitende Formel: r r r.& 

ausgedrScktes allgemeines Gresetz ihrer Bildimg befolgen. Wird der Be« 
gri£P der Facultüten erweitert ^ auf ähnliche Art wie der Begriff der Po- 

tenzeuj so sind auch solche Facultaten [Oy (/] zulässige deren Exponent n 
ein positiver oder auch negativer Bruch ist« Dann müssen aber fär die 
Facult&ten-^Coefficienten Ausdrucke angegeben werden^ welche gebraucht 
werden können ohne Rucksicht darauf,^ was für eine Zahl der Exponent 
n der zugehörigen Facultät seL Solche Ausdrücke sind die folgenden: 

■/= 1. 

»/==[7I-1].(|««~Ä«), 

V 

»/ e= [n—l], ( A «"— A «' + 7^ n* + ,Vt «•— ,V«*— »h«), 

T 

44* 
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Die Berechnung dieser Werthe hat keine Scbunerigkeit^ wenn sie in g^« 
höriger Weise unternommen wird^ und gründet sich auf eine Formel, 
welche hn Anhange hergeleitet wird« Die Möglichkeit der Berechnung 
dieser Zahlen für jeden Werth von n vorausgesetzt^ hat man immer: 

and man wird in dieser Formel nun — Tut x und — } für /z setzeDi wo- 
durch man erhalt: 

Wird die Reihe mit dx multiplicirt und darauf integrirt^ so erhSlt man: 
und findet: r -r r 

Ä = c~ir.2^(2rr.[-{].»/, 

eine Formel ^ nach welcher die unbekannten Vorzählen k^ Jcj ky etc. be- 
rechnet werdet können. 

Zusatz« Wenn die Di£Perenz d unter den benachbarten Factoren 
einer Facultät =s + ^ ist^ so kann sie der Kürze wegen in der Bezeichnung 

n n 

wegbleiben, und schon daran erkannt werden« Hiernach ist [a, 1] = [a], 

S« 86« 
Man kann noch eine andere Formel zur mdependenten Berechnmig 
dw Cöefißcienten k^ Ky k, etc« herleiten« Da nemlich die Werthe der 

Function "f, wenn n eme positive oder negative ganze Zahl ist^ sich in 
Anwendung der Formel r r r-i 

sdur dn&ch berechnen lassen und also ab bekannt vwansgesetzt werden 

r 

^rfoi; so kann man die Werthe der Function % im Falle n kehie ganze 
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Zahl ist, aus deu yorbin genannten Werthen berechnen^ und dazu dient 
die Formel: 

y= (---»-X"--'y-)--('--^) (^(-iyp.f.y:-^)(«„a..t|3i=r), 

welche ebenfalls im Anhange wird hergeldtet werden. InBemtznng die- 
ser Formel findet man; 

k = S(^ 1/ [2 rf. -y> [3> — 2] (cond.Ä + ß = r). 
So hat man z. B. für r =s 5 die folgenden Zahlen : 

+ 210. ^'^3^'" = 40186125— 89743500 

64552950— 15717240 
727650 — 



k = 105466725 — 105460740 == + 5985. 

§. 87. 
Es bleibt nun für die Entwickelung Ton y in eine nach Potenzen 
von X for^ehende Reihe nichts mehr hinzuzufügen, als eine Recursions- 
Formel herzideiten, nach welcher man die Cioefficienten tcy Jcy k etc. noch 
bequemer beredmen wird« Zu dem Ende bemerke man^ dafis^ wenn die 
Potenz tf ^ ' 

dem polynomischen Lehrsatze gemäis gesetzt wird, unter den Coeffidenten 
der bdden Reihen die ein&che Beziehung: 

ß a 

S(na'^ß)ji.a = (cond. «+ß = r) 
Statt findet» Ton dieser werden wir hier Gebraudi macfien# Setzen wv 
nemlich: / /2a7\«+»\-» 

schaben wir . 

»=-4,. «=^^q:ip und ^=»(-.1/.^-^/}. 

Werden diese Wertlie in der allgemeinen Recursionsformel substituirt^ so 
erhält man nach emer geringen Veränderung: 

iS(— lf[2r7-2%(2r— a)./? as (oond. ä + ß ä r). 
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.r 



Wird das Glied k auf die eine Seite des Gleichheitszeichens allein ge» 
bracht^ so hat man: 

k = [2r-^l]2.(2r— 1)/?— [2r— l].2\(2r~2)'4 



2» y 

aa-1 r-a , ftr-v 



.... (—l)"+*[2r— jj. 2".(2r~«).Ä . . . . + (—1)"^* [2r~l ] . 2\r.k. 
Dte ersten SpecialfäUe dieser allgemeinen Formel sind die folgenden: • 

t o 

/c =25;?--10.2».4j + 5.2»,3.i?, 
u. s. if. 
Dai Rechnen nach diesen Formeln ist so bequem , als es nur geduscht 
werden kann> und man findet: 

^ = — 15 = — 3.5, 

j^ =5 — 63s=— 7.9, 

A Ä + 5985 SS +5.7. 9. 19, 

;? = — 158895 = — 3^ 5 . 11 . 107, 

U. 8. W. 

Man hat demnach folgende Reihe': 

r 1 « , 1 (xy , 15 txS} 63 /a?V 5985 /a?\« 

158895 /xV 1 /-/o/.^^ 

oder wenn man die Torzahlen möglichst vereinfacht: 

_ r. 1^ x_. 1 /^\', 1 /_£V 1 /x\« 19 tx\ 

^ ~~ l 6 • a "rj20\a/+336*\a/ Ö760\o/ m720\o/ 

~Ä' (f /*•••] *^<^"*>- 

Diese Rohen können, wie schon gesagt, benutzt werden, um der Glei<Aui^ : 

X 

a 

gemSÜB^ auch den Bogen s in eine nach Poteu^n von x fortgehende Rdhe 
jni entwickeln. Man kann nembch diese Gldchung auch also schreiben: 
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und- SO sieht man, dais man in den erhaltenen Reihen nur für — 

und s /" — 1 für y zu setzen hat. So erhalt man denn auf der Stelle noch : 

158896 /x\" 1 -,„ . 

Das erste Glied in der fSr y gefimdenen Reihe ist gegen die nachfolgen- 
den desto beträchtlicher 9 je kleiner die Abscisse jiQz=,x im Yerhakuils 
zum Parameter a der Curve ist. Für geringe Werthe von x hat man also 
näherungsweise y s= /'(2 ax)^ d« h^ die Lotagitudinale hat in der Nähe ihres 
Scheitels nur eine geringe Abweichung von einer apollonisohen Parabel^ 
welche denselben Parameter mit ihr hat« 

i. 88. 

Die Beziehung zwischen den durch die Gleichimg A: = fi(p verbun- 
denen %xi\xi kann noch auf mehre andere Arten geometrisch construirt 
werden« 

Denkt man sich zwei von eiüem Puncto ausgehende Curven, welche 
auf denselben Anfangspunct der Coordinaten und auf dieselben Abscissen 
bezogen sind^ so kann die eine ein* Kreisbogen von der Länge a(p sein^ 
wenn a den Radius desselben bezeichnet^ während die Länge der anderen 
greiser als a(p und namentlich =aAr = aSf^ ist; £e Gleichung an diese 
Curve muls dann noch ermittelt werden. 

Der Halbkreis ABC (Fig« 5.) und die Curve FBE haben den Punct 
B gemein^ D sei der Anfangspunct und DP = x sei die gemeinschaftliche 
Abscisse der zusammengehörigen Puncto M und N^ die Ordinaten seien 
PM:=zz und PN=iyj es wird eine Gleichung zwischen x imdy gesucht« 
Da der Bogen iM=:a(f> hty wenn der Halbmesser DAz=:DB=:DCaBia 
und der Winkel BDM s= (p ist^ so soll also der Bogen BN = 17 • ü! <p sein« 
Wird er mit s bezeic|mety so hat mau also r 

s = a.icp und ds = >r(ö ar* + 5 y^)« 

ad (ß 

Anfserdem hat man x=^awi(p und ;t=sacos<p« Man finde! dj = — ^, 

cos ff ' 

und hat also die Gleichung r 

' COS <]p* 

Da weiter 3x -= o cos<p5(py so hat man 3y==ö5(py^^ — -j — cos^M, 
oder auch: 
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wenn man da? eUminirt. Eliminirt man aber (p und d(p^ so hat man^ 

Setzt man abo den Winkel , welchen die BenihrungsHoie NT der Ciirve 
B£ im Puncte N mit der Abscissenlime einschlielst, ss^^^ so hat man 

Termöge dieser Gleichmig läfst sich von den zwei Winkeln ^ und %// der 
dne aus dem anderen berechnen* Die Gleichung erscheint abq^ ungldldi 
einfacher in der Gestalt: 

oo8(p* = co5\// oder sin(p s= sin^v^^^^S^ 
und auf diese so ein&che Formeln kann man eine leichte geometrische 
Construction gründen ^ wodurch man aus dem Winkel (p den Winkel ^ 
und umgekehrt findet» • 

Setzt man /'(a* — ar^s^jsssoeos^^ so hat man: 

Also 

r = — /"(o"+«') + g > grc ($ang = y-^^a"!^ ^»)) + const. 

Da nun für x;=a auch y=^a werden mulsj so hat man: 

a = — ir(2ö") + «.«rc($att9==:^)-J-oonst., 
und also: 

Ab« Are (Sang =5 -^ j = £ (-^ j und t? = ö' — jp% also hat man 

FiSlirt man statt a? wieder (p ein, so hat man 1^(2 «• — ar^)= aV"(2-r-sin^) 
= ö/'(l+cos^*) = o/^(l + cosA^)3=flcosYl^2, und also: 

Man hat auch j = a[l + /'2^— 2(^)— €^t^ + *j, mid zur Bestinmimig 
von Ar dient dann die Gleichung; 

cos9> 
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Der Ausdruck verliert noch ein Glied ^ wenn man BQ:=:jp imd QNsssy 
setzt. Man hat dann: 



r = «{>^-KT)-sr + "]. 



und der Winkel k wird berechnet nach der Gleichung: 

^ cos (p 

Da nun aber 



/2 = 1,41421 35624 und 
2(^) s 0,88137 35870 



n 



also V^2— fi^ = 0,53283 99754 \&t, 
80 hat man 

r = a. 0,53283 99754 + ö(2;fc X^; 

zur Bestinmiung von k dient, wie vorhin, die Gleichung; 

tang^ == • 

^ cos (f 

Obgleich nun, wie man sieht, die Gleichung an die Curve »ich in vieler- 
lei Formen darstellen läCst, so erlaugt sie dennoch nie einen hohen Grad 
der Einfachheit; auch hat die Curve koiue sehr interessante Eigenschaften ; 
daher mag das über sie Gesagte hinreichen. Der Ausdruck für den Krüm- 
mungshalbmesser gewinnt aber noch eine ziemliche Einfadbfaeit ; man findet: 

a^^^{2a^ — x^) aV^(l + cos<iP^) xjji^ V^2 

? "^ a* — JP* ""^ cosy* "" 2 * CQsyf^ 

oder auch j = — ^^s-, wenn teügA=— gesetzt wird. 



Fünfzehnter Abschnitt« 

Umformung gegebener Ausdrücke in die Form ^oia + ^ina; 
allgemeine Auflösung der cubischen Gleichungen* 

§. 89. 

Das Rechnen mit Ausdrücken von der Form €oä a ± ©in a ist be- 
sonders bequem 5 wenn Multiplication , Division, Potenziren und Wurzel- 
ausziehen die vorgeschriebenen Operationen sind, und es gründet sich auf 
die nachfolgenden vier allgemeinen Formeln: 

(<£o6a + ©mo)(€x^gÄ4-©lnÄ) == (Ic«(ö + ä) +©m(a+*), 

Crelle'i Journal d. M. VI. Bd. 4. HO. 45 
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71 H 

Will man von den vier Rechnungsweisen Nutzen ziehen^ so mufii man im 

Stande' sein y jeden vorgelegten Ausdruck unter die Form ^ik^^xtik 

zii bringen* 

Ist etwa N eine mögliche Zahl^ so setze man soglaoh e^ =s iV^ d« h« 

man sudie den Exponenten k nach der Formel: 

Ä: = logiV; 
und hat dann auf der Stelle 

N:=z 6oöit+@inÄ> 

Man konnte auch, wenn auch nicht immer ganz soeinfach^ den Expo- 
nenten k finden nach der Formel: 

i\r=tang(f + $/*), 

nach welcher man zunächst die Grolse Ik und hieraus dann k findet, in 
Anwendung der Tabelle der Longitudinalzahlen« Warn ±lk nicht zu 

wenig von ^ verschieden ist, so wird man nach dieser Formel nodi 

schneller zum Ziele gelangen. 

Hat aber die Zahl N die Form: 

so setze man 

P SS e^cos^ und Q = ^.fäsi<Py 

und hiwaus findet man auf der Stellet 

tang(p = -^. 

Ist der Winkel (p bereits gefunden^ so findet man den Arcus od» Expo- 
nenten k nach der Formel: 

k = logf — A oder k = \og-ß^. 
Wollte man k früher als (p berechnen, so hStte man nach folgender Fchv 
mel zu rechnen: ^ _ log |r(P*+ i?^), 

deren Gebrauch nur dann Torzuziehen ist, wenn die Quadrate 1^ und Q^ 
sidi bequem berechnen lassen« Sind aber die beiden Arcus k und <p ge* 
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fundeDi 80 hat man auf der SteUe: 

JV = (lci(k+<p^^l) + ein (Ä +(?/•—!), 

^ c= €oö(Ar+<p/--l)-.®m(Ar + (Pir~l). 

Diese und ähnliche Sfitze sind aber unter veiSnderter Beziehung allgemein 
bdkannti und es lohnt daher die Mühe nichts dabei länger zu yerweilen. 

§. 90. 
Wichtige Dienste leisten die Potenaalfimctionen^ und namentlich die 
hyperbolischen bei der Auflösung der cubischen Gleichungen von der Form : 

unter welche bekanntlich alle unreine cubische Gleichungen gebracht wer- 
den können« Es seien die drei Wurzeln der Gleichung x, x^^ x*\ und 
also X + ^'+ ^^ = 0« Nimmt man für eine derselben die folgende Form an : 

um sie in der Gleichung x^ssiar-f-^ zu substituiren ^ so erhSlt man 
t^.(lti<f^^=ibv(S.ti<P'\'Cj oder auch: 

und da auch: 

ist 9 so erhalt man durch Identifioirung die beiden Gleichungen: 

^ = 1 und ;^ = igo*3(p,. 

welche zur Findung der Werthe der beiden Grölsen v und ^ dieineu; 
man hat nemlich: 

V^mb) und €0«3(P=:ij = ;;^. . 

Setzt man also 3^=sAr, d. b. <p=s<8-) so hat man: 

X == /-(^ Ä) . 6o« ^ Ar, 

x* == /(|Ä).€oÖ(|Ä+fir/-— 1), 

x"=z yTi^b), 6o«aAr+f »/•— 1), 

Trenn man den QCrcitd k berechnet nach der Formel: 

Ist nemlich k ein nach £eser Formel bestimmter ^ti&i, so leisten dersel- 
ben auch die %xoii A:±2«/'-— 1? ä±4w/'— 1; /f + 6«/'— 1, etc. dn 
Genüge. Man braucht aber nur die drei ersten Slrcuö k, k-\-2'«/ — 1 
und ^^4,r/ — 1, deren dritte Theile m den Formeln für x, x', x" 

45* 
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* vorkommeii 9 zu nehmen^ weil die übngen Stetig ani kernen neuen Wer- 
then von x fahren« 

Der Ausdruck für die Wurzel x^^ lalBt sidi aber noch dn&cher dar* 

stellen, da -j + ^^iT— 1 =y— 4*1^—1, undaW eoö(|- + |»ir— l) 

= €oö(|-— l^iT— l)i8h 

Die drei aufgestellten Formeln enthalten nun die vollstundige Auf- 
lösung der cubischen Gleichungen unter allen Umständen, d. hr für alle 
Werthe der Zahlen b und c» 

Im. Gebrauche der angegebenen Fonnehi müssen aber mehrere FI31e 
wohl unterschieden werden^ welche aus den besonderen Beschaffenheiten 
und dem Yerhaltnisse der in dier Gleidiung: 

a?^ a= bx 4" c 
vorkommenden gegebenen Grrölsen b und c erkannt werden* 

K Wenn b und c posüiy sind und Soö Ä == yr»?rrN*> 1 »t. 

In diidsem Fälle ist fc möglich und es gelten die yorhin gefinideneu 
Formeln unmittelbar« Will man sie aber entwickeln^ dann ist 

6oö(^*±|w/"— 1) = Cptfii«co8|9P + ©m^/r.sitt|9p/'— 1, 
oder auch^ weil cos|«=: — J und sin|^7rs= 4-|/"3 ist: 

Mut hat also: 

und zur Bestimmung von k dient dann die Formel: 
Setat matt also Ük für /c, so Bat mau auch die Formeln: 

a?' = — f- + /-i . tang r(| £ ^E) and cosV^ = ^- » 
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2« Wenn b posidr^ aber c negativ ist^ und auch die absoIute'GrölM 

6c* Ä = yM.VkVi > 1 gefunden wJrdr 

Nun ist der %XQXi k unmöglich^ weil ^ti Je für ein mogliches^ k poai« 
tiv ist. Setzt man daher nun sogleicH fc-^'jt /* — 1 für ky so hat man, weil 
€e*(Jfe-ir^/* — 1)= — Soö/r ist, für die drei Wurzehi die Ausdrucke: 

X =/'($4).eoö(5Ä+f/'-i), 

wenn der 2lrni« ä nach der Formel €oö/r=:r^,^ bestimmt wird. 

y \^jo) 

Die Ausdrücke für ar'^ und x können noch entwickelt werden, da 
6oö(ii±y/— l)==4Soö^Ä[±l©m|Ä:.|r— -a ist, so hat man also 

und den ^cu^ k findet man nach der Formd * 

Will man zu eyklischen Functionen übergehen^ HO find die Ausdrücket 

-m) 



ar = -^ ^ + /-bAongl^n. /*— f, für eosÄ s= ^1*' 



— ic 



r 



x''= _£r-/-A.tan«/ffiA-./"-l, 



?« Wenn 6 negatfr-xst, so setze man sogfeich k-\-\'K /'— > 1 für Ar, 
d«in es ist bekamttllch ^ci (k •);• ^ v ^ — X): ^s^ :^=^t imd man erhält dann : 



ar' == — J + /*— A . <lai^h,f—i, für 6tn * = -7Jz^^^ • 
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Geht man zu cyklischen Functionen iiber^ so hat man: 

^' = — f + c-^7flfc>^-^» . . ^" ^i^ = 57Ä" 

4, Wenn endlich zwar £ positiv^ aber gog/r=: #7. v> <±1 »ti 

dann setze man in sSmmtlichen Formehi sogleich /r/* — 1 für /r^ und 
man erhält: 

x' ^ \r(fÄ).co8(i^ + f^) = — f + irÄ.sin|*, 

und zur Bestimmung Ton h dient dann die Formel cos k =: )J^\% • 

Diese letzten Formeln sind allgemein bekannt ^\t) 

§. 92. 
Um die auf die vorigen Formdn gegründete Rechnungsweise für 
den Fall des Gebrauches der Longitudinalzahlen zu veraDSchaulichen und 
um den Gradf der Genauigkeit zu zeigen^ welcher bei Anwendung der Ta- 
belle für diese Zahlen erreicht wird^ legen wir uns als Aufgabe die Auf- 
lösung der cubischen Gleichung: 

x^ = 20514a?— 1988260 
▼or, die aus dm Wurzfein: —178; 89 + 57/"— 1 und 89— 57/'— -1 ge- 
bildet ist. Die durch die Auflösung gefundenen Wurzeln können dann 
mit diesen Wurzeln verglichen werden* Man hat also : 

Ä = + 20514 und c = — 1988260. 
Da nun b positiv und c negativ ist^ so kommen von den Formeln des 
§• 91. entweder die des 2ten oder die des 4ten Falles in Anwendung. 
Rechnung wendet briggische Logarithmen an. 
Man hat log /*& = 2^560251 

log /3 = 0,238 5606 

log /(l) = 1,917 4645 ; log [/(|)' = 5,752 3936 

log— ie= 5,9974432 



unterschied = 9,7549504—10. 
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Da dieser Unterschied negativ ut^ so gelten also die Formeln des 2ten 
Falles und nicht die des 4ten, Setzt man also: 
log cos Ar = 9,754 9504 — 10, 

"** "* Ä = 61» 48' 24", 97 (der neuen Kreis - Emtheüung). 

Aber' 

2(6r480= 1,164 3790; Diff.l''= 27,62, also für 24", 97 istdie DiflTerenz: 

+ 690 =27,62.24,97. 

Daher ist fiA==r 1,164 4480; ^S^ =0,3881493 und 

/^fiÄ=:24m'22Vl' 
log /•(! b) = 2, 2184945 log /"ä = 2,156 0251 

log cos/^ 2^ =9,9680745— 10 log tang/J-eÄ = 9,599 8497—10 

log (— xO = .2,250 4200 Summe = 1,755 8748 

und log 178 = 2,250 4200. und log 57 = 1,755 8748. 

^^ x' = -178, 

;r = + 89 + 57/-— 1, 
a?^'= + 89-r-57/'— 1. 
Noch ungleich k&rzer wurde die Rechnung gewesen sdn, wenn 

man log(— 40 — log y(|y nicht =0,2450496, sondern >0,575441382, 

oder gar ]> 2,3047395642 gefunden hatte, weil man im ersten Falle die ' 
Zahl \^k nicht zu berechnen nöthig gehabt hatte in Anwendung der Ta- 
feln der Langezahlen, und weil man im zweiten Falle diese Tafeln gar 
nicht zu gebrauchen nöthig gehabt hätte. 

Wenn einmal die briggischen Logarithmen der hyperbolischen So^ 
^\mi, @tnu^ und Sangenten der 9(rcuö k zwischen den Grenzen A: = und 
/r = 2 ebenfalls berechnet sind, wie sie vom Verfasser bereits für die. 
%xi\xi berechnet sind, welche }> 2 sind, so wird der Gebrauch der Tafeln 
der Längezahlen zwar nicht nutzlos werden, aber in vielen Fällen zu- 
rücktreten, weil in ihnen keine Yermittelung zwischen den hyperbolischen 
und cyklischen Functionen dann mehr nöthig ist* 

Zusatz. Man würde, wenn man J7=t;.©in-j, statt jc = t^ . Soö -j , 

gesetzt hätte, zu denselben Resultaten, wie im §• 9L gelangt sein. Die 
Cardanische Formel ist somit überflüssig geworden. 



350 28« Gudermann^ Thecrie der Potenzial "Fundioneru 



SechszehiiterAbschnitt« 

Ausgedehnterer Gebrauch der Potenzial- Functionen 

in der Integralrechnung. 

$. 82L 

Sehen langst sind die cyklischen oder aueh Krds - Functionen in 
der Integralrechnung angewandt worden^ um vermittelst derselben und der 
ihnen zugehörigen Arcus Integrale auszudrucken^ deren Werthe man sonst 
aus ungeschlossenen Reihen berechnen mülste. 

Man pflegte jedoch bisher zu den Kreisfunctionen nur dann seine 
Zufkicht zu nehmen^ wenn die Integrale in einer anderen Form imaginäre 
Ausdrücke enthielten, ein Umstand, welcher von den im vorgelegten Inte- 
grale vorkommenden beständigen Grüisen in der Regel herrührt. Man 
kann sich aber bei solchen Integralen auch der hyperbolischen Functionen 
mit grolsem Vortheil bedienen, wenn die Theorie derselben als gehörig 
entwickelt vorausgesetzt werden darf und man im Stande ist, die VTerthe 
dieser Functionen augenblicklich zu bestimmen, falls mau eine solche nu- 
merische Angabe nöthig hat. Man gewinnt dabei zugleich den nicht gering 
anziischlageudea Yortiieil. dals man das Integral eines vorgelegten Differen« 
tiales mit uubestiomiten Constanten nur in einer Form aufzustellen braucht, 
alle übrigen oder die verwandten Formen desselben aber m nahe liegen^ 
dals man seilest ohne alles Rechnen von der einen zu anderen übergehen 
kann und in vielen Fallen nur statt der durch deutsche Charactere be- 
zeichneten Potenzial - Functionen die gleichlautenden, mit lateinischen Buch- 
staben oder Yorsyben bezeichneten und umgekehrt zu nehmen hat« 

TTm diese Behauptungen zu rechtfertigen und den Sinn des Verfah- 
rens zu höherer Deutlichkeit zu brijqgen, wählen wir noch einige einfachere 
Aufgab^i der Integralrechnung, welche besonders geeignet sind, den gleich- 
miilsigen Gebrauch der sammtüchen Potenzialfunctiouen zu erläutern, wo- 
bei von selbst klar wird , dafs die bisherige Beschränkung auf die cykli- 
schen Functionen ein naehtheiligeri die Einheit des Verfahrens ohne hin- 
reichenden Grund störender und unnütze Weitläufigkeiten herbeiführender 
Gebrauch ist. Er wird unstreitig von selbst aufhören, sobald mau mit 
hinlänglich ausgedehnten Tafeln ausgerüstet sein >vird, welche zur Reali- 
sirung der Werthe der hyperbolischen Functionen dienen inid welche da- 



28. Gudermann, Theorie der Potenzial' Functionen. 351 

her von dem Verfasser angefeHigt wurden m einem Umfange, der nicht 
Vieles mehr zu wünschen übrig lassen wird» 

§. 94. 

Waiilen wir zuerst das Integral y === /y^(q4.2z,a:-l-ca?»^ ^ welches be- 
kanntlich selar oft gebraucht wird« Man gebe ihm sogleich die Form: 

oder auch 

P dx 

Setzt man nun: 

SO findet man leicht Y^^ y^Jyt^tz^^ "^^ ^ ^^* ^^^ y =y^. 2frc(®iii =v), 

wenn wir in diesen Beispielen die dem Integrale noch beizugebende C!on- 
staute unberücksichtigt lassen. Man giebt dem Ausdrucke ohne Weiteres 
die bequemere Form: 

Diese Formel giebt nun das gesuchte Integral unter allen Umstanden^ d« h. 
für alle Werthe der Zahlen a^ b^ c und x an; von ihm kaim man ohne 
Mühe zu den verwandten Formen übergehen« 

§. 95. 
Wenn c positiv und auch ac — b^ positiv ist^ dann wird man das 
Integral in der Form, in welcher es aufgestellt worden, anwenden oder 
etwa höchstens, ^k Tm k setzend,, dasselbe verwandeln in: 

y = ^.SAr fiir tangÄ = ^^^±^. 

Wenn c zwar positiv, aber ac — i* negativ ist, dann wird man die 
Form des Integrals verändern, indem man ä + -^ /" — 1 ^ w^ ^ setzt, wodurch 

man, wenn man im Ausdrucke für y die Constante + -^ /* — 1 feilen lä'Ist, 

und bemerkt, dafs ®in (^ + y /" — l) = — ^^ik. /* — 1 = ^^^^ ist, auf 
der Stelle erhält: 

y = ^^ fSr Hoik = y^fe): oder 

y = rTs-Si fiir cosÄr = . ^ ~°^\ 

•^ ^ VC h-x-cx 

Crelle*8 Jooroal d. M. VI. ßd. 4 llft 46 
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Zu demselben Resultate wurde man auch gelangen in Anwendung der Fonnel 
^5p-j-— |- ==:2Irc((5cS==t;), da man datr vorgelegte Integral auch unter 
diese Form bringen kann« 

Je ' 

Wjcnn endlich c negativ ist, so wird man s/^_^ für k setzen und 
erhalten y = t^m — , wo denn der Arcus k bestimmt wird nach der Formel : 

COS^ = y(ß-ac) ^»^^"^ '"^^= VcX-ac) ' 

Dals hier der Arcus k nach zwei verschiedenen Formeln berechnet wer- 
den kauD,^ beruhet auf dem Satze,, dals sin(Zr-|-Y) =cosA und die Bei- 
den Arcus sich um die Constante y von einander unterscheiden«' 

Die beiden Formeln würden unmöglich sein, wenn b^ — ac negativ, 
oder a c > 4* wäre» Dieser Fall kann aber nicht eintrfeten ; denn da 
/'(ö -fi 2 6.r -|- Ca?') möglich, also a -{- 2Äjr + ex* positiv und daher 
c(a-f-2Äjc+cjc*) nun negativ ist, so ist ac4-2Äcx+c*x* negativ ,> also 
auch ac — 6.*+(6+cjp)* negativ, und da (ä-{-cjp)* positiv ist, so ist um 
so mehr ac-^-b* negativ imd also b^ ^ac^ • 

Eben so kann man zeigen, dals,. wenn c positiv und ac — b^ nega- 
tiv ist, die Function gog k = yr/^TI^ c^ ^ ^ ^^^ ^®^ ^ möglich »ei. 

§. 96. 
Eine einfache imd immittelbare Folgerung aus dem Vorhergehen- 
den ist die Integration vonr 

_ r dx^ 

worin «, ß, «' imd ß^ constante Gröfsen sind. Vergleicht man daj^ Pro- 
duct (« + ßjr)(a'-f ß'a7)=«Ä'-f-(aß'Hr0Ä')jr+ßß'a7*mit a-|-2Äar-f-car% 
so hat man 

a = QL€x:\ b = l » und c = ßß'^ 

o ) ®^^ positive Grölse.. Daher hat man 

Das Vorzeichen ± kann so gewählt werden, dals der Ausdruck fBr €o£/f 
positiv wird. Der Nennerist aber positiv, wenn xß'^ßx^ oder "j^y 
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Nehmen wir also an^ dafe wirklich -]3^ > |r *®i^ «^ haben wir: 

"" aß*—ßa' 

Hieraus findet man aber zur Bestimmung des %xi\xik die einfachere Formel: 



^c^^ 



Jang \k -— 







und y = :^^^. 



Will man also zu cjklischeu Functionen übergehen, so hat man: 



Sk 



y ~ y\ßj) ^"^ tangi.4 = 




^ ß' 






In einem verwandten Falle ist das Product ßß^ negativ imd man geht zu 
ihm über, indem man y-_A für h setzt, wodurch man auf der Stelle erhält : 



y = y^^ßß^) ^«^^ tangiÄ 




^+7/ 



und diese Form des Integrals ist denn allgemein bekannt. 

Die Integrale^J^^pll^ ^^^JL^—. gehören zu einem Ge- 
schlechte von Integralen, was bei Untersuchungen über die Kegelschnitte 
imd die Bewegungen der himmlischen Körper in ihnen in Anwendung 
kommt« Man kann diese gebrochenen Functionen in ganze dadurch ver- 
wandeln, dafs man einen 3(ratö (p einführt, der von dem Srcuö k so ab- 
hängt, wie es die folgende Gleichung ausdrückt: 

Wird die Multiplication vollzogen, so erhSlt man: 

iw ff^dto. 1 - Off««*' ~ (l-0(l + eo«9) _ ^(^-')-^o^i 

/j . ^ /•« * 4N 2(1+«). 6ln^ 
ColAr — 1 — a^tn-j- = l_f6o89) ~ i-tQi>i<p *■*' 
80 hat man: 

46« 
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3. ein|=ein|.j/(r:^,), 

5. $ana| =5anafY([~)' 
bt nun die unbestimmte Tvillkurlich gewählte beständige Zahl e positiv 

lind < 1 , so ist o£Penbar der Gleichung 5* gema'fs Jang ^ ^ ^^^^ 2 ^ ^^^ 
also der 3(rcug (p Meiner als der %xi\xi h. 

Die Peziehungen zwischen (p und /c können auch umgekehrt wer- 
den, und man hat dann 

8. ®i„i = S,„|.,/(j-^), 

9. 6.,| = S.4.l/(j,!+£„), 

^ 98» 
DMerentiirt man die Gleichung 

leg Song I (p = log Sang 4 i + log l^(i^) , 

80 erhält man zunächst» 

San0§f> Sangi^' 

und dann weiter: 

5y ^^^ dk 

Gin 9) ©InA: 

Hieraus zieht man weiter ö A: ä ^_^"^^^ . 3 (p , und man hat also : 

dk _ ay dk ay(l— egoty) 

Die Integration giebt nun auf der Stelle die beiden Formeln: 

y "^ dk y r dk y — eCiny 

wenn £e Integrale für & = und also audb fiir O = verschwinden sol* 
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len. Zur Berechnung des Qfrcutf <P dient dann aber eine .ron den For- 
meln 6., 7., 8., 9., 10. des §, 97. Diese Formeln geben aber für <p 
einen unmöglichen ^rcuö/ iremi e>>l ist. Die Unmöglichkeit fallt aber 

sogleich vregf wenn man nur yA_. für ^ setzt , und man erhSlt dann : 
Der Arcus <p wird dann aber nach einer von den folgenden Formeln berechnet: 

oos4<P-<5o4.]/(^,:j^), 

tangi(P=tnn<)|.j/(^;). 

Man «sieht hier^ wie selbst die cyklisohen Functionen bei Rechnungen mit 
b}'perbolischen Functionen nothwendig sind^ ohne dals die Longitudinal- 
zahlen dabei in Anwendung kommenr 

Wenn endlich « = ±1 ist, so versagen die bisherigen Formeln 

ebenfalls. Man hat aber 

r dk _ r dk __ y ^ 

r Bk __ r -dk _ ^ k_ 

Ji — doik ~~y26init» --«''* 2 • 
Setztmanaber ^ang-s- oderauch Sof-^s=v, so ist dkr 



2 2 '' i—v* »«—1 



femer ist _-|-^ = « (l -. Jan» |^) und j~|.- = - j ((Jcti-' - 1) . 



Man hat also 



7jLp^= i/afd-O für <' = S«n9|-, ™d 
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Den 80 eben mitgetheilten Formeln entsprechen eben so vide an- 
dere, die man aber aus ihnen sogleich erhalt^ wenn man nur k /^ — 1 fiir 
ff und zugleich (p/* — 1 für <p setzt« 

Man erholt für e<;i; 

y ^ dk qf , y^ Sk y — gsiny 

l + ecosJk "" y^^i—e^y ™^y(l + ecos*)* •" (1 — e»)* ' 

und zur Findung von ^ aus Ar hat man: 

Bof =Mu|.|/(j:p~), 

Ferner hat man fiir ^ > 1 : 

y '^ dk ^ , r 8k e&itifp — <p 

i^ecosk ~ •iTfy'—iy ^ J{i + ecosk)^ (e*^)^ * 

Zur Berechnung des ^rcuö (ß dient dann aber eine der folgenden Formehi : 

©in 4?« ri„|.j/(j^-=L_), 

Wenn endlich ^= + 1 'ist| so hat man: 
f' 8k _^ k /" ^^ _ f ^ 

Diese Beispiele , welche man leicht bedeutend vermehren könnte, 
mögen hinreichen , und den EntschluTs herbeiliila'en , in den höheren 
Rechnungen sich der hyperbolischen Functionen eben so bedienen zu wo!« 
len, wie man bisher die Kreisfunctionen «allein angewandt hat, und diesen 
letztern also statt der früher üblichen logarithmischen Integrale die diu*ch 
b>^)erbolische Functionen ausgedrückten Integrale gegenüber zu stellen* 
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A n h a n 



S' 



Erster Abschnitt. 

Umformung einer Aeihe« 

§. 100. 

Über die Reihe P=4S[ö].^.x« hat der Ritter Herr Gauf» 

eine sehr lehrreiche Abhandlung geschrieben, ohne jedoch in derselben 
einer Umformung zu gedenken, welche sie gestattet und wodurch sie in 
eine Reihe von älmücher Form umgestaltet wirdr Wird mit Q ^^ ^^^~ 
gende Reihe bezeichnet: .. 

80 ist zu beweisen, dafs P^=^Q sei« Die Wichtigkeit dieses Lehrsatzes 
Uegt am Tage, denn die Formen der Reihen P und Q sind sehr allgemein, 
da unter a, by c und x beliebige Zahlen verstanden werden dürfen* Wir 
wollen hier die Reihe J^ so umformen, daß ihr allgemeines Glied mit dem 
allgemeinen Gliede der Reihe P zusammenfallt, und entwickeln daher die 
in Q vorkommende Potenz ( 1 + jp)^""* nach steigenden Potenzen von jr, 
lun in jedem Gliede die* Entwickerung der ihm zugehörigen Potenz von 
1 -f- ^ zu substituiren. Dadurch erhalten wir eine Reihe von der Form : 

12 3a a 

j^ = 1 + q.x -f- ^.JP* + q.X^. . • • J'.X*. . . • = S^.X^y 

und es ist allgemein 



r 



f = 4S(— l)"[c~a].i4.[Ä— /] cond.(a + ß=r). 

Um diesen Ausdruck zusammenzuziehen, bemerke man, dals [lf\[b — ot]^=s 
[6]ss[Ä], imd auch — ^z=:z ^^~^ ist; ferner daCs 

(_!)• = (_l/.(_l/, und (_l/fc~4== [r-c-4 
Werden diese Werthe im Ausdrucke f substituirt, so erhält man offenbar : 



p 



- [AI ? ' 



(_ 1/. «Jü . S[c^a] [r— ^~ 1 J oond. (« + ß = r). 
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» 

Nun ist aber allgemein bekannt ^ daüs dem binomiscben Lehrsatze für die 
Facultüten geiniife: 

. r aß • 

[V'\'W]^=i S [v] [w\ cond. (« -f- ß = r) 

sei, folglich hat man in Anwendung dieser Formel z;=e? — a und w;=r — c — 1, 
und also i; + z^ = r — a — 1, oder: 

;=(-l)'.[r_.-l].EH = t«].^,. 

»•• [c] r' £c] 

r 

Da nun dieser Werth von ^ auch der Coefficient von x'' in der Reilie P 
ist, so ist also die Reilie Q in die Reihe P umgeformt worden. Man 
könnte offenbar aus der Reihe P umgekelirt die Reihe Q durch Umfor- 
mung herleiten. Dieser Beweis des von dem Verfasser gefundenen Theo- 
rems ist direct und kurz, aber sehr verschieden von der Herleitung, wo- 
durch der Verfasser das Theorem gefunden hat^ 

§. 101. 
Um eine Idee von der Wichtigkeit des Theorems zu geben, mögen 
ein paar Folgerungen aus demselben hier einen Platz finden. Zuvor wol- 
len wir jedoch die Reihe P bezeichnen mit F(a, ä, c, x)^ dann ist die Reihe 

j^ = (l+jr/.F(c— a,i,r,^=^), und also 

Setzen wir ö + t; für c, so haben wir also auch: 

F(flr, 6, a + v, jr) = (1 + xf. F(v, *, « -f v, z\ 

wenn zur Abkürzung auch noch z gesetzt %vird für ,~^ . In Anwen- 

dung desselben Lehrsatzes hat man abor auch: 

F(v,6,c + t;,«) = F(6,t;,a + ^,«)=n(l+«)"'.F(o + i;— 4,t;,c + t;,^^, 

und es ist also : 

Fia,bya-\-v,x) = (l+x)*.(l + snF(a + t;— Ä, t;, + 1;,^=^. 

Nun ist aber * = jj^y a^o l+« = q::^» «»^^ I+T=rfe(*+*)=*» 
folglich hat man: 

F(ff, 6, c + V, x) =5 (1 4- *)*"". F(o, + V — Ä, V, ö + v, ;r). 
Wird nun b — v^n gesetzt, oder üssn-\-Vf so hat man: 

V T^ / ^(v,— n-f-a, o-J-v, a?) 
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Dieser sehr allgemeine Aus Jriick für die Potenz (1 -f* ^)% deren Exponent 
n eine beliebige Zahl sein darf, enthi-ilt zwei Gröfsen a und v^ welche 
nach Belieben bestimmt werden dürfen, und ist von E u 1 e r bewiesen wor- 
den. Derselbe hat seiner Herleitung, welche etwas weitläufig und nicht 
wohl zu übersehen ist, eine Abhandlung gewidmet, worin er zum Schlüsse 
aus diesar Formel Approximationswerthe einiger Functionen, als log(i-f*^) 
und ^, herleitet. Hier erscheint diese Formel nur als eine unmittelbare 
Folgerung aus dem Torigen allgemeinen Theorem« 

$. 102. 
Da nach $• 100. die Reihe Ffa, Ä, r, j^ry ^=^ (i4::i) • ^^^ — ^> ** ^* *) 

ist, so setze man c = — — ; cs=s — 1, 4 = — 1 und « = — a^^ und es 
ist dann 

'" [-1] [-T]{-f-«+0 

und man findet überhaupt: 

Setzt man weiter z. B. <2a=2 und v — dz=w, so hat man: 



S 



a;««+* o, A^a «'.2" / «• \«+» 



^(-i)-.-^^.(Är'). 



^ [u>, —2 ] 

Setzen wir nun noch z£; = 1 , so ist die Reihe auf der linken Sdte 

= ar log y(T~^), imd man hat also: 

Setzt man aber Zan^k = x, »o ist 1— ** = g5J^ »™t* TTIT^^pT»" 

$on9A*^'.SogÄ-+' = (5on9;t.€o«Ä)«*+'.eoöA:=s©mA*'+*.6o«/r, und man 

hat also ^ ^ g,<j;t.^(_l)«_fl£_..ei„A'H-. 

[1,-2] 



*) Die H^rleitung dieser spedelleo Formel macht faauptsachlich den Inhalt eines 
Tom Herrn Prof. Dr. Grunert yerfabten Gymnasial -Programmes vom Jahre 1826 
ans; der von ihm gewählte Gong ist eher muliselig« 
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Wird Ar/* — 1 für k gesetzt^ 80 hat man noch die folgende Rdhe 

k = C08;t.AS(+l)"-5Ll^^.8in;t*'+\ 

[1,-2] 
IKe ersten Glieder dieser beiden Reihen sind nun die folgenden: 

> 7 / • 7 1 2 sinÄ:* , 2.4 sioAr' ,2.4.6 sinÄ:' • ^^^\ 

Wenn man in der Reihe für logyf v_[^ ) dnige ente GUeder unverändert 

lassen will, und Iog^(}^)=^ + |l + |!....+|^+a;-'.^.2-;j5^ 

setzt 9 so kann man den zweiten Theil allein umformen^ indem man 
M/ = 2/2*4-1 setzt, und hat dann 

12/1+1,— 2J 

Diese Reihe kann ebenfalls leicht auf cyklische Functionen übertragen 
werden. Man kann überhaupt aus dem im $• 100. bewiesenen Lehrsatze 
noch sehr viele andere interessante Folgerungen ziehen. 



' Zweiter Abschnitt. 

Der polynomische Lehrsatz ohne die Voraussetzung des 
binomischen und ohne die Hülfe der höheren Rechnung* 

$. 103. 

Werden die beiden Reihen Saaf^ und Scx^ multiplicirt^ so erhÜlt 

a 

das Product die Form der Reihe SAx^ imd der Coeffident des allgemew 
nen Gliedes in ihr ist: 

r aß 

A = Sac cond. (ä + ß = 0- 
Multiplicirt man auf beiden Seiten mit rrs «-{-ß? so hat man 

T aß aß 

r^A z=: SoL^ac '\^ Sß.aCy 
und die Bediiigungsgleichung für (t und ist die TOrTge. Also ut aucb, 
wenn mit a?'' multiplicirt, dann r als yeranderlicb betrachtet und etwa y 
für r gesetzt wird: 

Sy.A:gfl c= StL.a.cx» -^-S^.Q.cx* cond. ((t -|- ß = y). 
Nun ist weiter 



28. ^udermann, Theorie der Potenzial - Functionen. 351 

t 

t 

(Sß.caif')(Sax^) = Sß.acxr und (S et . a af) (S c xf) =: Set.acxr, 
wenn die Bedingungsgleicbung « •{- ß ==^ 7 für die Ausdrücke auf der rech- 
ten Sdte beibehalten wird; also hat man: 

Sy.lxTf = {Sß.cxl')(Saaf)-\'(S»,ax^)(Scxf)y 

y "^ ß 

und da SAx^^=^(ßaaf){Scx^ ist, so erhalt xnan, wenn Gleiches durch 

Gleiches dividirt yrird: 

Sy.A.x^ Sß.cxP i^Sa.ax^ 

y = — ? 1 5 • 

SJx^ Scxß Sax^ 

Werden also die Reihen Sax^^ Scx^y SAx^ bezeichnet mit pj fj^ P und 

die Reihen Sxax% S^cx^^ SyJx^ mit p'j /, F, so entsteht die Reihe 
p' eben so aus p, wie ^' aus f und ifie P^ aus P, und man hat: 

-^4--^ = ^-, und aulserdem ist Ps=^p.g. 

p ^ q F ^ '^ ' 

Sind mehrere Reihen p^ ^y r, s etc., deren Product =:P sein mag, mit 
gleichem Fortschritte der Potenzen von x gegeben, so ist eben so: 

— s=s il4--i-l 1 U etc. 

\Yenn also die Reihen /;, 9^, r, s etc. , deren Amsahl = n sein mag, gleich 

sind, so hat man: _ , P' p' 

P SS p"" und -^ =s 72.-Ä-. 

' F p ' 

d.h. wenn (ßaaff^SAx'' ist, so ist: 

« ff 

SÄx^ SAx^ 

§. 104. 

Um nun zu Potenzen mit gebrochenen Exponenten überzugehen, 

setzen wir (Sax^Y^^SAafy wobei der Kürze wegen der Beweis über- 
gangen wird, dals S Ax"" die Fonn der Entwickelung habe. Es mufs also 

a o a . er 

(S ax^y s£z (S A x^f sein, und wenn wir (Sax^y=:Scx'' setzen, so ist 

a a 

alsa auch (SAx^f^^^Scx''. Da weiter m und n nach der Annahme po« 
tttiye ganze Zahlen sind, so ist nach $.103. 

a o o €1 

— 5 — ^m.—j^, und — ; = /2. — 3— • 

Sex* Saar« Scx^ SAx^ 

47* 
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% 

Daha ist offenbar — ^^j — =-—.—2^ — und die am ScUusse des $. 103. 

SAoc^ ^ Sax* 



m 

7t 



gefundene Formel gilt also auch für gebrochene positive Exponenten 

Stellt man sich weiter unter n eine positive ganze oder auch ge- 
brochene Ziahl^ unter — n also eine solche ^ aber negative Zahl vor, und 
setzen wir a a 

so soll also (5^jr«).(5ax")*=l sein. Wird aber (Saafy'zsiScx^ gesetzt, 
so ist nach dem Vorigen, weil hier der Exponent n positiv sst: 



« 



Sacx^ Saax^ 

—i = ^ • — a 

Scoc^ Sax^ 



V » 

Das Product (SAx'')(Scx'') muDs =1, d- h. == Skx^ sem, wenn in die- 
ser Reihe A:s=l, A = 0, /r = 0, Zr = etc. ist» Es ist also nach $• 103« 

a a a ' 

SaAx^ , Sac x^ ^^_ Sakx** ^^^ ^ 
S-<*a?« Scar« Skx» 

weil im Zahler des Ausdrucks auch das Glied 0.k.x^=iO und der Nen-^ 
net = 1 ist» Wird aber mit der Gleichung « 

Sacx* Saax^ ,. i^i • • Sacx^ SaAx^ 

— 5 — = n . — - — die Gleichung — - — = ^ — 

Soai^ Sax"* Sex« SAa^ 



Terbunden, so .erhalt man: 

* « ff 

SaAx^ , N Saax** 

—a = (—'')•— TT— 1 

und die Formel am Schlüsse des $• 103. gilt also auch fiir negative Ex- 
ponenten; sie ist mithin allgemein. Die Gedrängtheit des Raumes gestat- 
tet es nicht, auf Exponenten von der Form a -f- 6 /* — 1 hier einzugehen. 
In einem von dem Yerfieusser gelieferten Schulprogramme vom Jahre 1825, 
woraus Gegenwartiges ein Auszug ist, ist auch von solchen Exponenten 
gehandelt worden. Wenn also n eine beliebige Zahl ist, so findet zwi- 

sehen den CoefiScienten in den durch die Gleichung (Sax'')'^ =iSAx^ ver- 
bundenen Reihen die folgende einfache Beziehung Statt: 

a a 

SaAx** Saax« 



n. 



a a 

SAxF Süx« 



r-i 
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§. 105. 

a ß 

Sdiafft man in der Gleichung J^ = n . ^?^ die Neuner weg, 

Syt^e Saxfi 

80 giebt die MultlpUcation auf jeder Seite eine Reihe, und werden die beiden 
Reihen identifieirt. so erhält man die noch einfachere und alicemeine Formel : 

S(nß — cC).A.a = cond. (« -{- ß ss r), 
von welcher im $. 87. Anwendung gemacht wurde. Für das Binomial- 
theorem leitet man hieraus die Recursionsformel für die Berechnung der 
CoefBcieiiten her. Wird neralich: 

(1+J7)" = iS/jF« 

gesetzt, so hat man o = l, o = 1^ assO, a=0, a = etc«, und die 
vorige Formel ist nun: 

r 

— r-^.c + (/2.1 — (r — \)A.a = 0, 
oder einfacher: r ^ r+1 ''-* 

r 

Vermöge dieser einfachen Formel findet man A^B^nAi A^=^\n\A} 

sto '^a »i'-i 

utf =:[/z]u^ etc., und allgemein: A s= [^]^. Man findet aber leicht A^\ 
anderweitig, und so ist ^ 

als für jeden Exponenten richtig bewiesen. Alan könnte nun, nachdem 
die Newton sehe Formel in dieser Allgemeinheit bewiesen ist, dieselbe 
benutzen, wie gewöhnlich geschieht, um auch die Formel für. die inde« 
pendente Berechnung der Polynomial - Coeffidenten A^ A^ A^ etc. herzu« 
leiten aus der gefundenen und allgemein gültigen Recursionsformel : 

A^ s{ ^^''^^]-^ .'i\J cond.(« + ß=r— 1). 

Wir aber werden auch die gesuchte Formel imabhangig von dem Biiio- 
mialtheorem ableiten und die Recursionsformel dabei zum Grunde legen. 
Hätte in dieser nicht jedes Glied einen ihm eigenthümlichen Factor, odw 
hätte dieselbe die viel einfachere Gestalt: 

A z=z S a .A cond. (« 4-ß = r), 
so würde man sie durch A dividiren; sie wäre dann: 

A f^A.*A ,"-< ,'\ 

A \ A A A J . 
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und hatte die gröbte Ähnlichkeit mit einer bekannten combinatonicfaen 
Beziehung unter InbegriflPen sogenannter Yariationsformen, die ohne Unter- 
schied des Grades zu gewissen Summen aus den Elementen a^ a, Oy etc. 
oder ihren Repräsentanten (1^ 2^ 3^ etc«) gebildet sind. Diese combinato- 
rische Formel ist: 

^F = (a .""''F + a .^^F + a .^'^F.... + a), 

und es bezeichnet dann z. B. "^F einen Inbegrilf solcher YariationafcHrmeny 
und zwar alla*^ welche aus den Elettienten (1, 3, 3, • • • • r) zur Summe r 
gebildet werden können. (Dieselbe Formel findet man in des Hrn. Hofratii 
Thibaut ^,Grundrils der allgemdnen Arithmetik (pag.HO.)" mit umständ- 
licher Belehrung über ihre Bedeutung und ihre Brauchbarkeit.) Aus dieser 
Lbereinstimmung würde man schlielsen: 

r 

4 = '-^ = ;c, 

und es bezeichnet dann |[C einen aus den Elementen a^ a^ a^ . • • • o ge« 
bildeten Inbegri£P von Combinationsformen zur Summe r (untar unbedingt 
ter Wiederholbarkeit der Elemente); jede Combinationsform wird ange- 
sehen als ein Product ihrer Elemente und hat zum Coeffidenten die ihr 
zukommende PermutationszahL 

$. 106. 
Aber, ungeachtet die Recurttonsformel nicht die genannte Einfach- 

r 

heit hat, wird dennoch der Quotient — ; eben so aus den Elementen c, 

Oj Oy . . . . a gebildet sein, wie der Inbegriff ^F aus denselben Elementen, 
nur wird jede zur Summe r gebildete Yariationsform dnen Coefißcienteu 
erhalten .müssen, welcher ein Product so vieler Factoren ist, als die Form 
Elemente hat, weil ein zur Form hinzukommendes Element dar Recur- 

sionsformel genuils allemal einen soldien Factor ^^^'T J~P ^ welcher aber 

• ra 
ein veränderlicher ist, xnitbringt. Man könnte, nachdem alle Formen des 
Inbegriffes ^F gebildet waren, für jede Form das ihr zukommende Pro« 
duct von Factoren Als ihren Coefficienten berechnen; noch mehr, da es 
unter den Yariationsformen mehrere giebt, welche, weil sie Permutations« 
formen einer Combinationsform sind, dieselben Elemente enthalten, so 
konnte man die ihnen zukommenden Coefficienten addiren, und die ge- 
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fundene Summe der genamiten Combinatiomform zum CoefiScienten ge« 
ben. Eine solche Combinationsform des Grades & und zur Summe r ge« 

a+i 

bSdet) enthalte das Element o in v Stellen^ und die ihr zugehörige Per- 
mutationszahl sei iV, so M^ird es unter den N Permutationsformen eine 

IS ^^ 

Menge von IV. -^ Formen geben^ welche das Element a an der Spitze füh- 
ren und also mit diesem Elemente zugleich der Recursionsformel gemals 
den Factor ^ '^J — ^ erhalten. Der Coefficient wegen des einen Ele- 

ra 

mentesT auf der dten SteUe wird also — ^ A«+t)^'-/A ^ ^a da nach 

und nach jedes andere Element der Combinationsform diese Stelle beim 
Permutiren gleichfalls besetzt^ so bekonunt also die Form wegen dieser 
einen Stelle eine Summe Ton Coefficienten^ die man aus dem so eben auf- 
gestellten allgemeinen dadurch erhalt^ dafs man^ d als constant betrachtet^ 
für ay ß und 7t alle zusanunengehörige Werthe setzt ^ welche den /olgen-* 
den drei Bedingungsgleichungen Genüge leisten: 

Sir = &; iS(« + 1)-^ = r; « + ß = r— 1. 
Die Combinationsform erhalt also aulser ihrer Permutationszahl N wegen 
ihrer <&ten Stelle den Coef ficienten : 

\ r.a J ra& rau" 

Die Summe iS(«+l)'jr ist bekannt und =r, und da 7r(«+l)-f-wß=;'7rr, 
so ist AS(«+l)7P+*Swß = AS'3rr = r.AS9r, und also Sifß=:rB—r. Es 

ist also die gesuchte Summe: =— ^.r — ~^ = ^~ "^ > . 

ra& ra& a& 

Der Factor r im Nenner hebt sich also^ worauf sehr viel ankommt^ 
gegen r im Zähler^ wodurch die; Smnme ^ ^ von ihr unabhängig 

wird ; diese Summe hängt also lediglich von der Stelle in der Form ab ; 
er ist also der allgemeine Factor der Factoren eines Productes, welches 
die Combinationsform aulser ihrer Permutationszahl TV zum Coefficienten 
vor sich ninmit. Man erhalt diese Factoren^ indem man für d* der Reihe nach 
die Werthe (1^ 2^ 3^ 4^ • • • • <&) setzte und es ist demnach dieser Coefficient: 

_ n n — i n—2 n—&+i _ r ^ /" ^ V 

'— T^ • « • • T""«^ • ^ • • — T"^ — l^JM"r"J • 

l.a. 2.a a»a ■ ^a JP \^ / 
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Denselben CoeSBcienten erhült aber jede mit ihrer Permutationszahl ver« 
sehene Combinationsform vom «^ten Grade , d. h. dieser Coef ficieut ist der 
ganzen Classe dieser Formen gemeinschaftlich und ändert sich nur für die 
übrigen Classen der zur Summe r gebildeten Formen; es ist also: 

A = J.S[n.].(—\ .;C, 

in welchem Ausdrucke sich das Summenzeichen S blofs auf di<? Veränder- 
lichkeit von & bezieht, wofür alle Werthe & = (1, 2, 3, • . • . r) gesetzt wer- 
den müssen. Der Coefficient A mub vor der recurrirenden Berechnung 
bekannt sein, er kann aus der Recursionsformel nicht gefunden werden« 
Man findet aber leicht : ^4 = (a) , und hat also ; 



* •.«. - * 



Diese Formel ist allgemein bekannt, wie auch alles Übrige, was noch über 
das Polynomialtheorem vorzubringen wäre. (Mau findet dieselbe Formel in 
des Hrn. HoirathThibaut „Grundriis der allgemeinen Arithmetik p. 200/') 

§. 107. 
Aus der in $• 104. bewiesenen Formel leitet man leicht eine noch 
allgemeinere her. Man habe nemlich von einem Polynome P bereits die 
Potenzen mit den E^Lpouenten /, ^, und /-f- ff entwickelt, und es sei : 

Da mm aber P^+^ = (P^p^ist, so hat man nach §• 104. offenbar; 

Aulserdem hat man noch die folgende identische zweite Gleichung: 

Multipliciren wir die erste Gleichung mit ^ und die zweite mit z', so er- 
hült man: 

a a 

Setzt man nun für S(p(f'^g).^ das Product aus S(p{f).oc^ und 
S^{g) • oo^'y so hat man nach Fortschaßung der Nenner^ wenn die beiden 
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Reihen auF den beiden Seiten des Gleichheitszeichens identifidrt wwden« 
folgende Beziehung unter den Polynomial-Coefficieuten: 

welche sehr fruchtbar ah Folgerungen ist» Über dieselben sehe man die 
Analjsis von Herrn Schweins, worin ebenfalls ein Beweis des Ppljno« 
mialtheorems ohne die Voraussetzung des Binomialtheorems versucht wor- 
den ist« Der von Klügel geführte Beweis ist ungenügend« Unter die« 
sen Folgerungen zeichnen wir hier die allgemeinste aus: 

WOZU die Bedmgungsgleichung « -f* ß = '^ gehört« Man hat nur einen be- 
sondern Fall dieser Formel nöthig^ um zu beweisen, dals wenn gesetzt wird : 

durch Umkehrung gefunden wird die folgende Reihe: 

^". = ^_^.(p(=:z:L=iL5)./^"+"'' „od 

Jll-f-ÄJ ^ P 

Diese sehr bekannten Reihen sind nur deswegen hierher gesetzt word^i 
weil sptiter davon Gebrauch gemacht werden wird« 

$. 108« 

O S t 3 

Wenn die Cocfficienten ^\^ (pl, ^1, (pl> etc. ab Elemente eiuw 

o t ft s 

Scale pssiOyO^ ff, a, etc« gegeben sind, so wird em Poly nomiaU CoefiScient 

<P/2 lediglich aus den Elementen dieser Scale berechnet, und jedes Lehr- 
buch der Analysis giebt dazu die auf die Formeln $« 105. und §• 106« ge- 

r 

gründete nähere Anweisimg« Ist daher allgemein (p 1 für jede ganze Zahl r, 

r r 

welche nicht gro&er als r zu sein braucht, bekannt : (ß 1 = a, so können 
die Coeffieienten ^n, ^/i, (f>n, (ß/?, «••« bis ([>n einschlieüslich berechnet 

X 2 t 

werden. Man nehme nun eine andere Scale f = (^>^>^>«««0 an, 
welche von der vorigen p nur darin verschieden ist, dafs das erste Glied a 
der Scale p in ^ fehlt, und wird in ähnlicher Art gesetzt >//l=a, %//ls:a, 
4/l=sa, «••• \//ls= o, so können die Coeffieienten ^/z, \p/2, \///z, etc« 
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eben&Uft aus den Elementen der Scale f berechnet werden. Diese 
Coefficienten treten dadurch in Zusanunenhang mit den CloeOicienten 

^Hy (priy (f>ny etc. und über diesen Zusammenhang bleibt noch Einiges zu 
sagen übrig. 

Setzt man die Reihe Pz=iS ax'ssS(pl.x' und Q = .S a,af^*=s 

z=S(f>\,x^^=iS4^1,ar*-',nohsLtmSinP'=iS(pn.af und (>"=.S^^^.J?»+•, 

und aulserdem ist Ps=a -{-()• In Anwendung des 'Binomialtfaeorems hat 
man nun offenbar: 



ß 
Da nun aber Q"" z=z 3 \l^ a . af^^ ist^ wenn das Summezeichen S hiar bloüs 

auf die Veränderlichkeit von ß geht^ so erhält man^ wenn diese Reihe 

und auch für P* die Reihe substituirt wird^ durch Identificirung der bei« 

den entstehenden Reihen die folgende Formel^ welche aber mit der in 

$• 106. gefundenen im Grunde dieselbe ist. 

r ^ 9 ß 

1. (p/1 = S[n].a''^.4f» • cond. (a + ß = r). 

Man kann diese Formel umkehren, so dals die Coefficienten \^ durch die 
Coef&denten <p ausgedrückt werden. Man gelangt aber dnfiächer 2sum Ziele, 

wenn man bedenkt, dals Q=P—a und also Q^:=^(—iyS{—iy [m]^P' 
ist. Werden fSr Q"* und P* die Reihen substituirt, so erhält man: 
2. im = S(;^iy[m].a^.lp» cond. (« + ß = r). 

Dieser Ausdruck ist jedoch nur dann zu gebrauchen, wenn m eine posi- 
tive ganze Zahl ist. Aber dieser Ausdruck für \^a kann in dw Formel (K) 
substituirt werden, und man erhält dadurch: 

(p/2 s ^(— l/[r— ß}[/iYa»-^(p(J cond.(ß + y + J = r). 
Dieser Ausdruck wird einfacher vorgestellt unter 

r ^ o ^ r 

<p/i = SA.a'^^<po cond. (>^'\-o^=^r)y 
und man hat dann: 

A = ^(— 1/tr— ß}[/j^] cond. (ß + y = m). 
Dieser Ausdruck gestattet aber noch eine bedeutende Zusammenziehung. 
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Ea ?8t iieinlich [n ] =[^2] [/» — r + mj^ und eben ab ist (r — m4*y)'= 
(r — /«)'[r — ^+yj, also hat man: 

-i*= [t^Y-^C— l/E^— r + mf cond. (ß + y=:m). 
Nun ist weiter (—1/ = (-ir(_l/= (_lf [_l/, also hat man 

m r-m /? y 

-rf = ( — irr^] •5[ — l\[n — r-f-/77], und in Anwendung des binomi- 
sehen Lehrsatzes für die Facuhaten hat man nun offenbar; 

Wird dieser Ausdruck substituir^ so erhtilt man 

in = Si^iyin^'.-^.^S oond.(X+^ = r). 

Wird endlich noch bemerkt. daCs ttth ^= [^] = [^] ist. so hat man auch: 

3. (Pn = i (~l)nr].M*-ö'^*<P^ cond.(A + J = r). 

Die im Ausdrucke vorkommende Facultät[/3] ist immer durch n — i theiU 
bar und ist danmi nicht abgesondert worden | obgleich sie em (nr alle 
Glieder gleicher Factor ist. 

r 

Die Berechnung der Coefficienten ^/z ist durch diese Formel auf 
die Berechnung eben solcher Coefficienten^ aber mit Potenzen-Exponenten ^^ 
welche positive ganze Zahlen sind^ zuriickgefiihrt. 

Weiter unten wird eine ahnliche Formel in ungleich grolserer All- 
gemeinheit hergeleitet werden. 

Dritter Abschnitt« 

Potenzen einiger Reihen» 

$. 100. 
Für die Beziehungen unter den Potenzial -Functionen imd ihren 
"Hxcui sind ehiige Reihen angegeben worden ^ %velche mit noch anderen 
Reihen unter folgender allgemeine Form enthalten sind: 

[e, h] 

48* 
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deren Potenzen sich im Allgemeinen leichter berechnen lassen^ als die Po* 
tenzen aller anderen Reihen^ \Yelche nicht unter diese Form fallen. 

na a ^ 

Setzen wir mm P := Scpn.af^ und also P = 5(pl.a?% so ist 
allgemein 1^^ r ji r li 

und nach §• 107. ist weiter 

(rw \ ^ ■ ^ ß 

i; + j^^jj j ^ (/i -f- 1) = S(V'^Aiv)<pi .<pn cond. (« + ß = r), 

oder auch ,. ^^.i ,ß 

= v.ipn-^- S(v^W'{'aw)^l.(pn cond. (« + ß = r — 1). 

Wird nun f;-|-u; = c und 2^ = — h^ also t; = c-f*^ gesetzt^ so hat man 

offenbar : 

ß 
0^+^—;ri^^ cond.(«+ß=r-.t). 

Da aber auch nach $• 107«: 
i;4.(!:zzllff!.y(,i4.1) =: S(v+oLw).i.<pn oond.(a + ßs=rr~l) 

ist^ so setze man v^=sa und wss^ — d^ .wodurch man die folgende zweite 
Gleichmig äthult: 

ii_(L=il^/^\„4-l) = sl^4n cond.(«+ß = r— 1). 

Durch Verbindung dieser beiden Gleichungen erhält man also die folgende 
einfachere : 

oder auch 

^('' + ^^ - (;r4nrCT7o^=^-^^ 

auf welche eine recurrirende Berechnung der Polynomialcoefficienten iu 
den Rdhen für die Potenzen von P gegründet werden kann. 

§. 110. 
Um den Gebrauch dieser Formel an einem nicht unwichtigen Bei- 
spiele zu zeigen 9 legen wir uns die Aufgabe der Umkehrung der Reihe 

e^ss^— 7, wo e die Basis des natürlichen Logarithmensjrstems bedeutet, 

vor. Da das An&ngiBglied der Reihe s=: 1 ist und kein x enthalt, so mufs 
es auf die andere Seite des = gd^racht werden, und man hat also die 



a?»+* 



PotenMD der Reihe P=e^ — 1 ss S, — p-rn zu dem Ende zu entwickeln. 



28. Gudermaniit Theorie der Potenzial- Functionen* 371 

Diese Reihe fSllt vrirklidi unter die Form der Reihe P im {. 109.» für 

<f=0, aszl, hss^i und ca=:2; deimesist [2,— 1]=[1,— l]=(r+l)'. 
Man hat also: 

<P(/2 + l) = {(p«+y(«+l)}.;^^±ij Oder iP« = ^{(P(«-l)+?«}. 



.> 
"",» 



Man schlielst ans dieser Formell dlals allgem^ (pn den Factor . ?■ y 
(nA^l)(nA-2) ..( 4^") ^ ^^^ enthalten werde» Setzt man daher sogleich: 



-r r 



-a a 



[n].<pn für <p^| so hat man: 

und die gefundene Recurrionsfbrmel geht, wenn jene Siibstitution gMch« 
maCug durchgeführt wird^ über in: 

r r r-t 

(p/1 c= (p(/2 — i)'\'n^(pn. 
Nun ist al>er^ wie schon im §• 85. ang^eben ist^ ^]fss^f^n.''fy imd 

T r r^i 

wenn — n für /i gesetsst wird: •"+/=:•"/+( — ^)«'"1/i oder auch 

r 

und da diese Recursionsformel mit der für <p/i ganz zusammenfällt , auch 
die Gleichheit der ersten nach diesen Formeln zu berechnenden Grö&en 



r-t 

f. 

r r r-i 



r 



nachgewiesen werden kanu^ so hat man allgemein: ^nzsz'-^f^ und es 
ist denmach: ^ <, 

wie in $» 85. ebenfalls behauptet wurde. Da e^ — 1 = (So^^r — 1 ^ Smx 
=26in^ + 2emf 6oöf ==26mf (einf + go«'f)==2e^ 
so hat man also audi: 

2. (2 ©in fy = r^. Ä [ /i7."y • »'"^* 
In Anwendimg der im §• 107« zur Umkehrung dienenden aUgem^en For« 
mel hat man also: aT =z S ^^^^(p {—m — «).(«*— 1™, und da <pnss 

[«]•""/> ako (p(—TO—r)=[—m—r ]."+/, und datier j^X^'^C^'^—'*) 
— (_« 1/. [m ]'."+/ ist , so hat man : 

3. «* = ^(— 1)" [m"] -+•/. (e*— 1)"+*. 
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Setzt man e* — Isssz, so ist e*=sl + c und x=log(I+-/^ also hat maii 
{log(l+«)f=»S(— t)'[m"]."+"/-«^% iindfup m = l hat maii log(l+z) 
= iS( — ir»^3rT> ^ö allgemein bekannt ist. Es fallt die Reihe fiir 

log(t-f-t;) ebenfalls unter die Form der Reihe für P im §. 109«^ und man 
hiitte also die Potenzen dieser Reihe in ähnlicher Art entwickehi kUnueD, 
wie die Potenzen der Reihe für e^ — 1. 

§. 111. 
Eine andere Folgerung ist die EntvrickeluDg von e^ in eine nach 
Potenzen von x fortgehende Reihe« Es ist nemiich: 

'' -ß 

Wird daher ft-f~ß=^y gowtzt^ und bemerkt^ dals der Coefficieut [«&] =s 

^--^-, = 1; ist, 80 hat man: e'*=:*..S-/^ = e{l+l.f +(l.f-/),^ 

ane Reihe ^ deren Fortgang also einem ademlich ein&chen Gesetze unter- 
wwfen ist| und derai erste Glieder smd: 

Wenn im Ausdrucke fiir (2<5in-^) ^^^ Formel (2.) für die Exponential* 



njr 



grolse e * substituirt wird eioe Reihe ^ so giebt die wirkliche Multiplica« 

tion eine nach Potenzen von x fortgehende Reihe fnt [2 @tn ^j • Setzt 
man zuvor 2j? fiir ^5 so hat man oflPenbar auch: 

Man kann diese Reihe unter (ß'mx) ssSa.x^ yonteSlen^ und hat dann 

allgemein: ,. -^ a ^a 

^ a = S(—iy[n].2\':f.j. cond.(« + ß = r). 

Dieser Ausdruck zernichtet sich jedesmal^ wenn r eine ungerade Zahl be* 
zdchneti und hat auch noch andere 9 zum Theii ISistige Eigenschaften^ 

welche darin bestehen^ dals man die Werthe von [n ] r^lf fiir solche Werthe 
von n^ welche negative oder auch gel^rochene Zahlen sind^ nicht eben so 
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einfach berechnen kann^ als wenn n eine positive ganze Zahl ist« Schon 
für /z = — 1 tritt diese grölsere Schwierigkeit ein. 

$. 112. 
Man konnte auf den Gedanken kommen ^ die höheren Differential« 
Verhaltnisse der Potenz y = (@inar)'* zu entwickeln^ um dann die Taylor- 
gehe Reihe anzuwenden» Diese Verhältnisse findet man auch leicht. Es 
ist nemlioh ä^ s=sn(ji — 1) ©in /r"-*+ n* @in a?", und man findet überhaupt : 

^x' .j»+i «' cond.(«+ß = r). 

|-^= S[n}.C, ©in«"-^'. (Ittik 

In diesen Ausdrücken , welche offenbar nicht sehr zusammengesetzt sind^ 

a 

bezeichnet allgemein das Zeich^i C eine aus den Elementen der Scale 

(ß) = [/i%(/i— 2)%(/2— 4)%,...(/2— 2ßn, welche aus ß + 1 Elementen 
besteht, bei unbedingter Wiederholbarkeit derselben gebildete Combinations* 
dasse des aten Grades. In Anwendung dieser Ausdrucke hat man sogleich : 

Aber dieser Ausdruck versagt^ wenn x = gesetzt wird. Anders verhält 
es sich mit dem iihnlicheu Ausdrucke für ((Soä(x-f-'^^))''; setzt man 
nemlich y = (jl^ix^j so findet man 

l^H^ .ß"^. cond.(« + ß = r). 

dar^ 0?) 

Man erhalt diese beiden letzten Ausdrücke aus den beiden vorigen, indem 
m^n nur x^-^^ — 1 für x setzt, und die Unmöglichkeit wieder feilen 
lalst. Wenn man weiter in den beiden letzten Formeln /i ss — 1 und 
X vT — 1 für X setzt, so erhalt man die im §• 68. angegebenen Ausdrücke. 
Wird in den beiden letzten Ausdrücken x = gesetzt, so fällt nur der 

zweite weg, aber der erste bleibt. 

111 

Schlieislich mag noch bemerkt werden, dafe, da pjr^ — p^^= _. 

ist, die Entwickelung von (^ — t)""* auf die Entwickelung von (^+1)~* 
in eine nach Potenzen von x fortgehende Reihe zurückgebracht werden kann« 
Auf diese Weise hat loau zwei Formeln zur independenten Berechnung der 
unbekannten CoeiBcienten gefunden, welche allgemein bekannt sind« 



374 28« Gudermann^ Theorie der Potenzial * Functionen. 

Vierter Abschnitt. 

Bemerkensweriher Ausdruck ffir Combinationsclasseu, die 
bei unbedingter Wiederholbarkeit gebildet sind. 

Eine selir allgemeine Entwickelungsmethude für ^(x'^-z)., 

§. 113. 

C 3 S R 

Wählt man in einer Scale (/?) ss (a^ a^ a^ o^ • • • • a) , welclie offen- 
bar (n 4- 1) Elemente von willktirlicher Grofse begreift, wiUkiirlich eines, 
um die iibrigen Elemente einzeln von ihm zu subtraliiren und eine Potenz 
mit unyeränderlichem Exponenten, die aus jenem einen Elemente gebildet 
ist, durch das Product der erhaltenen Differenzen zu dividiren, so können 
solcher Quotientim so viele gebildet werden, als Elemente vorhanden sind, 
und die Summe dieser Quotienten ist dann ein Ausdruck, welcher mit 
einer aus den Elementen der Scale (n) bei unbedingter Wiederholbarkeit 
gdiildeten Combinationsclasse gleichgeltend ist, aber unter gewissen Um*- 
ständen auch =1 und auch =:0 sein kann. 



a • i 



Unter vp/i verstehe man allgemein das Product (a — a){a — a)... 
• t«(a— -o)(a — a)....(a — a), so ist der eben beschriebene Ausdruck: 

t a o n 

a^ . a*^ , a^ i a^ , a** ^, x 

— + — + —•••• + —•••• + —= <Pi^9^^)y 
iffn yfn fpn y^rt ipn 

und es versteht sich von selbst, dals unter den Elementen a^a^ Oy .^ .. a 
keine zwei gleiche vorkomm^i diirfen, weil sonst« weitigsteps zwei von 
den Nennern '^f Null sein würden« 

Käme noch ein El^nent a zu den Elementen der Scale (n), so 
hätte man den ähnlichen Ausdruck; 

l a n n+i 

+ T— :•••• + ■;; ••••+-;: -{-^t = (P(ot,/i+1). 



o a t<^t a 

Da aber \^(/2 + !)=:(« — a).\fjn ist, wenn a</2-|-l ist, so bat man 

a *""" a 9 

ffßn 1//(ll+l) 

und wenn dieser Werth im ersten Ausdrucke gleichmäCsig substituirt wird, 
so erhält man: 
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I an 



i»M-* «»»*+» 0*"+* , 0'"+* 



— a. { -7 — -j-T ^— ••.. + -; ..#.-|--;p— \1 

Der obere TheQ des Ausdruckes vou (p^ni^n) ist offenbar 
imd der untere mit — a multiplidrte Theil ist 

= — ö.(p(/77,/2 + l) + ;j:f^ , 

tp{n + i) 

also hat man: „^i 

(P(m + l,/2 + l) = (p(m,/2)+ö.(p(m,/2 + l), 

und schon aus dieser Formel würde man schlieisen können^ dab aOge- 

fw-n m-n ** 

mein (p (rn^ n)^=zC sei^ wenn unter C eine aus den {n -|- 1) Elementen der 

(n) <») 

Scale (ji) bei unbedingter Wiederholbarkelt jgebildete Combinationsclasse 
des (jn — n)ien Grades verstanden wird^ 

«. 114. 

Um aber den Schluls hier evidenter zu machen^ leiten vnr aus der 
gefundenen Formel eine andere her. Es bezeichne (p^ (m^ n) dasselbe^ wie 
9(/nyn)^ nur mit dem Unterschiede^ dals <Pa(j^^^) aus den übrigen Ele- 

menten der Scale (ji) gebildet sei^ wek&e bleiben , wenn das Element a 
zuvor aus ihr weggelassen ist^ tmd eben so bezeichne (f>^ {m^ n) einen Aus- 
druck ^ welcher aus den Elementen der Scale (/z) 'gebildet ist, wezm das 

Element a zuvw aus ihr weggelassen ist« In Anwendun|[ dieser Bezeich- 
nung hat man nach $• 113.: 

a 

<P(m,n) =: (p„(m — iyn) -{- a.(p(m — 1,/2) und 

Sind nun « und e verschieden von einander (jede ist nicht ^ n)y so findet 
man durch Subtraction: 

= (p^(m — 1,/?)— (P,(772— 1, /i) + (a~ö) (p(/7I — 1,72), 

und wenn m-^l for m gesetzt wird ^ . so hat man : 

ö — a 
CreUe*t Jooroa] L M. VL Bd. 4 Hfl. 49 
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Eine ähnliche Formel betriff Combinationsclassen^ welche bei unbeding- 
ter Wiederholbarkeit aus deu Elementen gewisser Scalen gebildet sind« 

a 

Wird nemllch unter (/?, a) die Scale n , wenn das Element a aus ihr ge- 
stoisen ist, verstanden und unter (n^e) die Scale /z nach Wegwerfung des 

Elementes a aus ihr, so hat man bekanntlich: 

r+i r+i r a r+i r-f-l r e 

C=C^C.a imd C=C+C.a, 

(n) (n, o) (w) (n) (n, e) (n) 

und also auch: 

f. C — « 

2. C = ilLfl—iilLSl . 



r ^ äff 



o • I • o 1 

fit £>w *■"* -^-. /*"* 



Nun ist aber nach §. 113. o£fenbar (p(w, 1) = - — j + i — ö = "5 r> ««^d 

a — a Q^^a a — a 

C = c*"-* + ö*""*. ö* + ö"*-\ ö* + ß'^-*. ß^ • • . -f- 0*« ö""* + ö'""^ und wird diese 

(0 o 1 

aus 772 Gliedern bestehende Reihe summirt, so hat man ebenfalls 

m-i 

zur Summe, und es ist also zunächst: (p(/77, 1) = C, welches der obigen 

Behauptung im §.113. gemals ist. Und nun dienen die Formeln (1. und 2.) 
zur Fortsetzung des Beweises. Da nemlich die Scalen (2, 2) und (2, 1) 

O I 

eben&Us nur zwei Elemente und also nicht mehr als die Scale (1) siiza^a 



a^ — g*^ 



enthalten, so hat man, weil <P(777, 1)= C ist, • 

0) 

auch q>^{mj2)— C und (p,(/7i,2)=ä 

iB-i . m-i 

Daher ist nach der Formel (1.): <t>im, 2) = y^ (>». 2) - y . (m. 2) __ {iö_(tü^ 

a — a a — a 

welcher Ausdruck nach Formel (2.) =: C ist; man hat also auch 

9(772,2) = C. 

(O 

Der Fortgang ist so einfach, dals man die Richtigkeit der Behauptung: 

m-7i 

(p (771, n)z=z C schon ganz iibersieht. Aus dieser Gleichung könnte man 
auch schon schlielsen, dals (p (/2, 72) = 1 sein werde, wöil C = 1 ist, und 
und dals (p {rrty 72) = sein werde , wenn m^n angekommen wird« 
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§. in. 

Um nun die Richtigkeit dieser letzten Behauptungen gan? ins Klare 
zu setzen^ bemerken wir^ daCs für den Fall a <; m das vorhin gefundene 
Resultat benutzt werden darf^ und dais also namentlich 

(f>(n, n^i) « d » fl + a + a . . • . 4- V sei, 
oder einfacher <P(/i,»— l) = (7i — 1). Wird jym ^ter (^, ä) wieder die 

Scale (a -|- a I» • • . + ö . . . . + ö) nach Auslöschung des Elementes a in ihr 
verstanden^ so haben wir also auch, weil die Scale (/i, a) nicht mehr Ele- 
mente enthält, als die Scale (n — 1): 

(P„(yi,/i) 3= (Ä,a) und (p,(/J,Ä) =: (n,$). 

Da nun aber (/i,«) = (n)—a und (/i, = (/i) — a ist, so haben wir 
(pi(^3'^)—^ai^9")='^ — ^9 «od da nach §.114, Formel (!•) 

(P(/l, /2) s;=5 j ;^ 

ist, so ist also auch olFenbar • 

a — a 

Um nun noch schlielslich zu beweisen, dais (P(/7i, /7) = sei^ wenn m^n 
genommen wird, dient die Formel: 

(P(w + l,/2 + l) = ^(w,/2)+ c.^(m,72-f 1). 

Setzen wir in derselben m =: /z , so haben wir 

und da ^(/?, ii) = (P (/2 + 1, /i + 1) = 1 ist, so hat man . ^PC^i, /2 + 1) ss 0, 
und also (P(n, ;2-|-l)=^0. Setzen wir nun aber in der Formel 

n 

^(m + 1, Ai) =(p(w, /i — l) + ö.<P(w,/2) die Zahl Ä=m + 2, 

SO haben wir <f)(/w+ 1, w + 2) = (P(m, /72+I) + ^('w,/w + 2), so ist 
nach dem so eben Gefundenen (p (m + 1> ^ + 2) = ^(w, m + 1) = 0, und 
also (P (w, m -|- 2) = 0. Wird weiter /i = (/w + 3, m -|- 4, etc.) gesetzt, so 
findet man (P(/77, //i-|--3) = 0, cp(m,//i-)-4)?^0 etc., und es ist also allgemein 
(P (/w, 771 -f- Ä) = 0, wenn A* eine positive ganze Zahl bedeutet, welche > ist« 

In Anwendung dieses nun vollstSndig bewiesenen sehr fruchtbaren com- 
binatorischen Theorems können die mehreren im Werke vorkommenden Conn» 

49* 
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Unationsdiftsen augenblicklich io analy&che AusdradLe umgesetzt werdoi« 
Wer alio^ au» wa» immer für GriinJieD^ die EmmSidiuiig oembioatoriscfaer 
Begriffe meidet^ kamt dayon Gebrauch machen fiir den genannten Zweck; 
er wird nich abar bald iiberzeugen^ dals die geforderte Rechnung mit be- 
•timmfen Zahlen dadurch nicht erleichtert ^ sondern umgekehrt erschwert 
wird. Wir machen aber von dem Theoreme einen andern Gebrauch« 

i. 116. 

Wenn man die Scale (n) =: (a^ a^ a^ • • • • a) um em Element azsza: 



Termehrti so ist also^ nach dem so eben 

(p(m,/i + i) = 0, 

wenn m nur nicht grülser als /z ist, und man hat also: 

1 9 ' n 

Wird das letzte Glied von seinem Nenner beireit, und bemerkt, daCs 

^ {rt'^'t) (x — a)(x — a) «... {x — a )(a: — a)(x — g ).,.,(a?— g) 

o o <k t ^ ^~^ ' ^"^^ tt n a 9 

V(n+1) (a — ö)(a — «) ....(a — « ) (a — a )• .•. (g — fl) (a-r-x) 

und also nach Aufhebung des gemeinschaftlichen Factors x — a imZShler 
und Nenner a»-- ^:-'^^Z~^}-''-^Z-^^Z~l^''''}:-^ fet, welcher 

(g — a)(g — a) .... (a — a ) (g— a ) •• • . (g — g) 

a 

Ausdnick mit — X bezeichnet werden mag, so hat mau die folgende 
ziemlich einfache Gleichung: ' ' * 

i'.a"' + i.> + i.a'^. ...'{'X.(r.... + X.a^ «.x^ 

Die Grofsen A, ji, X etc. sind in ähnlicher Art gebildet, wie die Gruise X 
und es ist z.B. t a n 

jy — (jc — a){'T — g)« . . . (x — g) 
(g — «) (« — a) • . . . (g — g) 

Man mufs aber nicht yergessou, dafs die gefundene Gleichung nur dann 
ihre Richtigkeit hat, wenn m nicht >> n ist. 

Die Gröfse A' tst =^1 fiir.jr=sa und ist s=sO, wenn x gleich 

emem Ton o verschiedenen Elemente der Scale (ai) = a, o, o, . . . • o ist. 

$. 117. 
Wenn eine Function von x eine rationale ganze von geschlossener 
Form ist, und dieselbe uuter der Form: 
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SS .ff * 

welche vom /2ten Grade ist^ dargestellt werden kann^ so kann man den 
arithmetischen Ausdrude dieser Function finden^ wenn man zu n-f-l ver- 

scbiedenen Werthen Ton Xy welche in der Scale (/i) = a^ a^ a^ • • • • a ent- 
halten sind^ die zugehörigen Werthe der Function fx kennt« 

Man könnte ja auch für x in dem für fx aufgestellten Ausdrucke 
nach einander die in der Scale (/i) enthaltenen Elemente als Werthe sub- 
stituiren, und fände dann (^H^l) Gleichungen des ersten Grades^ «woraus 

die eben so vielen unbekannten Coefficienten A^ A^ Ay .... A sicher be« 
rechnet werden könnten, da die für x substituirten Werthe der Annahme 
gemals summtlich verschieden von einander sind und also keine identische 
Gleichungen vorkommen« Ein solche Gleichung wiire z. B« 

fa=iA'\' A a^ + Aa^ .... ^ A a^ ....'{' A.a\ 
Man gelangt aber ungleich rascher zum gesuchten Ausdrucke für fx^ wenn 

a 

man die vorstehende Gleichung mit X multiplidit j» dann für ol die aufein- 
ander folgenden Werthe » ss 0^ 1^ 2, . . . . n setzt und die entstehenden 
einzelnen Gleichiuigen addirt. Dadurch erbalt man: 

SXfa = A.SX'^A\sXa'.... + A.SXafi....+A.SXa% 
wenn sich- das Sumnfezeichen S auf die Yeränderlichkeit von » ^ nach der 
Bedingung e^ nicht '^^^ bezieht« In Anwendung des im $«116« bewiese- 
nen Satzes hat man also: 

a' a 1 ß ' n 

SX.fa = A '\-Ax^....'{'A.x^.... -{-A.x^, 
oder einfacher: 

Ooii<9 m a Alt 

fx = X.fa + X.fa + X Ja •.••-{- X.fa • . • « + X.fa. 
Wollte man diesen Ausdruck nach Potenzen von x entwickeln, welches 
aber umiöthig ist^ so würde er unter die im AnfSeinge für fx gewählte Form 
fallen und eine Form des nteik Grades sein« 

Wenn die Function fx nicht in einer* Form des /iten Grades darge- 
stellt werden kann^ sondern eine Form eines noch höheren Grades ist, 
oder gar ins Unendliche fortgeht, oder endlich gar nicht einmal den ge- 
wählten einfachen Fortschritt nach Potenzen von x haben kann und 
gleichwohl mnr (/2-f-l) Werthe der Function bekannt sind, so ist der auf 
die vorige Weise gefundene Ausdruck für fx unrichtig oder nur naher ungs« 
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weae richtig. In diesem Falle sinkt die Formel zu einer Interpolatiomh- 
fbrmel herab und Lagjrange hat dieselbe auch als solche zuerst geiun- 
den^ aber auf ganz andere Weise, wie hier gelehrt worden ist. 

Zusatz. Die im $• 108, gefundene Formel (3.) könnte man aus 
der so eben gefundenen allgemeineren ohne Mühe herleiten. 

f. 118. 

Der im $. 117. für/r gefundene Ausdruck ist fiir den Gebrauch 
sehr bequem, wenn die Zahl /?, welche den Grad dor Form für fx he^ 
stimmt,' keine sehr groCse ganze Zahl ist; ist diese Zahl aber grob, oder 
ist sie vollends unendlich, so ist die Form des Ausdrucks unbequem, denn 
er hat nicht nur (ß'\'t) Glieder, sondern jedes Glied besteht auch aus 
(/2-f-l) Factoren, und wenn also n ins Unendliche fortgeht, so ist auch 
jedes Glied ein Product von unendlich vielen Factoren, und der Aus- 
druck für diesen Fall völlig unbrauchbar. Es kann aber aus dem Theo« 
reme des §. 113. eine Folgerung gezogen werden, die uns in den Stand 
setzt, einen neuen Ausdruck fiir eine Function zu finden, welcher den ge« 
nannten Übelstaad nicht hat. 

Es bezeichne ([)x eine Form des /tten Grades (rationale ganze Func- 
tion) und es sei etwa: ^ ^ 

so kann der Ausdruck ^+i+T^«««»+a«»»»4"* leicht auf einen 

\pn tffn ipn yjn ipn 

einfachen Ausdruck . seines Werthes zurückgebracht werden« Substituirt 

X • 

man nemlich im Ausdrucke für ([)x statt x der Reihe nach o, a, o, etc. 

bis a, so erhält man: 

-Ä.i "5 -f- -7— r . , . , -|- -^ \ 
^ \yjn ipn xpn/ 



\ipn %pn y^nJ 



+ 



« 
« 

X 




^ A.\ -5 -f- "i . • . . -f- 
\^n fpn 

+ -«•( 'S — + T — . • • • + -jj— J 
\tffn xpn xpnj 
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und da nach §.115. die eingeklammerten Ausdrücke einzeln = ftind, 

und nur der letzte eingeklammerte Ausdruck =: 1 ist, so hat man also : 

I t « » 

o T 1 r V~ • • • • T 'TT • • • • T "TT" "~ -^« 
fpn %pn yjn yjn ^pn 

Hingegen ist der Ausdruck auf der linken Seite =0^ wenn (Px eine ra- 
tionale ganze Function ist, deren Grad <ln ist. 

Ist also z. B, (()x=:A(x — p) (x — y) (x — r) • • • • undist die Menge 
der Factoren x — />, x — ^^ x — r, etc. =/J, so ist die gesuchte Summe 
= ^, und wenn diese Menge <[» ist, so ist die Summe =0, obgleich 
Pj fj r etc. beliebige Werthe haben. Ist aber die Menge der Factoren 
X — py X — 9^, X — r, etc. >/2, dann werden auch die Zahlen /?, y, r, etc. 
auf den Betrag der Summe Einfluis haben. 

5. 119. 

Es seien a, Oy a^ a, • • • . a, • .'• . mehrere aufeinander folgende und 
etwa nach ihrer steigenden Gröfsq geordnete Werthe einer veränderlichen 
• Grolse z, und eine Function dieser Grölse z, welche durch (P (jc + «) im All- 
gemeinen bezeichnet sein mag, habe die jenen Wertheu ron z entsprechenden 

1 t 3 o 

Werthe 2/^ £/^ i/, 2/, . . • . ;/, • . • • , deren, es also eben so viele giebt, so ist 

II 2 3 t i 

(P(a:+fl) = i/, (P(jr+ö) = Uy ^(x+a) = u^ ([) (jc+ö) = w, .... allgemein 

a a 

(P (a? -|- c) SS z/. Nehmen wir nun für ^(jc + «) die folgende Form an: 
1. ^(x+z) ^J^J(z—a) ^J{z—a){z—a) +A(z—a){z—a){z.^) + etc. 

O 1 s 

so sind die Coefficienten ^^ Ay A etc. die einzigen noch unbekannten Gro- 

feen. Bezeichnen wir aber dieProducte der Factoren z — a, z — ö, z — a, 
etc. auf ühnKche Art, wie die Facultäten, mit 

r I « r-i 

\z\ü\ = {z — a){z — ü){z — ö)....(« — ö ), 

o I 

SO pemlich, daCs auch \z\a\ ss 1 und \z\(i\ =z — a ist^ so haben wir: 

p{x + z) = Sj.[z\a]. 

O E 

Unter der Voraussetzung aber, dab die unbekannten Coefficienten Ay Ay 

8 S 

Ay Ay etc. von z unabhängig sind, können dieselben gefunden werden. 

n n 

Setzt man nemlich, um allgemein den Coefficienten A zu finden , a für Zy 
so fallen in der für ?>(jc+t) angenommenen Reihe alle Glieder weg, welche 

auf das Glied A.\z\a\ folgen^ weil sie den Factor z — ossa — = ent- 
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halten« Man hat alsot 

(p{jr+*) *= SA.[z\a'\ für z ^=i a. . 
Dieser Ausdruck ist iu Hinsicht auf z offenbar eine rationale ganze Function 

n 

des /iten Grades; auch gilt diese Gleichung für eile d^YTerthe a vorher^ 
gehende Werthe von z^ und da der Coefficient der höchsten oder /2ten Po- 

tenz von z in diesem Ausdrucke ae ^ ist^ so hat man also in Anwendung 
des im $i» 118. bewiesen^ Lehrsatzes: 

f s • ■ 

2. ^ «=-;— + ^— + ^ • * • . + -^ . • • f + V^f 

\pn ^n ipn yjn tpn 

n 

wodurch also allgemein der Coefficient A bekannt geworden ist ; die als 
Nenner vorkommenden Gröfsen 5/; haben aber denselben Bau und dieselbe 



Bedeutung wie im $• 113« Der Coefficient A wird aus der Gleichung (L) 
gefunden^ wenn man z=:a netzt y jrodurch man erhält; 

J = ^(x + a) =1= u^ 

Der Ausdruck A ist eine von der Function uss:(P(x-\'a) abgdeitete Func- 
tion von Xy welche daher durch D^'u bezeichnet sein mag^ wobei dann 
aber n die Ordnungszahl ist, und also V nicht etwa als eine Potenz, wo- 
mit u multiplicirt werden solle / ^u betraditen ist. In Anwendung dieser 
Bezeichnung haben wir also 

3, <P(ar + c) = u + D'u.[z\a]'\'D^u.[z\a] + D^u:[z\a]..., und 



i t « » 

U M U , U t u , u 



y^n yjft %pn %pn fpu 

Der Ausdruck (3.) kann nun offenbar, wenp es nöthig ist, selbst ins Un- 
endliche fortgesetzt werden, wenn nur die Reihe der Bedingungen, welche 
auf die Bestimmung der Function Einfluls haben müssen, ebeufiBills ins Un- 
endliche fortgeht. Dieses Eutwickelungstheorem ist das allgemdnste, was 
die Analysis je aufstellte; denn die gewöhnlichen Theoreme, welche fiir 
die Entwickeluugen der Functionen in Anspruch genommen werden , er- 
scheinen nur als besondere vor dem gegenwärtigen allgemeineren. 

§. 120, 

Die Ermittelung der D er i vir t en (derivirten Function) ß^i/, welche 

das Deriviren beiüsen kann, geschieht nach der im §» 119. aufgestellten 

Formel (4.), diese Ennittelurig ist dann independent; aber das Deriviren 

kann auch ein recurrirendes sein. Um nun dazu die Regel zu finden. 
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stellen wir fest, dals unter D u immer ein dem Ausdrucke D u ahnlich 
gebildeter sei-, den man aus diesem schon dadurch findet, dals man die 
im Ausdrucke i)" u vorkommenden Elemente jedes mit dem nächst folgen- 

den rertauscht, und also setzt a für a, o für a, o für o, u. s. w. 

Die Grölsen ^U erhalten dadurch ebenfalls eine Abänderung, sie ent- 
halten nemlich nach einer solchen Veränderung das Element a nicht 

mehr, hingegen tritt das Element a in sie hinein, ohne dals es jedoch an 

er 

die Stelle des hinausgetretenen Elements a käme. Geht etwa \/^/z da- 



0-1 



durch über in ^,/J, so ist offenbar {a — a).\//^ /i =t\//(7i + l) für jedes »^ \ 
welches < */ und eben so auch \^/i = (a — ö ) . ^'(^ + !)• 



' a 



Die Ausdrücke für D u und D u gehen aber, wenn nur 



1 a^' 1 VCt + l) 

für 517— > und — für -^7— gesetzt wird, über in die folgenden ; 

T^n^ au I au , a.tt ^ iVi+> 

^ « = o ■ ^ + . ^ ^ ->>>+;^ ^ — a.cr^u, 

V/(n + l) V'Cn+l) V'Cn+l) 

Wird also die zweite Gleichung von der ersten subtrahirt, so hat man 
die folgende einfache Formel: 

D u == — X • 

a — a 

Um also Ton einer Derivirten (Derivate) Ü^u zur nächst höheren D^^u 
aufzusteigen, vertausche man jedes in der gegebenen Derivate 
vorkommende Element mit dem nächst folgenden, vom verw- 
underten Ausdrucke subtrahire man den gegebenen und di- 
vidire den Rest durch den Unterschied der beiden äufsersten 
Elemente, welche im Reste vorkommen. 

Mit jeder neuen Derivation findet man also in der Reihe 

(P(x + z) =SD'u.[z\a] 
ein neues oder späteres Glied; aber mit jedem solchen Schritte kommt 
auch ein neues Element in Rechnung und macht sich also auch eine neue 
Bedingung für die Bestimmung der Function geltend« 

Crtne'B Journml d. M. VI. Bd. 4. Hfl. 50 
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$w 121. 

^ 1 a l n 

Wenn in der Elemcntenreihe a^ a^ a^ • • . .. a^ . . * . a^ . . • • 

einige erste Elemente unbenutzt bleiben^ so hat man nicht nöthig, die 

Folge der übrigen abzuändern« Soll etwa das Element a ab das erste 
betrachtet werden ^ so tritt es in den vorigen Formeln an die Stelle 

des Elementes o; überhaupt treten dann die Elemente a^ Oy a^ etc. 

I 8 

an die Stelle der Elemente a^ Oy a, etc. Dadurch geht allgemein D^u 

über in D" Uy und es bezeichnet dann D"" u einen Ausdruck, welchen man 
* erhält 9 wenn man jede Zeigezahl der im Ausdrucke D"^ u vorkommenden 

Elemente um k erhöhet. Eben so bedeutet dann [-sja], dafs man die 

a 

Zeigezahl eines jeden in [z\a^ vorkommenden Elementes um k erhohen 
soll. Man hat also noch allgemeiner: 

Da nun k eine beliebige ganze Zahl ist, so kann man also (P(x-f-t;) auf 
beliebig viele sich ähnliche Arten entwickeln. Diese allgemeinere Dar* 
stellimg ist oft nothwendig. 

Ist nun (P'(j? + «) öine zweite Function und wird (P' (a? -|- a) = z;, 

(p' (ar -f- ö) = Vy (P' {x'^d)=:> Vj etc. und allgemeiü (P' (j? -}- ö) = t> gesetzt, 
so hat man also auch: 

(P'{x^z)^v+D'v.[z\(f[ + D^v.[z\a\+D^v.[z\a]'^ 
und das Product dw beiden Fimctionen (Pix-^^z) und (P' {x + z) ist nun 
offenbar : ^ ^ 

(p{x^z).pix^z)^uV'\'D\uv)\z\a]'^D\uv).[z\^^ 

Dieses Product la&t sich aber auch durch wirkliche Multiplication der 
Reihe für (P^ {x -f- z) mit einer Reihe für (Pix-^-z) finden ; soll das Pro- 
duct aber in der That dieselbe Form erhalten mit dem vorstehenden, so 
darf für (P {x -f- z) nicht immer dieselbe Eutwickelung gebraucht werden, 

a 

d.h. es muis k für jedes neue Glied des M ultiplicators S D''v.[z\d\ einen 
mderen und zwar mit der Zeigezahl des Gliedes übereinstimmenden Werth 
erhalten. Hiemach hat man noch: 

(p{x^z).(p'{x'\'z) =: S{D''v.[z\a].lfl.[z\a\}y 
und da [«j^J • [^i^j ^=1^1^] für o^^ßrsz^y ist, so stimmen offenbar die 
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Reihen für das Prodiict <P (jf + «) . ^' (jp + z) in der Form völlig zusammen. 
Man hat also allgemein: 

D\u .v) z=S D'v.D'^u cond. (« + = r). 
Nach dieser einfachen Formel kann die Derivate eines Productes u . v aus 
den Derivaten der Factoren u und v des Productes hergeleitet werden. 
Die ersten Glieder dieses Ausdrucks sind: 

Noch einfacher ist die Formel, nach welcher man die Derivaten eines 
mehrgliedrigen Ausdrucks findet. Man hat nemlich: 

Der Beweis dieser Formel wird, da die Wahrheit am Tage liegt, der 
Kürze wegen übergangen. 

$. 122. 

Um ein einfaches Beispiel des Gebrauches der behandelten Ent- 
wickelungsmethode zu geben, legen wir uns die Entwic^elung der Func« 

tion (jp + «) vor. Hier ist (Px^=x^ und u =(jp-|-a)"*. Man hat also: 

(x^zy = ii + D^ u.[x\a]^ D^ii.[z\a]^ D' u.[z\a] + eto. 
und es findet sich allgemein: 

U U =1 5 f- ^ r "^"- T i . . • • -f -^ n • 

V« V» V* %pn 

Die für {x -{- zf angegebene Reihe bricht ab, wenn m eine positive ganze 
Zahl ist. Um dieses zu beweisen, bemerken wir, daCs nach f. 113. der 

Ausdruck « ' « \n m-n 

^ + ^ + ^.... + 4-= c 

%pn fpn xfJn ^rn ^"^ 

ist, wenn als Scale bei der combinatorischen Operation dient 

1 a 71 

Ip) = (ayü^Qy . . . .ö). 

Wird nun im Ausdrucke jedes Element um x vermehrt, so behalten die 
Neuner \// im Ausdrucke die vorigen Werthe, weil sie nur Unterschiede 
der £lemente enthalten. Man hat also 

vr&m die Scale (n) ss (jp-f"0> ^H-'^» jp + o, , . . , x-\-a) statt der rorigen 
gebraucht wird. Dieser Ausdruck ist aber oftenbar =0, vreun m eia» 
positive ganze Zahl ist, welche <Cff. Man hat also in Anwendung dieser 

50» 



386 28« Gudermann^ Theorie der Potenzial - Functionen. 

Scale äer gesdilossenen Ausdruck t 

(jp+vc)"* = S C .[z\a] cond. (ä + ß = ^)> 

und die Scale (a) ist dann eine in Hinsicht auf die Menge ihrer Elemente 

veränderliche 9 nemlich (a) = (jr+ a, «• + a, op-j- a, w . • • a? + a). Es würde 
hier zu weit führen^ von den Fallen ausführlicher zu handeln^ in welchen 
m keine positive ganze Zahl ist. 

Fünfter Abschnitt 

Besondere Entwickelungsmethoden für ^(^-f-^)* 

§. 123. 

Die vorhin entwickelte Methode^ eine Function (P(j? + «) durch eine 
Reihe auszudrücken ^ ist so allgemein ^ dals ihre Allgemeinheit in vielen 

X 3 

Fällen überflüssig ist. Die Elemente a> a^ a^ etc. konnten willkürlich^ ohne 
allen Zusammenhangs gewählte GröCsen sein; nur war vorausgesetrt, 
dals keine gleiche unter ihnen vorkämen; und wozu sollte auch die 
Wiederholung einer Bedingung in der Bestimmung einer Function dienen. 

Z 2 8 

Nehmen wir jetzt an^ dals a^=^Oy a = hy az=z2h^ = 3^9 etc. und 

a a 

allgemein a = aZr sei^ so verwandeln sich die Producte [x\a] in Faculta- 

a er 

ten, nemlich es ist mm [z\a] = [«, k] = z(z — Jc)(z — 2/r).. ••(« — aAr+A:)* 

Femer ist nun ^(jrr + a) = (P(jrr4-o) = w =i^jc und also D'' u z= JD' (Pa:. 
Man hat also zunächst: 

(P{x'\'z)=(f)x +D'<f)x.[z,k] +Z)"(Px.[«, k] +D'(f)x.[zy k]... .^SD^(Px.[zy k\. 

a 

Weiter hat man i/s=(p(jr-f~^^)> und zur Spedalisirung von D^CPacr ist es 
nun erforderlich, die in seinem Ausdrucke vorkonmienden Nenncfr ^// nfi« 
her zu betrachten. 

Es ist aber nun 

r rori rr-ir r+i r n 

\^n = (a — a)(a — o) •• • • (a — ö)(a — a ) • •• .(a — c), 

r n 

und da a — a^=irk — nk:=(r — /2)Ar = — {n-^r)k ist, so hat mar\ offenbar : 

und es ist also: 

Ü'(px = S(—ty.Ti^±^ cond.(a 4-13 = ^0. 



28. Gudermann^ Thtarie der Potenzial »Fundioneru 387 

Schafll man in diesem Ausdrucke die Nenner fort^ so hat man also: 
D'^qix = JLs(^iy[ni(p(xi^oLk) cond. (ä + ß = /i). 

k .91 p 

Die Recursionsformel ist nun ein&cher die folgende: 

Wird nun der Ausdruck (D''<px).(k\n') mit A'^cpx bezeiclmet^ und die 
nte Differenz der Function (ßx genannt ^ so hat man: 

r 

und die Recursionsformel wird nun eben&lls einfacher: 

A'^'(px = A»(p(jc + Ä)— .A»(par; 
also auch A(px^=<p(x^k) — (pxm Wird nun etwa xx^=^x gesetzt^ so 
ist also Ajp = Aa5a? = ;c(jF + /r) — xx^^x-^-h — x=^k^ Man wird also 
nun der Gleichmalsigkeit wegen auch Ax für k setzen* Dadurch erhält 
man also: 

2. A"^a? = .S(— ly [Ä]<p(a: + fl6Aaf) oond. (« + ß = /i), 

3. A''+'<px= A"<p(jc + Air) — A"^a?. 

Die im $. 121, gefundene Formel heiCst nun: 

4. A'^cpx.^x) s=s S[n]A'(par,A^4>(pe-\-itAx) cond. (« + ß = n). 

I a 

Zusatz. Hätte man o=^0^ as^ — fr, o= — 2ky etc. und allge- 

o 

mein a=: — Ak gesetzt, und h&tte man dann statt des Zeichens A das 
Zeichen V genommen, so hätte man die folgenden Formeln erhalten: 

1. (pCx + z) = 3^^^.[»,-VxU 

2. V"(par = .S(— l)''[n]<p(jp— ßVa?) cond. (« + ß = ä) , 

3. V"^'(px = V(px'^V"<p(x-.Vx), 

4. V((px,^|yx)ss S[n]V<px»V^^(x'-ret'Vx cond.(« + ßs=rn). 

§. 124. 
Die beiden für (P^x-^z) angegebenen Reihen gehen nun zwar ins 
Unendliche fort, aber sie brechen unter gewissen Umständen dennodi ab. 
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m 

Weuu nemlichs ein Vielfaches von + Ajp oder von — Vx ist, so hat man 
(p(x + nAx)— S [n]A''(f}x^ S [n]A''(()x cond. (« + ß = ti), 

(f)(x^nVx) — S(^iy[n]\^"(Pxz=zS(~iy[ni^''(px €ond,(« + ß = /i). 

AuGserdem können die Differenzen A^'^x und V"^.r von einem gewissen 
Gliede an einzeln =0 sein, und dann brechen die Reihen ebenfalls ab, 
obgleich z kein Vielfaches von Ax oder von — Vx ist. 

Der im §.113. behandelte, oder noch etwas allgemeinere Ausdruck 
für Z)"(a7 + ö)'* im $. 122. geht nun, wenn a = und a=:xAx gesetzt 

wird, über in C für die Scale: 

(/2)=jr, ar-|-Aar, Är+2Ajr, .... jr-f-/2AjF. 
Wird jr = gesetzt , so hat man also 

D" jr~ = Cl Ajr^-'» für die Scale (n) = 0, 1, 2, 3, . . . . /?, 
und da A'*jp'" = Aap\/i'. Z>"a?'" ist, so bat man 

farx=0 i") 



m^n 



wenn ""/ einen Facultöten-Coefficienten, wie früher, bezeichnet. Man 
hat also: ^^ 

A"J7'" = *S(— l/[/2l.^'^ = /2\-»/ OOnd. (« + ß =r /7). 

für x=0 und A »sl ^ 

$. 125. 
Wenn man den Ausdruck v(Ä? + t;) = »S-2-~- . [«, Aar] nach Po- 

tenzen von ;8 entwickeln will, so hat man also nur die in jedem Gliede vor- 
kommenden Facultäten m entwickeln, denn der Factor .^ enthält die 
Gröfse z nicht. Nun ist aber allgemein: 

[zyAx] = S/^f.z''-^.{—Axy, 
und wird dieser Ausdruck substituirt , so erhalt man : 

ß A T^-« 

Nun ist aber +7 = 0, wenn a<[ß ist; daher kann man sogleich «-f-ß 
für « setzen, und erhält dadurch: 
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Dieser nach Poteuzen von z fortschreitende Ausdruck kann nun einfacher 

unter „ 

1. (t>(äc + z) = SA.z^ 

vorgestellt werden^ und die in dieser Reihe vorkommenden Coefficienten ^ 
haben dann folgenden Ausdruck: 

Er erscheint ein ^venig einfocher^ wenn man ihn mit r\Ax^ muldplidrt ; 
dadurch erhalt man: 

2. r\ J.Ax' = aS (— 1/ [ r'i.^fif . A^'^(f>x. 
Setzt man r= 1^ so hat man also noch: 

3. J:Ax = S(r-iy^^^, 
In Anwendung dieser Reihen^ welche aber leider selten gehörig conver- 

tat 

giren^ könnte oder müfste man die CoefBcienten ji, A^ A etc. berechnen^ 
wenn man die Function (Pix-^z) nach steigenden Potenzen von z ent- 
wickeln wollte* Wenn man den Ausdruck einer Function nicht kennte 
sondern ihn erst nach gegebenen Bedingungen ^ wie im §« 110. gezeigt 
worden ist^ zu ermitteln hat^ so bleibt auch im Grunde k^ anderes Mit* 
tel^ als der Gebrauch dieser Reihen^ für die Berechnung der Goefficienten 

Ay Ay A etc. übrig. 

f. 126. 
Unter der Voraussetzung, dab die CoefBcienten A^ ^^ A eto. be- 
rechnet siud^ kann man auch die Grölse A^(px nach Potenzen von Ax 
entwickeln. Da man nemlich^ wenn der Reihe nach OAxy lAor^ lAxj 
etc. für z gesetzt wird^ allgemein erhalt: 

(p{X'\'V.Ax) =. S Ä.vY.Ax^ 
ß 
und A"(par 5= *S( — 1)^ [nJ<p(x'\'OLAx) cond. (a + ß = '') wt, so er- 

ß' 
halt man durch Substitution: 

A^'Cpx = iS(—iy[nixy.J.Ax^ cond.(« + ß = y). 

ß m— R 

Nun ist aber allgemein <S( — l/[/i ]«"*&= n'r'f, also hat man einiacher: 

^ -n r 

A-cpx =s Sn 'r'f. Ax* , A. 
Nim ist aber --7=0, so lange y<« ist; daher kann sogleich y + /i für 
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y geschrieben lYerden^ wodurch man erhalt! 

Die ersten Glieder dieser Reihe sind nun aber offenbar die folgenden: 

A"<pj? = /i'(^A:r» + -y.^.Aj?^+» + -"Ä^.AÄ?^+* + etc.), 
oder es ist: 

4 A"/«/»» " * "+t « |i+« 3 II+3 

iy.^J^ = ^ + -y.^.A^ + -y.^.Aa^ + -y.^.Aa?» + etc. 

Wenn man also die Ausdrücke ' /^^ ^ 9^*"S"^' 3^*"A»"» ^'^^ *** '^®'^'* 
hen entwickelte^ welche nach steigenden Potenzen von Ao^ fortgehen^ so 

tat 

würden die Coeflicienten ji, A^ A^ etc» die An&ngsglieder dieser Reih^i 

sein 9 und man könnte sie dann in der Reihe (p(j?-{-^) = ^^*^ substi« 
tuiren. Nun zeigt sich aber bald^ dals es nicht einmal nothig ist^ die 

Gröfsen /^^ y 2^* A^^ ^ 3^*"Ä^» ^*^' vollstSndig in Reihen zu ver- 
wandeln ^ sondern dals die KenntnÜs des Anfangsgliedes der ersten Reihe 
hinreicht) um das Anfangsglied der zweiten^ aus diesem dann das der drit- 
ten Reihe u. s. w. zu finden. Diese Art der Herleitung oder Derivation 

10 3 1 % % 

der Grölse A aus A oder (px^ der Grölse A aus Ay der Grölse A wxaA^ 
u. 8. w. ist also für die Theorie * der Entwickelung von Wichtigkeit ; sie 
heilst Differentiiren. Bezeichnet man das Anfangsglied der höheren 
Differenz A"<pjr einer Function (^x mit B^(pxy so hat man also für das 
/2te Differential von (px: 

e^ipj? = A.Ax\n\ 

Sieht man nun selbst x als eine Function an^ so ist das Anfangsglied der 
Reihe für Aj? offenbar wieder = Aar^ so lange Ax unentwickelt bleibt, 
und man hat also auch da?=Ajr. Kann und muls aber Ax wieder 
nach Potenzen der Differenz einer anderen veränderlichen Grobe ent* 
wickelt werden, so ist offenbar Bx nur das Anfangsglied der dadurch er- 
haltenen Reihe. Man thut daher wohl, für alle FSIIe m der Formel 

n 

d'^cpx^^n^A .Ax^ statt Ajf zu setzen dx^ obgleich es unnöthig wfire, 
wenn Ax unentwickelt bleibt* Man hat also: 

und wenn dieser Werth substituirt wird, so hat man die beiden Reihen: 
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Zusatz« Wäre z ss <px und x=i^Vj und hatte man gefunden 
A«s=s-^. Aät+B.Aä?* etc., wie auch Aar s=:cAi;-{-ÄAt;*+öteM »o 
hätte man offenbar für Az auch eine Reihe von der Form 

Ax = -<rfö.Ai; + P.Af;* + ^'Ai^^ + etc, 
und also, wenn At; unentwiokdt bleibt, offenbar dzssA.a.Av, wie audi 
dz=iA. Bxm Hatte man Bz'sslA.Ax gesetzt, also Aar nicht in ^x verwan- 
delt, so wurde man durch Substitution erhalten dx 'ss^Aa . Av'^^Äb « At^*-{* ^tc«, 
da doch hz nur s^a.Ai;, d« h. dem Anfangsgliede der Differenz gleich 
sein soll. Daher kann die YersSumupg der auch schon diurch die Gleich* 
müfsigkeit veranlalsten Verwandlung von Ax mBx im Ausdrucke djs = 
A.Ax zu Fehlem führen« 

§. 127« 

Um nun nodi zu zeigen, dals man aus dem Anfengs{>Iiede einer 
Differenzreihe das Anfimgsglied der nSchst höheren Differenzreihe finden 
könne, setzen wir 

A^^x'=z^^.Ag^'\'P.Ax'^''\^Q.Ax^'^eLii.\ 

die Grßfsen ^ , P, Q, eto. rind dann Functionai von x. Wefl nun 

A'*9ar = A*<p(dp4*^^) — A^ipx ist, so muls man in jedem Gliede dw 
Reihe x^Ax tur x setzen und vom also veränderten Gliede das Glied 
selbst subtrahiren, oder in Zeichen: 

A'^'(px = (A-^^)Aar + AP.Aa?"+* + AO.Aa?''+* + etc 
Da nun aber 

A^5^ « -ij^ Aar + ^ Aj^ + B A«» + etc, 

AP 5= 11- A«+-rf'Aaf« + fi'Ax» + eto., 

AQ r= ||- Aar + -<''A««+JB"A«' + etc., 

etc. 
ist, so hat man offenbar, wenn diese Reihen substituirt werden: 

CreUe«t Joarnal 4. M. VI. Bd. 4. Hfl« 31 
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und da auch A-^^^jrsr^^J^.AÄ^' + r.AÄ^+F^A«^ 
so hat man s ^^^ 

d«**"* *^ dx 

Diese Formel^ welche auch em&cher d'^^<px ss d{d^(px) ktj ist der Aus» 
druck der obigen Behauptung. Hat man ako cpi höheres Differential d'^jr^ 
so setze man in ihm x+Ax für x^ entwidkele dassdU>e nach Potenzen 
(steigenden) von Ax^ subtrahire vbn der Entwickelung d'^<pxf und be- 
halte vom Reste nur das Glied , welches mit Ax* multiplidrt ist| ver- 
wandle dann Ax in dxy so hat man d^'^^ipar« 

Wie hieraus die bd&annten Regeln des DIfferentürens herzuleiten 
und wie man sich zu rerhalten, wenn x wieder als Function emer neuen 
veränderlichen Grölse anzusehen ist^ miils hier der Kürze wegen Sber* 
gangen werden« Darin stimmen auch die meisten Darstellungen der DiC- 
ferentialredmung uberein. Schliefslich wird bemerkt| dafs die un f • 125. 
gefundenen Rah^i (2« mid 3«) nun sind : 

^^.Aaf = S(r-l)ß[r'{.^f/.A^'^(px und 

SowoU die Reihe liir ^^^x ab auch dieReihe A'<p4ps.9[rf.-7.A«^, 

welche mit den Reihen fnr {log (1 +«)}'' und («*— 1/ Ähnlichkeit haben, 

behalten auch noch. eine Bedeutung, wenn r one ne^Uive ganse Zahl 

bezeichnet. 

«. 128. 

Die Reihe <p(x+x)=z3^t^.^, ist von jeher tut oussdilielsUch 
benutzt worden, um Functionen zu entwickeln. Die beidrai Reihen: 

<P(ar+,) = J^|?.[*,A*i^ und 



2& Gudermann, Theorie der Pott^mal- Functionen. 393' 

in deren Mitte gldchsam die erste oder auch die Taylorsohe Reihe fölh, 
hat man aber Ins jetzt kaum anders als zur Interpolation, benutzt« In vie- 
len Fällen ist gleiohwohl ein nach Facult8ten fortgehender Ausdruck für 
die Rechnung in. bestimmten Zahlen bequemer i4s ein nach Potenzen 
fortgehender. 

Um ein Beispiel zu geben, legen wir uns die Aufgabe der Ent^ ^ 

Wickelung der Function ^ in eme nach Facultfiten von x fortgehende Reihe 

r r r 

vor. Setzen wir ^jr=s'/und Axsssl^ so ist A(pxss*+*/— y, und da 
"^'fzs y-f- T .y ist, so hat man 

r r-i 

N^mra yrit auf bddot Seiten der Gleichung die mte Differenz, so haben wir : 

A"*» '/= A-(;r.*7'). 

r-i r-i 

Da nun x .^J em Product aus x und *J ist, so haben wir, wenn die For* 
mel (4.) des $• 123. gebraucht wird: 

A^ {ar.y '} =s ar . A"* '/ + m . A— * ^/) 
und es ist also auch 

Da aber allgemein A''%/^(ar+Aj?)s= A"^//a?+A"+*\^jr ist, so hat man 

r-i r-i r-i 

also auch A'"^* '+'/ = A"^* y + A*" y, und wenn dieser Ausdruck ge- 
braucht wird, so hat man: 

^m^i xf^ (jr + /?i)A"* y + /w. A^^^.'/r 
Diese Formel dient nun zur recurrirenden Berechnung der höheren Diffe- 
renzen der sogenannten Facult&ten-Coefficienten. Aus dieser Formel kann 
eine Menge von Folgerungen gezogen werden, womit wir uns aber nicht 
auflialten. Wir bemerken nur, dafe die Formel für ar=sO am einfachsten 
wird, nemiich: 

^M-i y — 771 . (A- y *+ A*^- y*) fSr a? = 0. 

Die Formel, welche zur independenten Berechnung der höheren Differenz 

ß 
zen dient, ist A'^(px = S(—iy[m](p(x+»/^x) cond. (« + aa m), 

r 

und wenn <p(r + aAdr) rs«^/ gesetzt wird, so. hat man: 

A- '/ =s .S (— t)^ [m f »+"/ cond. (« + « m), 

r 

51* 
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Wm man die Differenzen fnr xsO haben, so dient die Formel 

r 

mit der vorigen Bedingungsgldichung. Der Ausdruck kaqn abw noch sdir 

zusammengezogen werden, wenn man bemerkt, dals 'f^ 0, so lange die 
. positive ganze Zahl %^r ist. Man kann daher sogleiob «-f*^ für ei 
setasra^ unä hat also 

A"» y = *SC~l/[mf •'^•«/ oond. («+ß CS m—r). 

%. 129. 
Um von diesen Formefai nun Gebrauch zu machen, setzen wir in 

der Formd ^(»+«) = «S-x^*f*»^^3 ebenlalla (pjpsÄy, Ajf =1, 
X = 0, und dann o? für z. Dadurch erhält man.r 

Fi2r9D=0. ST 



Aber der für { A*^ y } un §• 128. gefundene Ausdruck gfebt zu erkennen, 



dals er = sei, so lange m <^ r» lu der für ^f angegebenen Reihe fid- 
len also alle erste Glieder, für welche o^ <^ r ist, weg, und man kann also 

r 

sogleich r-f~A für 0S setzen» Führen wir für { A''^^ ^f\ das einfachere 
2Seichen (pr 01% so haben wir also: 

l. y=4Sipr>CarTs 

und zur Berechnung der unbekannten Coefficienten dient dann die Formel: 
2. ^r = .SC— l)*[m + r|.'+y oond. (ä + ß = m). 

Wenn r>0 ist, so ist auch noch J'r= 0, weil füt r>0 audi 7= ist. 
Wird diese Abänderung der Bezeichnung in die Recursionsformel eing^ 
fohrt^ so hat man : 

3. ^r= (m + r).{(p(r-.l) + <p(r--l)|. 
Die Redinuog nach dieser Recursionsformel ist be8<Hiden berpiem» In An» 
Wendung derselben £bdet man leicht die folgenden al^emeinen Resultate : 

(pp=13^,7....(2r— t)s=[l,— 2J und <pra=1^.3....ra=[l,--l]=[r] 

und 9r^0^ wenn m>r ist# 
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r-l 



Für die iibrigeii Coef&denten ^r, ^r, (ßr, . o • • (p^r lassen sidr Shnliohe, 
aber minder ein&che Resultate finden» 

Die begonnene Reohnung gisibt aber die folgende bestimmten 
Resultate: 

y= 2[«i+ 3 [4 

y IT 

T -p 6^ 

'/= 24[a?]+ 130[ar]+ 2IO[a7]+ 105M 

T^ ' V T 8^ • 

5 6 7 8 9 10 

y =120[*]H:. 924[jr]+ 2380[jp]+ 2520[«]+ 945[ar] 

ö' 7^ a» 0' iir 

7 8 9 lü U 12 

*/ =720[a7] +7308[x] +26432 [jc] +44100 [;r]^+34650[x] +10395[jp] 

T* 8^ a» w TP TP 

U.^ 8. W» 

Als Probe für die Richtigkeit der Berecbnung der Coeffidenten in diesra 
Ausdrüdcen dient die Formel: 

— (pr + (pr—9r. .•• + (— l)*ipr. ... + (— iy(pr==: (— 1)\ 

So ist z. B» 

-72()+7308-26432^441ö0^34650+10395==(-iy=+l===61803--6^ 

'^5:2/ ~ *^ "^«"*''% so findet man nach 

$.109. allganein 9rs5[m+r].'"9l, was leicht zu bewesen ist.^ 

«^ 130. 

sc^eht in ahnlicher Art^ und man findet: 

v-H-i x/-. (^_;7,_i) v« »-»/ +771 . V'«-* *-y, 

womit man iast eben so wie firuher verführt ^ und ühnliche^ obgleich von 
den vorigen verschiedene Ausdrucke erhalt^ mit deren Herleltong wir uns 
hier aber nicht aufhalten«^ Soviel erhellet im Allgemeinen aus dem Vor« 

r 

hergehenden, dals die Function *f eine rationale ganze Function von x 
des 2rten Grades ist. WeO aber die Form dieser Function nun bekannt 
geworden ist, so kami die im f. 117» für solche Functionen hergeldtete 



Die Anwendung der Reihe ^(x + ^s) = *S -rr~ • [^ — Vj?] ge» 



r-i r-i 



r-i 
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aUgemdne Formel cur Anwendung kommen, nemlich: 

(px SS 3 Xä<pa fSr « melit ^/i« 

r 

Im vorliegenden FaUe, wo 0xss^f die gesuchte Grölse is^ hat man ako n^2r. 

Setzen Wir = 0, a=:l, ass3, .... az=rs a — — 1, assr — 2, 

a ^ — 3) • • « • a =s — r, so hat man also (pa ^=^'f=i 0, wenn « nicht ^r 

und (p o = *^y^ und wenn diese Werthe substituirt werden, so findet man auf 
der Stelle: 

./^ (.-i-)(^'-»-)0^-s-).-K-^) .(^(_l),p4.-./._^) 

cond.(ft + ßsr). ^ 

Wollte man *f nach Potenzen von x entwickeln, so ginge auch dieses an; 
wir aber wollen diese Entwickelung nur theilweise vornehmen und dem 
Ausdrucke die folgende Gestalt geben: 

weil bekannt ist, dals der Ausdruck diese Gestalt haben könne. Setzt 

r r r a 

man zur Einfachheit %^aras[dp — 1] und ^Jtr =^»5 '^^x^cond.(a-|-ß= Oi 

r r. r *" r r r 

SO hat man '/=%//a?.^ar, also auch '^/==^(Är+l).^(ar-|-l), und da 
^*/s£^+jr«^ ist, so hat man also: 

Nun ist aber 4^(x + 1) =5 — \l^x und ^l/x sä ^par, also hat man, wenn 

diese Werthe substituirt werden, eine Gleichung, welche durch \l/x divi- 
dirt die folgende ist: 

r r r-i r 

ir((P(jp+l) — (px) ^ r(ar(par — (px). 

r r r-i 

Werden hierin für cpxy (p(jF+l) und (par die Werthe substituirt, so erhXlt 
man durch Ideutificirung die folgende Recursionsformei : 

Die Rechnung nach dieser Formel ist noch ziemlich einfach, und durch 
dieselbe sind die im $• 85. aufgestellten AusdrScke gefunden worden. 

Manclie sonst bemerkenswerthe Beziehung hat hier äbergangen wer«- 
den müssen^ weil der der Theorie der Potenzial -Functionen beizufSgende 
Anhang ohnehin schon den beabsiclitigten Umfang überschritten hat. 

(Eadt. Die bieren gehörigen Tabellen im nXdisteii Bande.) 
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29. 

De functionibus eüipticis commentatio altera. 

(Attct C G. J. Jaoobip prot math. Regiom») 



De suminis serierum funotionnm ellipticaruni) qoaroni 
argumenta serieni arihmeticam constituunt« 

Jtroponemus in sequentibus formulas quasdam elementares circa summas 
fimctionum ellipticannn^ quarum argumenta seriem arithmeticam consti- 
tuunt Quae cum in aliis quaestionibus usui esse possunt^ tum summa 
facUitate formulas generales de fimctionum ellipticarum transformatione 
suppeditant. 

Proficiscor a formula nota de additione integralium elliptioorumy 
quae ad secundam speciem pertinent: 

1. £(a) -f- £(^) — £(^ 4* ^) ^ Ar* sin am (ja) sin am(a) sin am (n -f* 0)9 
in qua e notationein commentatione priore de functionibus eiliptids proposita: 

E(u) ssfWmniu) .du. 

Scribamus in formula (L) pa loco a, unde illa fit: 

E{pa) ^ K(ü) — E(u'\'pa) e= Ac*sinam(/9a)sinam(£i)sinam(£i-f*i'^)9 
atque posito successive n, u + a, £i + 2a^ •••• i/ + (/2 — l)a loco u, sum- 
mationem instituamus. Designata generaliter per ^^''^F(u) summa 

S^'*)F(i/) = F(ii) + F(^ + o) + F(ii+2a) + ....+^S(ii + (/i-.t)c), 

fit: 
• /iiS(/>ö)+2^"^£(w)— 2^">E(£i+/>a) = Ä*sin am(/>ö)2^"^ sin am(w) sinam(ii+;Mi). 
Eodem modo e formula 

E(na) + E(u) — E{u^na) =s /c* sin am (/i 0) sin am (e/) sin am (11 + ^0)9 
loco u posito successive n 9 ii+^> iz+^^i •«•« <^ + (/'~'l)^> ^ ^um- 
matione fiacta obtines: 
/iE(/2a)+S^>£(i<)— 2^>E(ii+/2c)=sÄ*sinam(/io)2^>sinam(i/)ri^ 

Jam obsenro^ esse 

S('»+P)£(ei)«s^»)E(ii)+Sö^^E(ii+/iö) = S^'£(i/)+2^'^>-B(«^+;^ 
ideoque 
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Unde e duabus fonnulis apporitis mvenimi»: 

Casus est memorabiliS) quo 8mam(/2o) neque simul 8maiii(/9a) eva* 
nescit^ quo casu (2«) fit: 

3. S^»^8main(e/)sinam(i/+>a) « ^g(p;')-pg(^a) 

Jam obserro, in elementis probari formulaB: 

' oo6am(a) = cosaiD(i/)cosain(i/-|-o)-)- A Bm(a)8inam(^)8inain(ii+^)9 

A 8x0(0) SS A am(ii) A am(i/ + ^}*f'^*<^sc^^)&üiam(2/)8uiam(//+^)f 
unde e (3.) nanciscimur etiam: 

4. 2^*^008 am(iO cos am(i/ +/wr) = /i cosamC^^a)— ^^^.^^7x (nE(pa)^pE(na))^ 

5. s^») A ani(u} A am((/4-/Mi) = n A arnQ^a) — cot am (a) {nE(pa) — pE{na))^ 
Tidemus igitur, quoties ttnam(/2o} evanescat^ neque simul 9m9im{pa\ 
expressiones ^c») sin am (u) sin am (1/ + ;> a\ 

S^"^ cos am (ju) cos am (ei -f Z' «)> 

2^) A am(«) A Bm{u^pa) 

ab argumento u iodependentes esse« Ceterum posito, ut in fundamentis^ 

W = ^ , 

designantibin m^ m' numeros quoslibet positiTOs seu negatives , (|ui eum 
ipso n uterque eundem non habent factorem communem^ ut sin am (/so) 
neque simul sin am (/^o) eranescat^ fieri debet a=s2iiw, designante a( nu- 
merum uitegrum quemlibet^ dummodo fJi^p per n non divisibüis sit« 

Alias circa Gummas functiouum eliipticarum formulas hunc in mo« 
dion nanciscehs« Posito enim 

am(o) = a, am(t;) = ß, am(w + ^)=^^> anv(«/ — 1;) = ^, 
e formulis (24. — 29*) pag. 33. Fund am. sequitur: 

A a I a A 2cos/9 A/?. cos« Aa 

cos-O" A9 + 008& A (j = -T — ,aJ /^ ' — r-5 

• 1 — A:* «111 /y* 8U1 a* ' 

Act 8m&4- A9 smors=: z — ./. ^z - — zy 

* 1 &* ÄID /7* SUD a* ' 

Q. I . a -^ - 2 A/9. sina cosa 

sm0-cosc + wödoosö" =3 T — . C; . ^. , — -^ 

• 1 — Ä* siu /J* ftin a* 

Simul autem dedimus formulas pag. 32« (4. — C): 

. • £v 2 SJD-/9. cosir Aa 

SinO" SUIC = z ,a • Pa • 19 
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0. _ 28in/?A/J. sin« A« 

cos-j — OMtr = -3 — \,a - ioa ' — r-5 

1 — üc^amp^sina* ' 

A ^ — A/r — ^ ^* ^" /^ ^Q* /^> ^° ^ ^o> <* 
. .~ 1— t*8Üi/y*Äina» ^ 

quibus cum prioribus combiiiatis^ prodit: 

6. co8ö-A^ + cosdAflr SS ; — ^(smör — 8in&), 

7. A(r ün&'{'A$tän(r = -7-57 — 3(003^ — coso"), 

8. sing'cos^+tttn^cosg'ss . a n (Ad — Ao"). 

■ Sin/7C08p ^ ^ 

Posito 1^ + Y loco 1/ et t; = y , fit 

ß = em\^Jy «• = am (w + ö)> -^ = am(i/), 
unde (6« — 8.) ita repraesentantur : 

co8am(i/)Aam(i/ + fl) + cosain(w + ö)Aam(e/) = 

Aain-^- 

[8mam(i/-{-a) — sluam(2/)], 



tnng am — 

A am(</) sin am(a + u) + A am (1/ + 0) sin am (^) =s 
. [co8am(i/) — cos am (1/ -f- a) J 9 

A am — lang am -^ 

8inam(«r)cosam(a + ^) + su^<^m(^ + ^)oo8am(2/) s 

Aamy 

[Aam(K) — Aam(2i + ii)]. 



a a 

am am -^ cos am -^ 



lu bis formulis loco a scribatur pa^ atque loco u. suocessive posito u^ 
n-f-a^ • • • • ^-4* C^--*' 1)^9 smmnatio iostituatur; deinde in iisdem for« 
mulis loco a scribatur na^ atque loco u successive posito 1/^ <^ + ^> • • • 
• • • </-f (Z' — 1)^9 rursus summatio iostituatur. Utrisque summis inter se 
comparatis^ ubi iusuper observas^ generaliter esse 

SC») F(u) — 2^"5 F(u + /^ «) = X^''^ F(i/) — 2W F(u + /i c), 

obtineo : 

pa 

fang am ^ 

9. ' 2^">[oo§am(tt)Aam(£/+;>a) + ooBam(w+;>a)Aam(fO] = 

Aam^ 

na 
taog am -5- 

. — — S^Uco«am(«)^a*w(w + /2o)-f-cosam(e/ + '»ß)Aam(tt)]. 

Cmlk*« iuMmtl 4. M. VU B4. 4. Hft. 52 
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10, taogam^Aam^.2^"^[Aam(tt + pa)ftioamii-4-Aaiii(tf)ttttam(tf-|-pa)] 

= taogaiii-^Aain-^.2^'[Aam(ii-|*iia)ftiiiamii4' A «01(11)810 am (tt-f-na)], 

pa pa 

aiD am ^co8 am ^ 

n. — *--— .2^"'[uaam(ii)co8am(tt-|*pa)4-ftiB«in(Mi'pa)co8am(u)] 

Aam^ 

na na 

«m am -5- cos am -jp 

— •2^^[sinam(tt)co6am(tt-f na)-f-sijiam(tf-f ntt}co6am(ii)]. 



Aam-^ 

Casu specialis quo sin am (n ä) neque simul sin am (/i a) evanesoi^ e (9* — IL) 
sequiintur formulae memorabiles: 

12. 2^"^ [cos am (e/) A em(u '\' pä)'\-'OMüm(u ^pä) A am(ii)J =sQ^ 

13. 2^'')[ A am(i/)siQam(i/-|-/>a)4* A am(2i-|-/^o) 8mam(ii)] = 09 

14. 2^">[8m am(^) co8am(«/ +y?ö) + sin am(w +/»«) «» am(£/)] = 0. 
Jam opb formularum (3. — 5.), (12. — 14.) f ormulas generales de functio« 
iium ellipticanmi tränsformatione condimus» 

Demonstratio nova formularum fundamentalium de 

transformatione functionum elliptioarum* 

Conaideremus expressiones 

Ä= 8iiiam(£/)+ 8mam(w+4i^)+ 8iaam(w+8tt')+**»»+ 8inam(ii+4(/i— l)w;), 

«$ = cos am(£/)-|-oo8 am(w+4f^;)+cos am(ii+8££;)-|-*.,.4-co8 am(£i4'4(/i— 1)1^;)^ 

^= A am(i/)+ A am(/i+4i^)-|- A am(i/+8£^;)+....+ A am(a+4(/2-l)££;). 

In quibus n sit numerus impar, w=^^ — ' — , uti supra atque in Fun- 

damentisy ita ut posito ^w=:ay qtioties p<^n aut certe p per n non dt-- 
visibilis, 8inam(/io)s=0 neque tarnen simul sin am (/? 0} = 0« 
Ubi brevitatis causa desiguamus per SF(i/) siimmam 
2F(£i) = F{u)+F(u+iiv) + .... + F{u+i(n^l)w\ 
expressiones R^ Sy T brevius ita repraesentare licet : 

AsSsinamC^i), *S = 2.cosam(w), T^ssS Aam(ii). 
Quaeramiis expressionum Ry S^ T quadrata et producta binarum* 
Fit, uti ipsa miiltiplicatione instituta apparet: 
ÄjR = 2 sin* am(«) + 2 sin &m(u) sinam(f/ +4££;) 

-f- 2sinam(e/)siaam(ii+^^} 

4- 2 sin am (i<) sin am (a + 4 (/i — 1)«^)> 
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SS SS Sco6*ttn(£i) + S<^o8ain(i/)cosam(tf-|"4uO 

+ Soo8 am(i/) ooB am(ci-|-8i£^) 

-|-2coBam(fi}oosam(ii-t-4(/i — t)w), 

TT^ S A*am(tf) + 2 Aam(tt) A Bm(u + iw) 

+ 2 A ain(w) A am(i/ + 8a;) 
• •••••••••••• 

+ 2 A am(£i) A am(ii + 4(/7 — 1)^;). 
Jam ex Bs, quae supra proposimnusy apparet, expressiones huiiismodi : 

2 sin am (ii) mo Bm{U'j;'ipw\ 

2 cos am (/i) cos am (e/ -f* ^P^)^ 

2 A am(i/} A Bm{u^^pwyy 

in quibus^ uti in antecedentibus p<Z^9 constantibus aequales esse^ sire ab 

argumento u nou pendare» Uude ponere licet: 

IiZA = 2 sin«am(;i) — 2f, 
SS «s 2oos«am(£/) — 2(r, 
TT^^ A*am(w) + 2T, 
designantibiis^*, (Ty r constantes, quarum Falores e valoribits specialibus 
ipsius u peti possunt« Quem in finem adnoto formulas elementares 

8inam4(ii — m)w :ssi — sin am (4 m i^;), 
cosÄm(ir+4(/i— /n)») s=5 — cos am (iT-f- 4 mz£;)^ 
Aam(ir+/A:'+4(^— 'w)«;) :;= ~ A am(^+;^'+4mi£;), 
porro formulas 

sinamCO) = oosam(ir) = Ama^K-^-iK^) = 0, 
e quibus patet, posito resp« 11 = 0^ uz=zKf u ^=^K'\'iK\ expressiones R^ 
Sy T ideoque etiam RR^ SS^ TT evanescere« Hinc cum insiiper sit 

Am[i(K'j^iK^'^u) s ix^tangam(ii)9 
eruimus e (IS.)^ posito resp. u=iOf uzs^Ky u^=iK'\*iK': 

j= sin* am 4a; + sin* am82£; +••••+ sin* am 2(/2 — t)Wy 

er =: cos* ooam 4a;+oo«*coam8£^;+.,,. + cös*coam2(/2 — t)wy 

T =*'it'[fang*am4a;+tong"Äm8M; + .... + tang*am2(/i — t)tv\. 

Quautitates ^, (T, t eaedem sunt, quas et in commentatione priore de funct. 

ellipt. eadem d^otatione exhibuimus. 

E förmulis (15.) sequitur: 

RR^SS = /i— 2f — 2ö-, 
x*Äfl + 7r= ,z_2x*^+2t, 
unde ponere licet 
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wve posito 

n^2x»p+2v — '^'^^ n — 2xf + 2r— ^g, 
fit 

Quaeramus iam producta binarum expressionum R, S^ 71 lostituta mul- 

tiplicatione , invenitur: 

ST s=i 'S cofimx{ii)Aam(u) 

+ iS [co8am(tt) Aam(ii + ^^) + cosam(tf -^^ i w) Aam(u)] 
+^2 [co8am(w) Aam(a + 8fe;)+co8am(w + 8 w;) Aam(ii)] 

+ 12 [cos am (u) A am («/+4(/i — i)w) + cos am (14 +4(/z — l)a;) A am («/)]. 
Adiecimus factorem ^^ cum in summis^ quibus adiectus est^ unusquisque 
terminus bis occurraf. Jam rero e (12.)| posito a=:tWf quoties, ut in 
antecedentibusy /i^/ii fit: 

2[cosam(«i)Aam(ii + 4/)a;) + cosam(«/ + 4pM;)Aam(w)] 5=0, 
unde simpliciter: 57 = 2 eos am (u) A am(i/). 

Eodem modo invenitur ope formularum (13., 14.): 

7!R = 2 A am(i/) sin am(e/), 
^4$ =s 28inam(£i)cosam(ii)« 
Seqiiitur autem e formulis: 

iR=:2sinam(i4), A$ = 2co8am(i/), 7^=SAam(t/), 
instituta diSerentiatione : 

SR 

•g— = 2coBam(ei) Aam(t/) = ST, 
II =— S Aam(w)8inam(i/) = — 771, 
— = — X* 2 sin am (21) cos am (11) = — x^RS, 



unde cum ex autecedentibus sit: 

fit- 'S f '^ 

i*\p 1 ••/* ^^ . lax • ÖM d\lf 
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unde cum %£/ et o suniil evanecsoant: 

^ = am(|j,A). 
Nacti igitur sumus valores ipsarum R, S, T: 

r=-5i-Aam(^,A), 
8ive quod idem est: 

sin am (^ , a) = sm am (u) + sin am (u-t4io) -f •••.'{- üb am (u-\-4(n—l)ia)f 
cos am (^ , a) = cogam(»)+ oo8am(a+4a») +••••+ <k>s am («+4(y»-l)u'), 

^ A am(^,^)=: A am(tf)-f Aam(«+4i«>)4-...,+ Aam(u+4(/z-l)2^). 

Quae suut formulae de iunctionum ell^ticanmi transformatione funda- 
mentales. 



xM 
xM 
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SO. 

Auflösung der Aufgaben !• und 2. des Herrn Steiner 
im zweiten Bande dieses Journals S. 96« 

(Von Herrn 7%. Clausen xa München«) 



1. Wenn in einer Ebene drei beliebige Kreise einander in 
einem Puncte schneiden, so soll man durch denselben eine 
Gerade so ziehen, dafs wenn A^ B, C ihre übrigen Durch* 
schnitte mit den Kreisen sind, die' Abschnitte AB, BC ein ge<* 
gebenes Verh81tnifs zu einander haben« 

Es sei der gemeinschaftliche Dun^ischnittspunct der drei Krebe der 
Anfangspnnct der Goordinat^. Die rechtwinkligen Gtfordinaten des Bfit« 
telpunctes des ersten Kreises o, b, tmd dessen Halbmesser r; des zwei- 
♦ten a% b\ rS und des dritten 0", 4", r". Man hat also: 

aa +** ^=i r r, 
a'a' +Ä'Ä' = rV, 

Zieht man nun durch d^i Anfangspunct der Coordinaten eine Li« 
nie, die mit der Axe der x den Winkel 9 macht, und ist die Entfernung 
des Durchschnittes derselben A mit dem ersten Kreise von dem Anfangs- 
puncte der Coordinaten z; die Entfernung des Durchschnitts B mit dem 
zweiten Kreise z'^ und die Entfernung des Durchschnitts C mit dem drit- 
ten Kräse z"i so hat man ebenfiedls: 

(a — X cos 9)' + (* — ^ an9)* z=i rr^ 
(o/_jr'cose)*+(Ä'— ar^sinS)* = rV', 
(fl//_^/'oose)* + (Ä"— x'^suiO)* « rV. 
Subtrahirt man von jeder dieser drd Glekhungen die entsprechende der 

obigen I so ergiebt sich: 

jr = 2(acosO + ^sin6), 
x'= 2(ö'cosö + Ä'8inö), 
j^''= 2(a''cose + Ä''sin9), 

mithin: 

x' — x SS AB = 2{(ö'~c)cose + (A'— *)sine), 

x"— x'« BC = 2{V'-.aOco8e + (A'~*)»»»ö}- 
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Ist dM AB ss'^kBC^ je naohdem^C and ^ auf eui 
auf derselben Seite von B fiegen^ so hat man: 

= {(a'-~a)±Ä(a''-.aO}oo8fl + {(Ä'— 4) + Ä(Ä"— iOlrfnO, 

folglich: o'-^a + ibCa^-oO 

Zfeht man nun durdh die fifittelpuncte des zwdten und dritten Kreises 
dne unbestimmte gerade Linie ^ und bestimmt auf derselben vom Mittel* 
puncto des zweiten KreiBes aus nach beiden Seiten einen Punct in einer 
Entfernung^ die sidi zu der Entfernung der Mittelpuncte der beiden Krmse 
wie JBtBC verhalt, und legt dann durch ein^i dieser Puncto und den 
Mittelpunct des ersten Kreises eine Gerade, so ist die Tangente des von 
darsdbtti mit der Axe der x gebildeten Winkek: 

a^-a±k{a^^-a') = tong(90 + fl), 

je nadidem der bestimmte Punct um den Mittelpunct des dritten Kreises 
auf derselben, oder auf entgegengesetzt« Seite vom Mittelpuncte des zwei- 
ten Kreises liegt« 

Es ist also die gesuchte Gerade^ die auf die oben bestimmte auli 
dem gemeinschaftlichen Durchschnitte der drei Kreise gefällte Gwade* 

2. Wenn im Räume vier beliebige Kugeln einander in 
einem Puncto schneiden, so soll man durch denselben eine 
Gerade so ziehen, dafs wenn aufserdem^, B, C, D diePuncte 
sind, 'in welchen sie den Kugelflächen aufserdem begegnot, 
ihre Abschnitte ^B, fiC, CD gegebene Verhältnisse zu ein- 
ander haben» 

Es sei der gemeinschaftliche Durchschnittspunct der vier Kugeln 
der An&ngspunct der Coordinaten, und die rechtwinkligen Coordinaten 
der Mittelpuncte und die Halbmesser derselben resp« 

a, Ä, c, r. 



so dals also: 



a% V'\ c"\ r"'', 
aa+ÄÄ + ecasrr, 

o"a''+ b'' b'' + c"' c'' s r'V, 
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Sei ferner eine gerade Linie durch den An&ngspunct der Coordinaten 
gelegt, dessen Winkel mit der Axe der ;e, CP ist, und dessen Projectiön 
auf die Ebene der x und / mit der Axe der x den Winkel r\ bildet, so • 
ist, wenn i/, ü\ u'^j u*"^ die resp. Entfernungen der übrigen Durdi- 
schnitte Ay B, C, D dieser Linie mit den vier Kugefai sind: 
( (I — u sin (P cos 9])^-)- (i — w sin^sin)))* + (^ — ^ cos(P)* = r r, 
(ß' — u' sintpcosij)* + (6^ — u' sin?)sini))* + (c' — «' costp/ = r' r\ 
(fl'/_ tt" sin(Pcosi))* + (i''— «"sin(psinij)* + (c"— ii" costP)* = r'' r'', 
(ö'/'_i^''/8in(Pcos)))'+(A'''— i^'''sin(psmij)*+ ;= r'V^ 

Subtrahirt man von jeder dieser Gleichungen die entsprechende der obi- 
gen, so folgt: 

21 = 2 (dr sin^ cosi] + h sin^smf) -|- c cos(P), 
u' = 2(fl'sinflPcos))+ 4' sin ^ sin j) + c' cos^), 
u" = 2 (a'' sinCP cosij + b" sin^siuf) + c" cos(P), 

£/'"= 2(a'''sini) cosi) + Ä'"sin(Psinij + c'^'cosCP); 
mithin: 

li' —u =BC=2{(a' — o)sin(Pcosij+(A'— a)8in^8mij+(c'r— c)co8^}, 

u'^ — ii' -- CZ)==2 {(a"— oOsiii?>cos>) + (6"— &')«!"?> «"1 + (c"— cOcos^)}, 

1//''— tt'^ss ^B = 2{(o'''— fl'O sin(p cos») +(Ä'''— Ä'O sini)sini)+(c"'— c'') cos?)} . 

Ist also AB = +^.BC, CB=^ +k'.BCy je nachdem (7 und A von JB 

aus, oder B und Z) von C aus, auf entgegengesetzten oder auf denselben 

Seiten liegen,, so bat man : 

0— {(a'— ß)±;t(a''— oO)sin(Pco8)i+ {(Ä'~A) +A(Ä''— ÄO}wö?>«hi)) 

+ {(c'— c)±/t (c'^ — ojcos^ 
Ä {(a'''— o'0±^'(ö"— «OlsmCPcosti + {(*'"— A'0±^'(*"— *')} «in (JJsinij 

+ [{c"'—c'') + it' (c'^— cOl cos (p, 
woraus sich die Winkel (P imd 9] leicht bestimmen lassen. 

Man ziehe nun durch den Mittelpuiict der zweiten und dritten Ku« 
gel, eben so wie in der Aufgabe L, eine unbestimmte Gefade, unci be- 
stimme einen Puuct, dessen Entfernung von dem Mittelpunct der zweiten 
|(Lugel (in der Richtung nach dem Mittelpuncte der dritten, oder in ent- 
gegengesetzter genommen) sich zu der Entfernung der Mitte^uncte der 
beiden Kugeln wie ABiBC verhält. Nach jdiesem Puncto ziehe man vom 
Mittelpuncte der ersten Kugel eine gerade Linie, deren Winkel mit den 
drei Coordinaten - Axen resp« ft, ft^, ii" seien. Ist nun V die Lfinge der- 
selben, so sind offenbar die Projecdonen auf die drei Axen: 
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Bestimmt man nun noch auf der durch die Mittelpuncte der zwei- 
ten und dritten Kugel gezogenen Greraden einen Punct, dessen Entfernung 
Tom Mittelpiuicte der zweiten Kugel (in entgegengesetzter oder in der 
Richtung des Mittelpuncts der dritten Kugel) sich zu der Entfernung der 
beiden Mittelpuncte, wie CDzBC verhalt, und zieht man von diesem 
Puncte nachdem Mittelpuncte der vierten Kugel eine Gerade f^^y die mit 
den drei Coordinaten-Axen die Winkel y, v^, v*' resp. bilden: so sind die 
drei Projectionen : 

F'coBv' = ± k\b''—bO + 4"'— b'\ 

Sind nun die Winkel der gesuchten Geraden mit den drei Axen ^, ^', ^"y 

so sind: 

^ cos^ =s sinCPsin)], 

cos^^= sin^sin)], 

cos^^'s costp, 

Substituirt man in die obigen zwd Gleichungen zur Bestimmung von (f) 
und 1} die eben gefundenen Werthe, so verwandeln sie sich in: 

COS^COS/A + C0s|'00Sft'+ C08^''C0Sft'' = 0, 

cos$oosv + cos|'oost/+cos^"cosv''= 0; 
folglich steht die gesuchte Gerade auf einer mit den Linien f^ und F' 
parallel gelegten Ebene senkrecht. (Siehe 6 aufs Dis^uisit. generales 
circa sup^ curvas.) . 
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31. 

über den Stillstand eines Planeten oder Cometen in 
seiner scheinbaren aus einem andern beobachteten Bahn« 

(Von Herrn 77k« Clausen zu Manchen.) 



!• in den astronomischen Lehrbüchern wird gewohnlich nur von dem 
geocentrischen Stillstand der Planeten^ und zwar blols in der LSoge, ge» 
handelt^ indem man^ wegen der geringen Ndgung der Bahnen darselbeo, 
auf Bewegung in der Breite keine Rücksicht nimmt« Da nun also eine 
Bedingung erfüllt werden muis, so kann man im Allgemeinen einen Pimct 
in der einen Bahn willkiirlich annehmen und den Punct in der andern 
angeben^ wo der Planet oder die Erde sich befinden mufs^ wenn eoi Still» 
stand stattfinden soll. Fast in allen diesen Fällen ist aber noch immeri 
wie Delambre bemerkt, die Bewegung in der Breite merklich, indem 
der Planet nahe einen kleinen Halbkreis beschreibt, dessen Halbmesser, 
und die kleinste Geschwindigk^t des Körpers in demselben, insbesondere 
bei den kleinen Planeten, oft bedeutend sind; in einem noch hohem Grade 
ist dies bei den Cometen der Fall, die Curven von den verschiedensten 
Krümmungen über das ganze Hinunelsgewölbe beschreiben. 

Betrachtet man nun den Fall, der bd diesen Körpern blols von 
Interesse ist, wo die geocentrische Bewegung derselben gänzlich versohwm* 
det, so sind zw^ Bedingungen, wodurch also der Punct in beiden Balmen, 
in denen dieses stattfindet, völlig bestinunt sind« 

Es seien die rechtwinkligen Coordiuaten des Körpers M auf will* 
kiurliche Axen bezogen, jp, y, zs des Körpers M'y x\ >^, z'; ß der Win- 
kel der von M nach M^ gezogenen Geraden A mit der Axe der x, ys 
und X der Winkel zwischen der Projection diesw Linie auf die genannte 
Ebene und der Axe der x^ so hat man: 

AoosßcosX s= x^ — jc, 

A oosß sin X SS y' — y, 

A sin ß = ä' — «, 
Die Bediugimgen des scheinbaren StiUstandes des rinen Körpers aus dem 
andern gesehen sind nun: dßs=0, d^ssO; folglich wenn man von den 
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drei Glächungen die logarithmisdien Differentiale mmmt: 

1 dA_ Bx'—dx dA_ dy''-dy BA^ dz'^dz 



Aubtrahirt man }e zwei dieser Gleichungen von ^nander, so findet man : 

Ixdy^ydx + x^By^y'dx' = x' dy-^ ydx'\' xdy^ydx', 
ydz--zdy + y'dxf—zfdy'z:^y'dz ^ tihy ^yb z'^zhy"^ 
z8x — xdz + z'dx^ — x'h z' s=5 zf hx — x^Bz -|- «öjp' — xd z\ 
Diese Gleichungen gelten bloCs für zwd verschiedene^ indem sich ]eAe 
derselben am den bdden andern ableiten llilst. Es sind aber xöy — y^x^ 
ydz — zdy, zBx — xBz die resp. Projectionen des doppelten vom Radius 
vector des Körpers M in den Zeittheilchen dt beschriebenen Elements 
k.^p.dt auf die Ebenen der x^ yi der y^ z; und der Zy x; wo p der 
halbe Parameter der Bahn und k die bekannte Gaufsische Ck>u8tante be- 
deuten. Sind also /, ^ , A die resp. Neigungen der Bahn gegen diese 
Ebenen, so hat man: 

Ixdy — yBx = k^poosi Bty 
yBz — zBy s= /r/y» cos^ ö/, 
z Bx — xBz s=: Ar/7> cosA Bt, 

Und eben so, wenn p^ der halbe Parameter der Bahn von M\ und /^, g^\ 
h' die rrap. Neigungen derselben g^en die eben genannten drei Ebenen 

bedeuten : 

!x'By—y'Bx' = k/'p'cmi'.Bt, 
y'Bz'^:^By' = kYp'cosff'.Bty 
z' Bx'-^-x^Bzf = k/'p'owh'.Bt. 

Die Gleichungen (2.) verwandeln sich durdi Substitution dieser Ausdrucke in: 

j[v^/icosi + />'oos/TÄö/ = x'By^yBx + xBy—yBj^'y 

5. l[/^pcosff^/'p'oMf^']kBt Ä5 y'Bz— zfBy-^yBz'—zBy', 

([/•/> cosÄ + />'cosÄ']iaf ^ zfBx-^x^Bz+zBx'—xBz'. 

Multiplicirt man diese Gleichungen mit z, x, y resp. und dann mit 
Bz^ Bx, By, addirt jedesmal die drei Producte, berücksichtigt die Glei- 
chungen (3. und 4.) und dab 

«cos/+ jrcos^+ yoosÄ = 0, 
BzwMi^BxQMg'\^Byeo^h = 0, 
so erhSlt man: 

Q \/^P'[ «eos/'+ Jcoos^'+ ycosÄ']+ir/?[«'cosi+ ap'cosy+ /cosÄl—O, 
' /■/>'[3ÄCOsi'+dxeos^'+öyoosA'J+//ilÖÄ'cosi+^^'eos^+ö/ 
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Bezeicimet man nun durch ^ den senkrechten Abstand von M ron 
der Bahn von M\ und durch ^' den senkrechten Abstand von M' von 
der Bahn M^ so hat man 

l z=z « co8/'+ X cos^ + y cos A', 

^'s= Ä'cos/ + ^'cos^ + y'cos/j. 
Die Bedingungsgleichungen verwandehi sich dadurch in die höchst an« 
fachen Formeln: 



2. Um diese Grölsen durch die Elemente der Bahnen auszudrücken^ 
sei /> der halbe Parameter der Bahn von My e die Excentricitiit, <p die 
wahre Anomalie^ und r der Radius vector; fiur den Körper iW' werden 
die entsprechenden Grölsen durch einen Accent bezeichnet. Femer sei 
die Neigung der Bahn von M^ gegen die von M^ /, der Winkel zwischen 
dem Perihel von N und dem Durchschnitt der beiden Bahnen n; der Win- 
kel zwischen dem Durchschnitt und dem Perihel von M'^ ts ^ so ist: 

C = r8in(if — (P)8in/; r z=z ^^J^^^^y , 

C'^r'smCi. + ipOsin/; r'^ ,+Xo>y^ ^ 
„„d da ^irj^=^'^i Si^^co^^^ ^^ ^j^ 

d^ ^^ cos(y — TJ ) + e cos iy ^ d^' ^^ cos (y ^4* °^) 4* ^ ^Q* ^ 

ünikdt'^ Vp » sin<Äaf~ V^p' 

Durch Substitution dieser Ausdrücke verwandeln sich die Gleichimgen (7.) in : 

g sin (y— 1?) Vp ^ sin (y^+ °^)'>0>^ ^ co8(y~iy) + gcosiy cos(y^+^)4'^<^gfl' 

* l-|-«cos9 l-f-e'cosy)' ^ p *^ P' * 

Obgleich diese Gldchungen sehr einfach sind^ so ist ihre directe Auf- 
lösung doch nicht möglich^ da die Elimination von einer der unbekannten 
auf eine Gleichung vom achten Grade der andern führt« Die sich von 
selbst darbietende indirecte Auflösimgsart führt aber sehr schnell zum Ziele« 

Es ist bemerkenswerth^ dals die Neigung der beiden Bahnen gegen 
dnander aus den Formefai verschwindet» 

3. Man kann audi die Gleichungen (8.) auf eine andere Art her« 
leiten« die ich noch hinzufüge* Zieht man die Linien^ die die beiden Him- 
melskörper in zweien aufeinander folgenden Zeitmomenten verbinden^ so 
sind diese in dem scheinbaren StiUstandspuncte miteinander parallel* 
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vier Eudpuncte derselben liegen also in emer Ebene, mithin auch die Tan- 
genten an den Bahnen in diesen Funoten# Diese schneiden sich daher in 
einem Puncte, der in dem Durchschnitte beider Ebenen liegt. Dieses ist 
eine Bedioguug des Stillstandes. Da ferner die beiden obigen liinien par* 
allel sind, und beide zwei andere Linien in einer Ebene schneiden, so 
müssen die von ihnen abgeschnittenen Stücke, oder die Bewegung der 
Körper im Zeittheilchen d/, den beiden Stücken der Tangenten zwischen 
ihrem Durchschnitte und den Functen in der Bahn, wo sie tangiren, pro- 
portionirt sein. Dieses ist die andere Bedingung» 

Es seien nun die wahren Anomalien der beiden Körper (p und (p^; 
die Radii vectoren r, rO die halben Parameter der Balmen p und p's 'und 
ihre ExcentricitSten e und e's ferner die Entfernungen der Ferihelien von 
derselben Knotenlinie m und m^ 

Nun fst allgemein in federn Kegelschnitt, wenn man die rechtwink- 
lig^i Coordinaten auf den Hauptaxen nimmt: 

jtrss rcosiS: r = r sin®; r=r . , ^ • 

dx siny ^ dy cos y -f* ^ . c^r gsiny ^ 

und wenn 6 der Winkel der Tangeute mit der Abscissenlinie, und ds das 
von dem Köi*per im Zeittheilchen dt besclinebene Element ist: 

dx ds A dy ds . a 

hat hat ' kdt kot ' 
folglich 

Vp »OS n • >Ä 

i^f cos 9 = — 8in<p, 

und wenn IV ein beliebiger Winkel ist: 

yj^tin(ß + N) = cos((p + iV) + ^co8 7V: * 

Die erste Bedingung ist nun, dals die beiden Dreiecke, deren zw^ 
Seiten und der eingeschlossene Winkel r, das Stück der Tangente bis 
zum Durchschnittspuncte der Tangenten beider Bahnen und 9 — (f> in dem 
einen Körper, und r^, das abgeschnittene Stück der andern Tangente und 
0' — (p^ suid, miteinander eine gemeinschaftliche Seite Jy die zwischen dem 
Brennpuncte der Balmen und dem Durchschnitte beider Tangenten gezo^ 
gene Grade habe; und dab die an r und r* liegenden Winkel <s-|»^ und 
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^^+9^ ^^ mithin die r und r^ gc^eniiberliegenden 180— (» + 0)> 
180 — (<9^ + 0O sind« Es mvSk demnaöh sdn: 

Mp(^— y) j_ siii(g+ip) ^^ 

A r 

oder 

8iii(g+tg) _ ain(g^4>gO ^ 
r sin (ö — '"^ r'sinö' — 9')' 

welche Formel sich nach der Substitution der obigen Gleichung für 
sin (6 + ^)9 wenn man für N nach und nach m^ — (p setzt, in folgende 
verwandelt : 

cos {(p'^m)'^eco%m ^^_ co8(y^^" pQ «}■ • cos w* 
— p — p' > 

wdche nut der zweiten der Gleichungen (8.) identisch ist« 

Nennt man die beiden StUcke der Tangmiten bis zu ihrem ge« 
mmischaftlichen Durchschnittspuncte T und 7^, so ist die zweite Bedin- 

Ss T 

guDg 57* = fr» n«o »* ab«- 

gjn (<p-^a) __ »in(fl — <p) 

T Zi * 

gjn {<p'-\- «0 tin(d'— <f)')^ 

T* " A » 

folgUoh 

J]^ 8iii(y+g) 8in(g^— yp __ 5« 

I* "~ siii(ip'-|-®')* »in(ö— 9) ~ "j?' 

oder 

oäet endlich: 

sin (y + a)yp __ gin (y^+wQ V^p^ 
l-f-'cog^) l+ecosö' * 

nfddie mit der ersten der Gleichungen (8.) übereinkommt. 

4* Ab Beispiel wählte ich den intwessanten Enkeschen Gome- 
ten. Da ich aber den Stillstandspunct bei etwa 160' und IW Anomalie 
fendy wo er für uns unsiditbar ist, so setze ich die Rechnung nicht her. 

Als zweites Bdspiel nahm ich den Cometen von Biel«, wie er 
1826 sich bewegte. Unter Annahme log e" 9,8730702 habe ich <ar die 
Bahn desselben gefundmi: o 218" 22' 32'^, LSnge des aufetagenden Kno- 
tens 251" 25' 3", Neigung 13» 33' 52". log/»' 0,1977012. ifor die Erde ist 
löge SB 8,2248126; logp s 9,9998779; — n =s 208" 31' 58". Demnach 
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wird die zweite der GleiAiiogen (8#) 

• oo8((p + 208^31'58'0 
= Num. log 9,8021767 008 ((p'+ 218^ 22' 32^0 Nunu log 9,5519367. 
Durch Zuziehung der ersten Gleichung (8.) findet man einen Stilbtands* 
punct zwischen 150^ und 180^ wahrer Anomalie, den ich der zu grplsen 
Entfernung wegen Sbergehe# Ein zweiter ergiebt sich fSr (p'ss — 57* 6' 5^^; 
(P=— 45^24' ly^, wo die geocentrische Lange 42P5r 10", Breite 32^27' W 
und Entfernung von det Erde 0,1574# In 4 Stunden ändert der geocen- 
trische Ort sich nicht 5", wie ich durch unmittelbare Redmung gefunden 
habe. Dieser StiUstandspunct erfordert, dafii das.Perihd auf den ersten 
oder zweiten Januar fidle. Da dieses grade bei der Ersdidnung dessel- 
ben Cometen in 1805 der Fall ist, so habe ich mit den Elementen der 
damals von ihm bcSohriebenen Bahn den StiUstandspunct beredinet und 
gefunden: ^/_ —.60^*8'; ^ = — 48^ir. 

Oanadi hlitte das Perihel am .31,0 Decembw eintreffen sollen, welches 
aber in dar That am 1,9 Januar, zwei Tage später, eingetreten ist. Die 
Beobachtungen des Cometen deuten an, dals er wirklidi wenige Tage vor 
sein« Entdeckung, ungeachtet der grolsen Nahe bei der Frde, eine üu- 
Iserst langsame Bewegung gdiabt habe« 

Manchen, den 9# Sept. 1830« 
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32. 

Bemerkungen zu der Abhandlung No. 26- im 6. Bande 

dieses Journals (Heft 3. S. 303. ), den Ausdruck des 

körperlichen Inhalts der Pyramide betreffend. 



In einem gelegentlichen Briefe an den Herausgeber bemerkt der Herr 
Professor Möbius zu Leipzig: dem an dem angeführten Orte gegebenen 
Beweise des Satzes^ dafs die PTramide der dritte Theil eines Prisma sd^. 
welches mit ihr gleiche Grundfläche und Hohe bat, scheine ^ ungeachtet 
des darin an den Tag gelegten Scharfsinns ^ doch nicht vorzügliche Eon* 
fechheit eigenthümlich zu seb. Der Euclidisch'e^ und noch mehr der 
Legendrische Beweis des Satzes sei einfacher« Auch den Begri£P des 
Unendlichen hätten Euclides und Legendre schon Tcrmieden, und 
der gegenwärtige Beweis sei eben sowohl indirect, als die Beweise der 
beideü genannten Gißometer. Auch hier werde die Gleichheit nur da- 
durch bewiesen^ daCs die Unmüglicfafceit der UngldcUieit dargethan werde« 
Der Beweis endlich^ der gleich zu Anlange des Au&atzes von dem Satze 
gegeben werde: dals symmetrische Tetraeder gleichen Inhalt ha- 
ben^ stehe ganz so in der 5ten Ausgabe der Legendrische n Geome- 
trie ^ in der in dem Aufsatze selbst erwähnten 7ten Note. Dals der Ter- 
iSasser des Aufsatzes diesen Beweis von Neuen darstelle, und glachwohl 
auf die 7te Note in der neuen Ausgabe der Geometrie von Legendre 
verweise, lasse sich also nur dadurch erklären, dafs er von den neuen 
Ausgaben die 5te, vom Jahre 1804, nicht zu Gesicht bekommen ha- 
ben müsse« 

Dem Herausgeber hat der neue Beweis des cfirsten Satzes, wenn 
audi nicht einfacher als der Euclidische und Legendrische, so doch 
sinnreich und eigenthümlich geschienen; und deshalb ist der Au&atz in 
dem Journale abgedruckt worden« Zu dem Umstände, dals der Beweis 
von der Gleichheit derGrölse symmetrischer Tetraeder schon bei Legen- 
dre vorkommt, bemerkt der Herausgeber, dals sich dieser Beweis in einer 
neueren Ausgabe von Legendre's Geometrie, namentlich in der Uten 
vom Jahre 1817, (der nemlichen, von welcher der Herausgeber im Jahre 
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1822 ane Deutsche Übersetzung geliefert hat) üi der 7tenNo(e nicht fin- 
det^ 80 dafs alflo der Herr Verfasser des Aufsatzes auch diese fieaere Aus« 
gäbe Tor Augen gehabt haben kann« 

Übrigens scheint es dem Herausgeber ^ der Satz: dab der Inhalt 
einer Pyramide der dritte Theil des Inhalts eines Prisma von gleicher 
Grundfläche und Höhe sei ^ könne noch elementarer auf folgende Art be* 
wiesen werden« 

Zuerst kann bekanntlich leicht gezeigt werden^ dab sich ein belie- 
biges Prisma mit dreiseitiger Grundfläche^ es sei senkrecht oder scliief^ in 
drei Pyramiden von gleicher Grundfläche und gleicher Höhe thei- 
len lasse. Es kommt also nur darauf an, zu zeigen, dab Pyramiden von 
gleicher Grundfläche und Höhe gleich grofs sind; dam alsdann folgt 
unmittelbar^ dab ein Prisma dreimal so grob ist als eine Pyramide, die 
mit ihm gleiche Grandfläche und Höhe hat« 

Man theile die senkrechte Höhe zweier Pyramiden, von gleicher 
Grundflädie und Höhe, in eine beliebige Zahl gleicher Theile und lege 
dnrch die Theilungs-Pimcte Ebenen* niit der Grundfläche parallel, also 
wagerecht. Durch den Durchschnitt dieser Ebenen mit den Seiten -Ebe- 
nen der Pyramiden lege man, perpendioulair auf jene, senkrechte Ebenen, 
imd verlängere sie jedesmal bis zu der nächsten wagerechten Ebene ober- 
und untei^alb, so dab pridnienförmige Schichten entstehen, die sowohl 
die Pyi^amiden umsdilieben, als von ihnen umschlossen werden. Von 
diesen Schichten haben in beiden Pyramiden jedesmal die, welche in 
gleicher Höhe liegen^ wie leicht zu zeigen, gladi grobe Grundflächen; 
also sind sie, weil sie gleich hoch sind, von einer zur andern Pyrqpiide, 
gleich grob» Es ist also auch die Gesammtheit, der umschliebenden Pris- 
men sowohl, als der umschlossenen, in beiden Pyramiden gleich grob. 
Nun ist auch jede umschlossene Schicht so grob, als die unmittelbar dar- 
über liegende umschwebende: folglich ist die Gesammtheit der umschlos- 
senen Schichten so grob als die Gesammtheit der umschliebenden, letztere 
nach Abzug der einzigen untersten^ umschliefsenden Schicht genommen. 
Der Unterschied des Inhalts der umschliebenden und der umschlossenen 
Schichten ist also dem Inhalte der untersten, umschliefsenden Schicht 
gleich. Es ist aber der Inhalt der P}Tamide kleiner als der Inhalt der 
Gesammtheit der sie umschliebenden, und gröber als die Gesammtheit der 
Ton ihr umschlossenen Schichten. Also ist der Unterschied zwischen dem 
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Inlialt der P^rramide und der Summe der sie umscblielsenden oder der von 
ihr innscblossenen Schichten ^ nothwendig kleiner ab der Unterschied der 
Gesammtheit der umschlielsenden und der umschlossenen Schichten selbst; 
folglich kleiner als der Inhalt der einen^ untersten^ umschliefsen- 
den Schicht. Der Inhalt der Gesammtheit der umschlielsenden und der 
umschlossenen Schichten ist aber in beiden Pyramiden gleich grofs; 
also können die beiden Pyramiden selbst^ aulsersten Falls^ um nicht mehr 
Terschieden sein, als um den Inhalt der untersten umscliliefsenden 
Schicht« Nun kami aber die ' Höhe der Pyramiden in so yiele gleiche 
Theile getheilt werden , als man will, imd folglich kann die unterste 
Schicht so niedrig, und mithin so klein angenommen werden, als man 
will. Es folgt also, dals der Unterschied des Inhalts zweier Pyramiden 
Ton gleicher Grundfläche und Höhe kleiner ist als die kleinste Gröfse, 
die man annehmen will: mithin sind die Fframiden nothwendig 
gleich* grols. 

Dieser Beweis beruht auf einer Art von Annäherung; aber Ähn- 
liches findet auch bd jedem andern Statt. Dagegen vermeidet er das 
Unendlich«* Kleine und die Summirung von Reihen, und ist völlig anschau- 
lich und elementar« Er scheint daher besonders for den Elementar-Un- 
tericht passend« Es ist der nemliche, der sich in dem Lehrbuche der Geo- 
metrie des Herausgebers, Berlin 1826 — 27, bei Reimer, im zweiten 
Theile, §• 587« S. 726. findet, und der Herausgeber glaubt seiner hier ha- 
ben erwiilmen zu dürfen, da dieses Buch, obgleich es keine Nachbildung 
anderer, sondern ganz aus eigenem, längeren Nachdenken Sber die Wis- 
senschaft hervorgegangen ist, bis jetzt ziemlich übersehen wurde* 
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33. 

Einige Nachrichten von Büchern. 

Atifangsgründe der höheren Mechanik^ nach der antiken^ reingeO'» 
metrischen Methode bearbeitet von Dr» L eh mann. 

Ankündigung« Unter diesem Titel wird im Anfange des künftigen Jah- 
res eine Schrift erscheinen, welche in der Methode und Tendens ron den meisten 
bisherigen Werken ähnlichen Inhalts abweicht* Die Bearbeitung der Mechanikf 
im weitesten Umfange des Worts^ wonach man darunter die ToUsländige Lehre Tom 
Gleichgewicht und der Bewegung der Korper yersteht, begann schon im Alterthum 
SU der Zeit, als kaum erst die Elemente der reinen Geometrie in ein Sjstem- gebracht 
waren ; die Verdienste des A r ch im e d es in dieser Hinsicht, welcher in seinen Büchem 
vom Schwerpunct und Ton schwimmenden Körpern die Gleichgewichts-Theorie schon 
bis zu einem bedeutenden Grad.e der Ausbildung bracbtei werden, so lange die Welt 
steht| in gefeiertem Andenken bleiben* So wie nun die ganze Mathematik dei^Alten 
reine Geometrie war (man wolle hier bei dem Ausdruck reine Geometrie m^hr 
an die Methode als den Stoff der Untersuchungen denken), so wurde natürlich auch 
die Mechanik von ihnen rein geometrisch bearbeitet; insofern ist der Versuch, wel« 
chen ich in dem obgenannten Werke dem Fublikum Torzulegen gesonnen bin, nicht 
neu, sondern uralt; aber ich habe bei der Ausarbeilung mich bestrebt, unbeschadet 
dcfr Methode, weiter als die Alten zu gehen. Dals die Griechischen Geometer bei 
der Bearbeitung der Statik und Mechanik eine gewisse Grenze nicht überschreiten 
konnten, lag wohl nicht in der Unbequemlichkeit der alten mathematischen Methode 
(IioiFendich werden die Leser des angekündigten Werks irom Gegentheil überzeugt 
werden); eher möchte der Grund in den weitumfassenden geschichtlichen Erscheinun- 
gen zu finden sein, in der gänzlichen Vernichtung des mathematischen Studiums, so 
wie aller Zweige des edleren menschlichen Denkens^ durch die einreifsende Barbarei 
des Mittelalters, welcher schon vor dem Anfange der Völkerwanderung bedeutnngs* 
volle Vorspiele Torhergingen» Wenigstens möchte sicbs schwer beweisen lassen, daCs 
die Alten die Ausbildung der mechanischen Lehren irgendeinmal rerlassen, und nach- 
her doch noch fortgefahren hätteui die reine Geometrie auf eine höhere Stufe der Voll- 
endung zu bringen. In der Dunkelheit des Mittelalters, wo auch die Araber nur 
Sammler waren, wurden in der Mathematik überhaupt, und also auch in der Mecha- 
nik, keine wesentlich neue Theorien entdeckt. Mach der Wiederherstellung der Wie« 
senscfaaften dauerte die reingeometrische Behandlung aller mathematischen und also 
auch der mechanischen Lehren noch Jahrhunderte lang fort, bis durch Einführung ifis 
niederen und höheren Caiculs eine unerschöpfliche Quelle ton Entdeckungen für die 
Mechanik erolfoet wurde. Während die Engländer, bis auf Newton und Maclan- 
rin herab, mitten In der Bearbeitung der schwierigsten Theorien die Vorliebe für die 
antike Methode noch immer lebhaft durchleuchten liefsen, entfernten sich die Franzo- 
sen, und nach ihrem Beispiel die Deutschen, immer mdbr daron, und lösten zuletzt 
alles so sehr in Calcul auf, dafs iti Werken wie Laplace's Mechanik des Himmels 
durch die ganzliche Abwesenheit aller geometrischen Zeichnungen die antike Methode 
den Todesstofs erhielt. Die Ton der Mitte des 17ten Jahrhunderts an auf einen letharu 
gischen Schnecketigang folgenden Riesenschritte in der AusbUdüng der Mechanik haben 
bis auf die neuesten Zeiten die Ansicht begünstigt, dafs die reingeometrische Methode 
sich mit der weiteren Ausbildung der Wissenschaft nicht yereinigen lasse. Von der 
andern Seite ist aber die höhere Mechanik für Anfänger unzugänglicher geworden, weil 
4ie grofse Schwierigkeit im Ab6tracten des CaIcuU, im Gebrauch des Negatiyeti, Ima« 



418 33. Einige Nachrichten von Büchern, 

ginäreo and Unendlichkleinen nicht nor yiele Kopfe abschreckt, sondern auch nach 
ihrer wahren Bedeutung gar nicht wit Worten deutlich gemacht ^werden kann*), und 
nur Ton auserwähllen Geistern nach langem Kampfe, nach Durchbrechung der Schale, 
durch die angestrengteste Thätigkeit des inneren Aoschauungsvermogens und durch Erra-» 
then, in ToUendeter Klarheit aufgefaCst und fottgebildet wird« Bei diesen Umständen 
mufs uns ein Mittel willkommen sein, die wichtigen Sätze der reinen und angewandten 
Bewegungslehre in absolut anschaulichen und handgreiflichen Schlüssen allen denjenigea 
zugänglich 2U machen , welche überhau]^t die Elemente der Mathematik aufzufassen 
fälüg sind, und das ist kein andres als die Übertragung der antiken, reingeometrischen, 
stretig sjnihetischen Methode auf die neueren Fortschritte der Wissenschaft, und nament- 
lich auf die Mechanik. Meine im vorigen Jahre bei Kummer in Zerbst herausge* 
gebenen mathetiiatischen Abbandlabgen soMten einen ersten Versuch abgeben, die Mög- 
lichkeit einer solchen Übertragung der antiken Methode auf die höhere Mathematik 
fibethaupt zu zeigen. Was im Anhange des genannten Buchs sich speciell auf höhere 
Mechanik bezieht, erscheint in dem angekündigten Werke, welches übrigens auf die 
erwähnten mathematischen Abhandlungen keine Beziehung hat, sondern als ein Gan-- 
zes für sich verstanden werden kann, weiter ausgeführt, so dafa darin viele im erste* 
len WeALe erregte Hoffnungen, welche zu Zweifeln Veranlassung geben konnten, rea* 
Usirt sind. In diesem zuletzt bearbeiteten und im künftigen Jahre erscheinenden 
Werke, weldies sich die strenge logische ntid geometrische Consequenz des Eucli« 
des rar Haupt -Aufgabe gemacht hat, war wegen des innem Zusammenhanges des 
Syslem^ anvermeidlich, vieles, was nach Inhalt und Methode bereits bekannt und na- 
iot$ntlich in Newtons Prineipiis vhilosophiae naturalis mathematids und anderen älte- 
ren Werken auf ähnliche Wmse dargestellt ist, mit aufzunebmeii; doch kommen auch 
verschiedene von Newton noch nicht bearbeitete Theorien vor, welche sich, wie dei 
Erfblg lehrt^ leiobt «i die antike Methode anschmiegen , so «nWahrscheinlidi dies auch 
manchem apf den ersten Bück dünken mt$chte. So habe jch allen Grund zu vermutheo, 
dufs die in fiuier'a Theoria motuum corporum soUdorum seu rigidomm, und später 
Im Ldpleee and vielen anderen Werken arithi^etisch nnd analytisch entwickelte 
Lehre V6n der drehenden Bewegung fester Körper, von den Haupt -Umdrehungs^Axen 
nnd den darauf bezüglichen periodischen Schwankungen ^ich selbst üherlassener roti«-> 
relfder Körper, hier sum erstenmal reingeometriscb nnd ästhetisch bearbeitet erscheint. 

um die Reinheit der geometrischen Bfethöde zu erhalten, habe Ich die Be- 
griffe von Kraft, Geschwindigkeit, Mas^e, Moment u. s.w. ohne phjsica- 
lische Beimischung, auf reinmathematischem Wege und so definirt, dab der erklärte 
BegriiE jedesmal als eine wQlkiirliche Combination einfacherer reitlgeometrischer Be- 
griffe erscheint, nnd nachher in Anmerkungen gezeigt, wie diese scheinbar willkürlich 
construirtexi Begriife sich in der Natur wiederfinden; ich bin hierin dem Beispiele L a- 

Srange*s in seiner Mdcanique analytiaue gefolgt^ und habe mich, in der Erwägung, 
afs wir ni^ dem innern Wesen der Naturkräfte auf den Grund kommen können, 
nicht enischllefsen kSnnen, den Ansichten derer beizutreten, welche sagen, dafs man 
in der theoretischen Jtlechanik, nach dem Beispiele ton Newton, Laplace und 
andern^ von dem phjsicalischen Begriife der Kraft ausgehen mUsse, welcher, zu An- 
fang des Systems ntngesteltt , doch immer nur eine vage und uobestinunte Definition 
zttläfst« Bei diesem von mir befolgten Gange, welcher sich nicht bemüht die inneren 
Kräfte, sondern nur die Gesetze der Naturerscheinungen kennen zu lernen, verHe- 
ren die sogenannten phjsicalischen Grundgesetze der Bewegung alleA räthselhafie An- 
sehn; der Grundsatz des ßeharrungsvermSgens : ,^ Jeder Körper verbleibt so lange im 



mriL, 



*) Leider treffen diüse und tbnliöhe Vonrflrfe den CsIcqI, wie er fit, nnr zo t^br. Ware 
er aber, wie er sein tollte |und kifnnte, so wArde er eben so klar sein und wahrlich nicht 
mehr Abstracttonen erfordern eis irfend eine andere Theorie der Mathematik, oder irgend eine 
andere Betiandtun^tart ih^er Uolersuchungen. Arno, d. Berauss. 
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Zustande der Rübe oder der geradlinlgeo und gleichförmigen Bewegung, ab keine Kraft 
auf ihn wirkt/^ geht nun in eine blofse Definition über: ,ySo lange ein Funct imZa- 
atande der Ruhe oder der geradlinigen und gleichförmigen Bewegung Terharrt, sagen 
wir, da(s keine Kraft auf ihn wirke,'' u. 8. w. ; der Streit hinsichtlich des Maa&es 
der Kräfte, ob sie den Geschwindigkeiten oder den Quadraten der Geschwindigkeiten 
proportional eeien, wird nun ganz umgangen,. und selbst der Lehrsatz Tom rarallelo* 
gramm der Kräfte nimmt die Gestalt einer blofsen Definition an. An die Stelle dee 
Ünendlichkleinen habe ich überall die Betrachtung der ersten und letzten Verhältnisse 
treten lassen, dabei aber wo möglich Inoch mehr als Newton in seinen Principiis . 
auch den Ausdruck des UnendiichUeinen zu rermeiden gesucht; ich glaubte auf 
diese Art dafür zu sorgen, dafs auch denen, welche noch nicht in Betrachtungen dieser 
Art geübt sind, die Anschauung keinen Augenblick verloren gehe. Dies Unternehmen 
ward am schwierigsten da, wo die ao der Bewegung blofser Functe entwickelten 6e» 
•etze auf die Bewegung fester Korper übergetragen werden sollten; denn da kommt 
auber den bisher namhaft gemachten Streilpuncten auch noch der Kampf des atomi* 
stischen und dynamischen Systems zur Sprache^ und die Schwierigkeit wird noch mehr 
dadurch Termehrt, daüs der Atomist seine Atome doch auch immer als Körper und 
nicht als geometrische Functe zu betrachten und daher gewissermafsen sich selbst zu 
widerspredien gezwungen ist , der Djnamiker dagegen , bei der Übertragung der an 
discreten Functen entwickelten Bewegungsgesetze auf die Bewegung stetig ausgefüllter 
Kor per, einen Sprung in den Schlüssen unter keiner Bedingung vermeiden kann« 
Indem ich mich aufser Stande fühlte^ mich mit den Widersprüchen des atomistischei» 
Systems auszusöhnen, habe ich bei dem von mir befolgten Gange die erwähnten 
Sprünge nicht verheimlicht, und zu diesem Behufe eben so viele Annahmen, als 
Sprünge unvermeidlich waren, nach Art der physicalischen Annahmen des Archi* 
med es ^ hingestellt, und mich hinterher in Anmerkungen auf 4ie Erfahrung berufen^ 
wodurch die aus jenen Annahmen gezogenen Schlüsse bestätigt werden; ich habe in- 
dessen, um auch hier die reingeometrische Methode möglichst zu erhalten^ die Anzahl 
dieser Annahmen auf das möglichste Minimum reducirt. 

Nach diesen Auseinandersetzungen über Tendenz und Methode des angekün- 
digten Werks inöcbte über den Inhalt noch folgendes zu bemerken eein. Dem Titel 
entsprechend, wonach blofs Anfangsgründe der höheren Mechanik gegeben wer- 
den sollten, kann es keineswegs der Zweck dieses Werks sein, alles zu umfassen, 
was zur Statik nnd Mechanik gehört, oder ein geschlossenes Ganzes zu bilden; ea 
edllte nur der Anfang eines Systems sein, welches sich hinterher in demselben Geiste 
wird weiter fortführen lassen. Überdies setzen diese Anfangsgründe sich noch engere 
Sdlranken, indem nemlicii .die Rücksicht der Anwendung auf Astronomie vorwal- 
tet« Ich habe mich bei der Ausarbeitung im Ganzen von Lapla<ie'a Mechanik dee 
Himmels leiten lassen. Bekanntlich umfalst dieses nnsterbliche Werk in seinem er- 
sten Buche die allgemeinen Gesetze des Gleichgewichts und der Bewegung, wdcbe 
in den folgenden Büchern specieli auf die Himmelskörper angewandt werden. Die 
im ersten Buche entwickelten allgemein -mechanischen Theorien auf reingeometdscbem 
und streng synthetischem Wege herzuleiten, ist der Hauptzweck des angekündigten 
Werks, und es ist auf diese Art alles j was im ersten Buche des La place enthalten 
ist, mit Ausnahme dessen, was sich auf Flüssigkeiten bezieh^, una überdies noch 
manches aus dem zweiten Budie und anderes, was sich nicht in Laplace's, eon- 
dem in Foisson^s Mechanik befindet, in einem Umfange von etwa 30 Bogen in 
Octav, welche übrigeos die Tlieorie des conischen Fendels nnd der rotatorischen Be- 
wegung fester Korper noch vollständiger als Laplace und Foieson enthalten, dar- 
gestellt, so dafs dabei zum Verständniis nichts als die Elemente des Euclides utid 
einige Sätze des Archiraedes und AppolloniuSf auf welche ich im Verlauf der 
Schrift öfters verweise, dagegen aber nichts von dem Theorem der neueren Arithme^ 
tik, Algebra und Analysis Tprausgesetzt wird. Folgende Übersicht des Inhalts mochte 
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riefkUki iM PnUJemi im ToraM vb«r dn im a^ekindigian W«ie bemdieBdeB 
6mt (riadUcfatfr beMiren. 

Dm Werk cerülb in 3 ThmlBf wmrm die beideo entttea, den UmCnge 
iiedi die kleinereo, nor ab Torbereiteade betraciitet werden können. Der Istn Thä 
itl betilelt: Vorbereitende aritlinietitche Lehren , der 2teThefl: Yoibereitende geome- 
triscbe Lehren I der 3le: Medianisdie Lehren« Die arithmetisdien Lehren beuehen 
eich aber nicht auf Arithmetik im neueren Sinne de» Worts, wonadi alle Groben als 
Zahlen, mit Rncksicht aof eine ein- for aUemal festgesetzte Einheit, betraditet 
werden mSIsten, sondeni gleichfalls anf die antike Methode, und sind nur darum Ton 
den jeometrischeo Lehren abgesondert worden, weil sie, wie die Sitze des 5ten Budks 
des SnclideSy GrSfsen überhaupt, und nicht linmliche Grofsen allein betreffen. Für 
Gegenstände dieser Art ist die Benennung arithmetisch nicht ganz passend; doch 
habe ich bisher keine passendere kurze Benennung auffinden können. Der Isla Ab- 
schnitt des Isten llieils enthält eine VenrollstSndignag der Euclidischen Fropor« 
tionslehre, welche als Grundlage der ganzen antiken Methode betrachtet werden kann. 
Der 2te Abschnitt behandelt die arithLjetischen und geometrischen Reihen, sowohl be» 
grenzte ds unbegrenzte, und deren Summirung, soweit diese Theorie in 'der Mecha- 
nik angewandt wird. Der 3(e Abschnitt betraditet die convergirenden Reihen allge- 
meiner , besonders diejenigen, welche aus dem binomischen Lehrsatze herrorgehen, 
doch nur so weit, als späterhin in diesem Werke davon Gebrauch gemacht wird. Im 
4ten Abschnitt, welcher öbemchrieben ist: Von den Facultäten, werden gewisse aus 
dem Binomial- Theorem herrorgehende merkwürdige Sätze auf antike Art bewiesen; 
Übrigens sind beide Abschnitte, der 3(e und 4te, hauptsächlich zur Begriindung der 
Theorie des cemeinen und conischen Pendels und zur Herieitung der dabei Torkom- 
menden unenallchen Reihen eingeschaltet« Die rorbereitenden geometrischen Lehren 
handeln im Isten Abschnitt von den Tangenten, Normalen, Krüjnmungtkreisen, Krüm- 
mungihalbmesserui Krümmungs-Ebenen, Evoluten und EvolTenten bei Curren im AU- 
• gemeinen, von einfacher und von doppeller Kriinunung; die Begriffe werden scharf 
bestimmt, und die merkwürdigsten Eigenschaften bewiesen; Lehren dieser Art kön- 
nen bei der festen Begriindung der ersten mechanischen Grundbegriffe, Geschwindig- 
keit, Kraft, Zusanmiensetzung der Bewegungen, nicht aulser Acht gelassen werden. 
Der 2te Abschnitt betrachtet spsdell die Krümmungshalbmesser der Kegelschnitte, 
und stützt sich Torzüglich auf das öte Buch der Conica des Apollonius, welches 
Ton den Grofsten und Kleinsten handelt; dieser Abschnitt wird hauptsachlich bei der 
Theorie der Centralbewegungen und bei der Entwickelung der Kepl ersehen Gesetze 
angewandt« Der 3te Abschnitt ist überschrieben: Vom Schwerpunct zwischen jeder 
beliebigen Anzahl Functe im Baume. Der Schwerpunct wird hier reingeometrisch 
und ohne alle phjsicalische Beimischung definirt, und dann die Ton Laplace be- 
schriebene Methode I den Schwerpunct zwischen jeder Anzahl gegebener Funde in 
Beziehung auf 3 feste Ebenen oder in Beziehung auf 3 feste Puncte, die nicht in ge- 
rader Linie liegen, zu bsstimmen, auf antikem Wege bewiesen. Der 4te Abschnitt: 
^on den goniometrischen Linien, entwickelt hauptsächlich diejenigen Reihen für die 
Sinus und Cosinus vielfacher Bogen und für die Potenzen der Sinus, welche zum Be- 
weise der unendlichen Reihe für die Zeit einer gemeinen oder conischen Pendel- 
schwingung dienen, init Vermeidung der Begriffe des Negativen und Imaginären; die- 
ser Abschnitt stützt sich vorzüglich auf den 4ten Abschnitt des ersten Theils. Als- 
dann folgt noch ein kleiner, öter Abschnitt: Von der -Cykloide; es wird darin die 
Art» an einen gegebenen Punct der Cykloide eine Tangente zu ziehen, ohne Beimi- 
schung des Unendlichkleinen bewiesen, zum Behuf der Theorie der Cykloide als Tau- 
tochrona. Soviel von den rorbereitenden Abschnitten. 

Der Iste Abschnitt der eigentlich mechanischen Lehren begründet die Begriffe 
der Geschwindigkeit und der beschleunigenden und Terzögernden Kraft bei einer Be-* 
wegung , insofern nicht darauf gesehen wurd , ob sie geradlinig oder krummlinig ist. 
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Auch wird dariQ die voUstäadige Theorie der too der Schwere getriebenen, senkrecht 
abwärts fallenden und senkrecjit aufwärts steigenden Körper entwickelt. Im 2ten Ab* 
schnitt wird die BegrifEsbestimmung der Kräfte insofern yenrollständigt, als nun auch 
auf die Zusammensetzungen der Bewegungen Rücksicht genommen wird. Der 
3(e Abschnitt, Ton Centralbewegungen, beweist die 3 Kepl ersehen Gesetze und ihre 
Umkehrungen ; dann wird das Prohlema diiorum corporum behandelt, die Bestimmung 
der Bahnen zweier sich gegenseitig nach dem Gravitationsgesetz anziehender Functe; 
zugleich wird diese Theorie insofern erweitert, als nun sogleich das Theorem Ton der 
Erhaltung der Bewegung des Schwerpuncts zwischen einer beliebigen Anzahl sich ge- 
genseitig anziehender Puncto daran geknüpft wird» Zur Begründung des Satzes, da& 
die Kepl ersehen Gesetze nicht für blofse Functe allein, sondern auch für Kugeln Ton 
gleichförmiger Dichtigkeit oder für solche Kugeln gelten, deren Dichtigkeit in gleichen 
Entfernungen yom Mittelpuncte allemal gleich ist, dient der 4te Absdinitt; weil aber 
die Betrachtung fei^i mit einander verbundener Functe, welche durch Anziehen und Ab« 
stofsen auf einander wirken, bis dahin noch nicht vorgekommen ist, so beschränkt sich 
dieser Abschnitt auf die Betrachtung des Falls, wo vorausgesetzt wird, dafs eine Kugel 
einen blofsen Funct anzieht» Der 5te Abschnitt handelt von Bewegungeu auf vorge- 
schriebenem Wege, sowohl im Allgemeinen, als auch speciell und mit möglichster Aus* 
fulirlichkeit voni gemeinen und conischen Fendel^ überhaupt von der Bewegung eines 
von der Schwere getriebenen Puncts in einer vorgeschriebenen Kugelfläche oder Cy- 
kloide , wobei auch die für diese Bewegungen geltenden unendlichen Reihen auf an- 
tikem Wege bewiesen werden. Vom 6ten Abschnitt an beginnt die Lehre vom Gleich- 
gew icht und der Bewegung eines Systems von Funden, welche nach einem beliebi- 
gen Gesetz, doch mit Beobachtung des Frincips der Gleichheit der Wirkung und Ge- 
genwirkung, auf einander wirken. Voran steht das Frincip der virtuellen Geschwin- 
digkeiten; ich habe mich bemüht, dieses, so wie die Umkehrung desselben, in antiker 
Form auszudrücken und nach antiker Methode zu beweisen. Daran knüpft sich die 
Theorie des einarmigen, zweiarmigen und des Winkelhebels , dann die des Gleichge- 
wichts eines Systems fest mit einander verbundener Functe, und im 7ten Abschnitt 
die des Gleichgewichts eines festen Körpers, und sodann im 8ten Abschnitt die beim 
4ten Abschnitt noch rückständig gelassene Untersuchung über die Gravitation für den 
Fall, wo beide Körper, der anziehende und angezogene Kugeln sind. .Der 9te Ab- 
schnitt entspricht dem 5ten Gapitel im Isten Buch des Laplace, und entwickelt die 
allgemeinen Gesetze der Bewegung eines Systems von Körpern, das Frincip der Erhal- 
tung der lebendigen Kräfte und der Winkelfläcben ; auch wird die Theorie der unver- 
änderlichen Ebene in möglichster Vollständigkeit und mit steter Festhaltung der geo- 
metrischen Anschauung entwickelt. Der lOte Abschnitt endlich ^hliefst sich an das 
7te Gapitel des Isten Buchs des Laplace, und enthält die Theorie der drehenden 
Bewegung der festen Körper, hauptsächlich für den Fall, wenn auf einen solchen Kör- 
per entweder gar keine äufseren Kräfte oder nur parallele KräftOi wie die Schwere, 
wrirken. Mit der Bewegung um eine feste Äxe, weil ihre Theorie die leichtere ist, 
wird der Anfang gemacht, und dabei die Theorie des zusammengesetzten Fendels ge- 
geben. Der Schwingungspunct bei einem zusammengesetzten Fendel wird zur 
Begründung des Begriffs des Moments der Trägheit eines Körpers im Allgemei- 
nen benutzt, welcher Begriff, wenn man die Betrachtung des Unendlichkleinen oder 
das alomistische System umgehen will» schwierig ist (eine Schwierigkeit, die sich 
übrigens auch bei der Begrifisbestimmung des Schwerpuncts eines Körpers findet)! 
Die Definition des Moments der Trägheit eines Körpers wird, so wie die Definition 
des Schwerpuncts eines Körpers, nicht reiugeometrisch , sondern mit Benutzung stati- 
scher und mechanischer HülfsbegrilTe , gegeben; hinterher folgt indessen ein Versuch, 
Aas Moment der Trägheit bei einer bestimmten Art von Körpern, nemlich bei Kugeln 
Ton gleichförmiger Dichtigkeit (welche auch Laplace im 1. Buch seiner Mechanik 
speciell betrachtet), vermittelst eines der Exhauslionsmethode der Alten ähnlichen Ver- 
fahrens zu bestimmen* Daran schliefst sich denn die Begri£Esbestimmung der Haupt- 
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Axeoi Uhter Grundlegung des Begriffs des Moments der Trägheit übrigens reiogeome- 
Irisch entwickelt« Auch irerden die merkwürdigsten Eeometriscben Eigenschaften der 
Haupt-Axen , namentlich der Zusammenhang derselben mit den grobten und kleinsten 
Momenten der Trägheit, bewiesen. Nun begiiftt die Unleisuchung über die Bewe* 
gung fesler Körper oder ieeter Systeme von Functen, Tiir den Fall, «venu nur Ein FuncI 
oder gar kein runct fest ist, und es werden die merkwürdigsten Gesetze der drehen- 
den Bewegung in mi^glichster Voliständigkeit und Anschaulichkeil hergeleitet. Voran 
steht der Fall, wo ein Körper sich um eine Hanpl-Axe dreht; dann folgt dieBetrach« 
tung des Falls, wo ein Korper unzählige in Einer Ebene liegende Haupt-Axen hat^ 
und sich um eine von den Haupt-Axen verschiedene Axe dreht (von dieser Bewegung 
wird eine vollständige Theorie gegeben); endlich wird die Bewegung für den Fall be- 
stimmt, wo der sich drehende Körper nur 3 Haupt-Axen hat, und sich um eine von 
den Haupt-Axen verschiedene Axe dreht. Ton dieser letzteren Bewegung wird zwar 
keine vollständige Theorie gegeben (welche auch selbst bei Anwendung des höheren 
Calculs« wenn man nicht bei Anuäherungen stehen bleiben will, fast mit unüberwind- 
lichen Schwierigkeiten verbunden ist); aber es werden auch die dabei vorkommenden 
periodischen Schwankungen der augenblicklichen Umdrehunga-Axe am die Haupt- 
Axe des gröfsten oder kleinsten Moments und um die Axe der unveränderlichen Ebene, 
so wie die Bedingungen des sicheren und unsicheren Zustandes, in möglichster Voll- 
ständigkeit entwickelt, und zuletzt gezeigt , dals die Beweguog nach A^blauf einer Fe- 
riode allemal genau wie von vom anfangt« 

Inwiefern die hier angekündigte Arbeit, mit Beobachtung der antiken Methode, 
auf schwierigere Gegenstände der Mechanik des Himmels, auf dasFroblem der 3 Korper 
und den Perlurbationscalcul, ausgedehnt weiden kann, kann nur die Zeit lehren. 



iiiige neuere matfimnatisclie Sdiriften and folgende: 

C« J. Gaufs, Prmdpia generaHa Iheoriae ßgwae ßmdarum in siatu aequi» 
fibni, Goett. 1830. eine wichtige, ihres berühmten Verfassers würdige Schrift, welche 
ihren Gegenstand in gro&er Allgemeinheit umfalsl, so dab sie die Laplacescfae Theo- 
rie der (.4ipiUarität gleichsam als CoroUarinm enthalt. 

J. J« Casparif Lehrbuch der ebenen Geonaetrie, Coblens 1829 — 
30. Dieses Lehrbuch leichnet sich durch die Menge der Cbongs- Beispiele, durck 
Streben nach* System und durch Deutlicfakeit aus. 

J. G. Uartmann, Elemente der analytischen Geometrie, Ber- 
lin 1830. Der bis jetat erschienene erste Band dieser Schrill enthalt swar nur die ersten 
Elemente der Analysbder geraden Linie nnd derLiD*en zweiter Ordnung, xeichnet sich 
aber durch Einfachheit undKatSitichkeit aus, nnd ist de;^halh den Lernenden zu enapfehlen. 

A. M. Legendre Theorie de^ nombres; troisirme Miwn^ Paris chez 
Didot^ 1830. Diese neue Auflage ist last doppelt so stark als die finheten, und d«her fast 
als ein neues Werk des würdigen Vetemnen der mathematisdien Literatur zu betrachten. 

S. D. Poisson swr le wHmvetmtwi de deux" ß^dts Auiiiptts Mttperposds; ent- 
halt eine tiefe Untersuchung der schwiengen Anigabe tob Mitthmlnng der Bewegung 
in elastischen Flüssigkeiten. 

Von Lacroix Irail/ Mm. d'wrOkmu ist die 18te Anfinge; tob dessen A/m^ 
dt gJ^m. die 14te Auflage; Ton dessen freil/ AW du cmk. d^. ef ut^ die 4le Anf- 
lüge; Ton Bourdon Mau dmriikm. die 7te Anflage, nnd Ton dessen A/m»au «Tii/« 
fMre die 5te Auflage «schieBen 

Die^^nnnfo dt nMrfJb /i Bfi y ey tob Gergonne tiefindeB sich jetzt iaa 21sten 
Bande; tob der CerrespeiNifanof mHak/maiiqut ei pkys i ^tte tob Qnetelet ist der 6te 
Band« TOBderWieBer Zeitschrift für Metheaiatik BBd Phjsik der TteBsBd 
ToUeedet, ned des BMeiim des sdemces maikMctifmes ^ pkrsifmes et ekimai 
Fernssae betedet skh im 13teB Baader Tob Canchr eivoket de 
iiBd ieut iB allem dO Hefte 
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